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«ВВЕДЕНИЕ. 

В настоящей: работе содержатся некоторые предельные 

теоремы для стационарных в узком смысле случайных процес- 

сев с дискретным временем, а также ряд результатов, новво- 

ляющих проверять выполнение условий таких теорем. В част- 

ности, найдены 

|) новые, менее ограничительные, чем известные ранее, 

условия применимости центральной предельной теоремы и 

принципа инвариантности к стационарным () прецессаы; 

2) условия, обеспечивающие применимость указанных 

результатов к некоторому классу случайных процессов, в 

том числе к ряду процессов, интересных с точки зрения 

метрической теории чисел; 

3) некоторые условия, обеспечивающие невырежден- 

ность предельных распределений в упомянутых теоремах. 

Перейдем к систематическому обзору содержания рабо- 

ты. | 

Равва | содержит ряд определений из теории измеримых 

преобразований, некоторые сведения из этой теории, а 

также те обозначения, которые применяются на протяжении 

всей работы. 

Глава 2 имеет всною гательный характер: изложениый в цей 

материвл используется в главе 3. 

!) Выражения “в узком смысле” и "с дискретным временем" 

‘мы опускаем твы, где это не может вызвать недоразу- 

мений . 
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Пусть к - послед овательность случайных величин. 

В этой работе мы будем говорить, что К последовате льно- 
сти 2 применима Центральная предельная теорема, если 

последевательность Л = = к скодится по распреде- 

лению к $. ‚ где при (^>20 под  Понимается | 

функция распределения нормального закона со средним Фи 

дисперсвей 0”, а при С”=О - функция распределения, 

единственная течка роста которой О. 

Мы будем также говорить, что к этой последов азельно- 

сти применим принцип инвариантности, если последовате дь- 

ность случайных ломаных, равных О В 0, и`*2 &- в 

точках КИ“ и линейных в интервалах ССк-й КИ =] 

( /=К< И) 

вательность случайных величин со значениями в метрическом 

‚ сходится по распределению ( как последо- 

пространстве непрерывных на [0,1] функций) к распре- 

дедению процесса 24-2 (С), рде Ш» (5) - Ггауссовский 

прецесс с независимыми стационарными приращениями, равный 

ово › имеющий средшее значение О , причёы дисперсия 

24%». ( 1) равна С°. 

Очевицно, что принцип инвариантности более сильное утвВерж 

дение, чем центральная предельная теорема. 

Последовательность случайных величин = к павы- 

вается последовательностью мартингал - разностей, если 

при всех К 

Е} ‹ |. , #4К)=0 
с вероятностью |.
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Теорема 2.1! утверкдаег, что к стационарной зргоди- 

ческой последовательности мертингал-разиостей, имеющих 

ко вечную дисперсию (”, применим привцин инваризнтно- 

сти, причём предельное распределен ие соответствует 4.2. 

Этот результат принадлекит П.Биллиигеди [27] . 

Автором си был получен независимо и включен в работу цля 

С: изложения. Докавательство отличается от доказу 

тельства Бидлиигсли. Заметим, что, если применить ис поль- 

веванную нами схему для получения центральной предельной 

теоремы, впервые доказаныой в этих условиях П.Биллингсаи 

[26] и И.А. Ибраг имовым [12] ‚ 20 доказательство этого 

‚ факта вначитедьно упрестится пс сравиению с [26] и [12] 

Гаава 3 посвящена следующему вопресу. Пусть 

‹ДШЖР) - версятностное пространство, а г - его 

автсморфивы ( т.е. измеримое сохраняющее меру Р отобра- 

ве ние Хх на себя, причём обратное к Г” отображение 

такке изыеримо ). Если Л - измеримая вещаствен ная 

функция на Хх ‚ то послед овательность 7 ( х | ^) обра- 

зует стационар ный процесс, Какие условия доста точно мало- 

ЖИТЬ Иа уд | я ‚ чтобы этот процесс подчинялся Централ 

ной предельной теореме ( прииципу инвариантности, закону 

повторного логар ифма и т.д. )? 

ЕБсли речь идёт о необходимых и доста точных условиях, 

т0 такой вопрос, видимо, слишком труден, даже если огра- 

ничиться автомо рфизыами весьма специ льного типа. Мы бу- 

дем интересоваться лишь условиями, достаточными для при-
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менимости центральной предельной теоремы и принципа инва -— 

риантности. | 

Один из применявшихся подходов состоял в том, что 

некоторые условия слабой зависимости накдадывались иепо- 

средственио на ко нечномер ные распределения процесса (см. 

[24] , (8]]. Однако, быстре выяснилось, что эти условия 

слишком жестки: и иы не удевдетворяют многие процессы, Е 

которым, однако, применимы соответствующие предельные 

теоремы. Попытки расширить класс проДессов привели к по- 

нятию, “процессов, яваяющихся функциовналами от слабо ва- 

висимых величин“ (0 , [15] )}. Этот подход состоит 

в том, что пространстве 6Х, 1,2 и автеморфизи уд 

снабжаются дополнительной структурой - #’ - адгеброй. 

К ‚ причём у обладает тем свойством, что при больших 

И С- вагебры УТ) ) и №7 А) в определен- 

ном смысле слабо зависимы. От фувкции теперь доста- 

точно потребовать, чтобы она хорошо аппрок симировала сь 

С - алгебрами ИГ К). 

На этоы пути были подучены интересные результа ты 

(208), нашедиие, в частности, применение в метриче- 

ской теории чисел (43 \ . [/*] ) ив теории гладких 

динамических систем (20}. 

Следует отметить, что, наряду со случаями, когда 

упомянутая (” - алгебра выдевяетсл естественным образом 

имеются случаи, кегда её построение ивталкивается ва 

1) Знаком |/ обозначается наименьшая (”’ - влгебра, 
содержащая все указанные. (”- алгебры. 

®
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серьев ные зрудности. Поэтому естествен ис стремление фор- 

с. мулдировать условия на функцию л $ помощью более бедисй 

дополнительной струкзуры, которую, тем самым, легче по- 

строить. | 

В качестве захей деполнигельной структуры’ на пресу- 

ранстве, в котерем действует автоморфизы 7, испольвует- 

ся некеторая инвариаизтная ( в другой терминелегии - убы- 

И } (’- взагебра ие (в,е. такая С’- апгебра, 

чте И 127, ). 

Пусть д, - ни услевиого математического 

ожидания относительно 7“ И 7. 

* | Положии К, = = ДР 7 Обезначим буквой К линией - 

ное (незаикнутсе) престраистис тех функций йе 78 ‚Ддя 

которых при иекотером целеи А220 выполнено равенстве | 

7=2, Кк д. . 

Пусть |4 р - норма фуикции 7 в престраистве 

д. 
р. | —. 

Теорема 3.1. Пусть Я - эргодический автомо рфием 

и выполие но условие 

Иа ИБС СИ =2 

ды ИИ = - 
и —>>9 < 

и во всех точках п рерыдиески функции т 

РИЗРТ ре №0).
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Для проверки условий теоремы 3.1 полезна 

Теорема 3.2. Пусть 7’ - эргедический автоморфизм, И - 

инвариантная Г - алгебра, Л - ул фумкция, чте при 

некотором 6 (бя 2 ) = 4 и | 

2. (9.7 * /7- Вен; = >= . 

Тогда. кл  прибрвима теорема 3. Т. 

Кроме того, в $ 3 показано, чте если выполыены усло- 

вия теоремы 3.2 при ^=0, к 7 ( 7) применим 

прииции инвариавтности. | 

Метод доказательства стдичается от метода секциони- 

рования, восходящеге к С.Н.Бернитейну и применявиегося 

в работах [13] ‚ [18] , [2:/, и ст методе моментов 

[=] . Наш метод использует аппрек симецию прецесса после- 

довательностями мартингал - равностей, а ревультаты, ко- 

торые мы сформу лиревали, седержат в себе соответствующие 

результаты о стационарных мартингел - разностях. 

В те же время из сформулированных утверждений сле- 

дуют основные ревультаты, подученные ранее для процессов, 

удовлетворяющих условиям перемешивания, и для фунвциона - 
лов от заких процессов ((1>] у (747 6]. 

Пусть © - некоторая (’- апгебра. Множе ства и. 

и 6 в приводимых нике формулах берутся, соответственно, 

и" {- албебр 7. {= „Г7` а. имеют поло 

кительную меру. Положим 

>= р мь /РИ8)- АЯ)



Хе) = рик РОЯУАЯЕ)-РРИВ/ 

и = 2 2 Й/Р РИА] 

Оператор условного математ из еско го свидания относитель- 

но (” - алгебры 7 <= И обозначим через > 

Как покавано в теореме 3,7, если „ЛеСр Иер | 

Ао и сходится ряд 2. /7- Ри # Ур’ 

Х (р „= 7 _ 79) то для применимости теоремы 3.2 доста- 

точно СОДИС И любего ме т 

Ро", 7 и ‚2.7. 
 отщьсно тесреме 3.9 при тех ве условиях применим прин- 

цип, пиворнантно сти, Фсли коднтся хотя, бы один ив рядов 

2 2 *, 2 У 2, 2 Ию). 
перкое ИВ ЭТИХ Е а  содерёи В обе зе оремы 

18.5.2, 18.5.3, 18.5.4, 18.6.1, 18.6.2 и 18.6.3 ив [13] 
второе - теоремы 3.2, 4.1 и 4.3 из [в], 

Используемый метод позволяет получить некоторые тес- 

ремы е процессах с бесконечной дисперсией. Докавана , В 

частности, 

Теорема 3.5. Пусть /- эргодический покорны, 7 - 

инвариантная относительно 7 - алгебра, Те 2, и 

выподнены условия



в - 

2 им - Д-Р. 14° › 20 

и СТ <= 
А -7>о 

Тогда существуе» предел, 

ле И /2, ИР, =И 
и 

и кормиреванные суммы у 2 #2. 7/7) сходявся по ра- 

определению к <, ‚ где 0-= ут Я. 

Теорема 3.5 приводит к новым ревультата м даве в том слу- 

чае, когда УЕ С Так, одис из следствий этой теоре- 

мы дает возможность применять центральную предельную 

| РЖ в случае, когда УД ‘изыерима относя чедьно , 

ха д] =6 # выполнены условия 

и, Др И НИТ А ==. 

ая. сравнения отметим. что для применен ия ранее извест- 

ных результатов (например, теоремы [8.5.3 из [1] ) в 

дополнение к условию 

В $ 5 показано, как преобразуются изложенные резуль 

таты, если уд - зидоморфивы ( т.е. и сехраняю- 

щее меру преобравевания) пространства ( ХИ Р ). 

Напомним, что эндеморфизы 7. прослран се ве ИР
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называется точным, если пересечение (^- алгеб] 7” | 

тривиально. | . г 77, 

В том же параг рафе доказана следующая 

Тесрема 3.10. Пусть. уд — тОЧВыЙ рН) Тогаа для 

любого 2 70 найдутся множество /Д РЯ.) =, | 

числе А = К (=> такие, что для отовальнсе функции, 

= существует функция У <=” 7) севпадающая 

с 7 в ///{ и хвкая, что Иер, = = О .кшо- 
следовательност и я = (, / в применима центральная 

предельная теорема, а также принцип инваризнтности. 

Результаты главы 3 без труда могут быть распростра- 

нены на процессы с непрерывным временем, порожденные 

однепар аметрической группой автоморфизыов, и на многомер. 

ные процессы. 

Методы, использованные в этой главе, могут быть 

применены для доказательства других предельных теорем 

(закон повторного логарифма, получение оценок остаточно- 

го члена в центральной предельной теореме и т.п.) .Основ- 

ным препятствием здесь является слабая изученность этих 

вопросов применительно к стационарным посяедовательно- 

стям мартиигал - равностей. 

В главе 4 изучается некоторый класс преобразований 

престранств с мерой. Полученные результаты применяются 

_к преобразованиям, возникающим в метрической теории чи- 

сел. _ | 

Пусть СА - вероятностное пространстве .
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Измеримое преобразование этого пространства называет- 

: | ся несиигуляр ным, если из того, что ДЕ 77, АС)= о, 

| следует, что. (7` Я) = =. 

воли / несингуяярие, то равенство 

РА и Ом) > их) ее) 
проделяей в д (Х, 7: линейный оператор ИЛ с 

нормой |. 

В $ Г установлены элементарные свей ства оператора 

2 ‚ а также некоторый критерий существования иивариант 

ной относительно уд меры РР, эквивалентной мере р 

` фориулируемый с привлечением оператора #2 . 

В $ 2 рассматривается версятностное пространство 

(Х, 7) и еге эндеморфизы 7. Вместе ИА мы будем 

писать просто 

Предпелоким, что задана (` - алгебра Дей. 

Полоким Се 17779) если 720, К-20, 2 К, и 

пусть (“= 7 2 - тривиальная (“ - алгебра), есди 

<. 

К>0 22 ‚КР. Пусть, дааее т => "(их 77 

Положим 7 е — 2/8: , 2 = 2” 

2 у Символы | и. Е обозначают единичный оператор и спер - 

у рр интегрирования не мере Р. Пусть также [51 ии = = 

` 25 ще 255 7 Есаи ‚9 - линейный опе- 

ратер в. Иль ‚ равный ма ` постоянных функциях, хе 

/,5/ и/ япредежяется, как норма индуциреваиного © 

‹ оператора С — ина факторниростраистве со по пед-
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проетраиству постоянных относительно нормы / И ве 

этем факторпространстве. | 

Пелоким при К 720 | и 

ее = АВГ ЛИ Ри м. 
Теорема 4.2. Пусть эндамерфизы х и (^- адгебра {. 

укевлетво ряют следующим условиям: — | 

\. РА 11) Е, 

2. ИФ) =. 

Если для функции = Сы СХ, ИД Иду) конечна 

при некотором /› (621, /8”> О) поду- 

норма —2, 

г еб) = 2 АКИ Ми , 
РУ 
где /. ые/" 20 Ави сят ДиНЬ от "и в. 

Ив этой тесремы следует, что экспененциально быстро стре 

митСя К 0 коэффициент У "(и ‚ определение которого 

отличается от определения 9/29) переменой ролей мио- 

кеств и #0. ую __ 

Кроме того, если ИГ С) = ‚ то / - зочный 

эидоморфивы. | 

Там ве показано, что условие | теоремы 4.2 можно интер 

претировать, как требование, чтобы последевате льность | 

(`’- вагебр уд Снят асимптотически марковской. 

В $3 дая удовлетворяющих определенным услориям 

преобразований Г. пространства. ( 5, ИС, ис )} с выде-
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ленной (-- алгеброй Х. ; порождённой не бодее. чем 

счётным разбиением, строится инвариантная мера р, Экви- 

_ вадентиая ЖЖ ‚› ак возникшим эндоморфизмам применяется 

ватем теорема 4.2. При белее жёстких предположениях пека- 

зане, что коэффициент И) экспоненциально быстро стре- 

мизся к О. дти ревульзеты содержат в себе, в частности, 

известную теорему Р.О.Кузвьмина из теория цепиых дробей 

[24]. 
В $4 педученвные ревультаты применяются к преобразо- 

ваниям единичисго отрезка, связанным с различными обобще- 

ниями- двоичных разловений и обыкновенных цепиых дробей. 

В частности, пекавано, что преобравевание 7, опредеден - 

ное формудей Их = вх- [9х], где #21, и С’ -аагебра 

порсддёниая фучкцией [9] д удовлетворяют условиям 

$ 3. 

В $ 5 ивучается прео бравование 7, опреде ленное в 

единичном кубе равмерности ‚с формулой 

в) = Е]... 2-1) 
Эте преобразование связано с алгоритмом Якоби-Перреиа, 

обобщающим на мисгомерный случай, известный адгориты раз- 

лозения вещественного числа в обыкновенную цепную дробь. 

Оказывается, что Ги О- Е ^ ‚порожденная: 

вектор - функцией ( У] ПА „(2 7) рр 

удовлетворяют всем условиям $ 3. 7 

По хеду доказательства иайдена экспо ненциа льная оценка 

для скорости сходимости алгоритма Якоби-Перрена. Авгору



-3- 

не удалось обнаружить такую оценку в литературе. В том _ 

ке параграфе получены ве которые сведения е плотности 

инваризнтиой меры. 

Следует заметить, чтс те 5е задачи, связанные с 

преобразованием Якоби-Перрона, рассматривались в работах 

(41) и [44| . Однако содержащиеся там оценки такевы, _ 

что, например, остается открытым вопрос о применимости 

Центральной предельной теоремы 5 измер имым отно сительно 

фувкциям из [.„.. В то же время деказательства этих 

результатов содерват серьезные ошибки, з сзыи теоремы 

сформулированы как условные, причём, как мы пеказываем 

в $5, условия, наложенные в [41] и [44 | на рлотность 

иывариаитной меры, на саыом деле ве выполиены. 

Отметии, что в условиях $$ 3-5 к фушкциям, доста - 

точно хороше аппроксимирующиыся (“? алгебра ми ТН и 

имеющим моменты дестатечно высокего порядка, можно при- 

менять центральную предел ьную теорему, принцип ииваривит. 

ности ( ссызаясь, например, на теоремы главы 3 ) и закон 

певториого догерифыа. Везможен также переход от меры ВР 

К мере // ‚ которая в привежениях обычно яваяется мерой 

Лебега. Поскольку схема подобных рассуждений хорошо из- 

вестиа ( [13\, 1" \ ), мы их опускаем. 

Применяя предельные теоремы к сзтациснар ным преце с- 

сам, ве многих случаях вакно знать, при каких условиях 

нее гра ничены в |... последевательности сумм этих прецес- 

сов. | | | 
Так, есяи выполяены условия теоремы 3.2 при д=о
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те несграничениссть этих сумы эквивалентна нерыровден- 

ности предельноге распределения. | | 

При определенных условиях ограниченность сумы процесса , 

переждёниоге функцией и и энденорфивзыем уд ‚ эквива- 

дентна разрешимости в ‘14, уравшгений 

7=9(Т) -4 
(см. [13], (15) }. Однако доказать неразрешимость этого 

уравнения для конкретных функций часто достаточне трудно. 

В главе 5 предлагаются два подхода К этему вопросу. 

Показано, в частности, что для некоторых эндоморфивыев 

7 достаточно регуяярная функция Л ‚ порождающая ире- 

цесе с ограниченными в Я, суммами, обявана равняться 

() в неподвижных точках преобразования Г. . Результаты 

этой главы применяются в метрической теории чисел. Напри- 

мер, показано, что нека торые постоянные, вовникающие в 

метрической теории цепных дребей, стрего положительны. 

Некоторые из этих результатов были в свое время укаваны. 

без доказательства В.Дёбливам [29] . 

Основные результаты диссертации пу бликова ны в ра- 

ботах [3], [4] и [5]. 

Предлагаемая работа выполиена под руководствем И.А.Ибра- 

гимова, котерсму автор выражает гдубекую благодарность.
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РГЛДАВА 1. 

НЕК ОГОРЫЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Предположим, что вадано некоторое МНОЖЕСТВО х с 

0” - алгеброй подмножеств‘ 77 й  счётио-аддитивной ие-. 

отрицательной функцией множеств Р , рееленноя на //, 

такой, что ВХ/)= =1. Тройку (Х, т > ) мы будем на- 

вывать вероят нос: ным престранством. 

Обычно мы будем считать, что все рассмат риваемые 

Г - алгебры полны, т.е. содержат все подмножества 

виешней меры О ( виешияя мера строится пе р» 7». 

Боли задано семействе 0’ -алгебр 7%, веД, 

гс /, 75 РА. обозначает их пересечение, а 

И - а нме ую С” -адгебру, содержащую все 77%. 

С мводоы обевначается тривиальная {”- адребра, 

содержащая лишь мисхества вероятности 0 или 1. 

Если //’- под -Г- алгебра И , те черев 
(,(Х т! Р) (1 ре =] обозначается, как обычно, 

престра иство измеримых относительно 77/4 функций 7 ‚дая 

которых конечна иорма 

Геи" Рек) , если 7=Р=?3; 

р - 7 вер ИГ И , ‚если р=5? ; 

Вместо 7 (Д, Т.Р» иногда мы будем писать просто 

ъаве имеются в виду вещественные престранства. Случаи 

использования комплексных пространств явно Е 

Проекционный есператер, сост тавляющий функции = < 

её условное математическое окилание относительно с- - в1- 

георы те 7. обозначается через 2, и". Когда подобный
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символ слишком гремовдок, во дАт Ся бедее простые обезна- 

чения. Вместо Е обычие мы будем писать Ё ‹ ВДИНИЧ- 

ный оператор обозначается через Т. Боли 5 - линейный 

оператор, то Иб/ рр’ - морма 6 , как оператора из Ар 

В Др. Во определению 15/> Ив ' 

Эндомо рфизы” 8 вероят нест него пространства (Д, И, 2 

навывается такое отображение Г. мнохества ”” на. себя, 

что для всякоге Аа ИС 7д "И )= 27 и 

РГ АИ = РЯ) . Эндоморф ивы /навывается автемер- 

фивмом, если он взаимно одневначен и обратное преебразова - 

ние ` является андонорфиемом. | 

В главе 4 рассматриваются измеримые преобразования, 

не являющиеся, возмено, эндоморфизыаии. В таких сдучяях 

вероятностные меры иа (А, И) обовыачаются буквами 

ис, [ ит.д. 

Эндоморфизму 7 состветствует линейный сператор [74 

в престранстве всех измеримых функций на ДХ ‚ заданный 

фериулей И _ Их ), Ке Д : 

Этот еператор переводит две совпадающие из множестве меры 

{ функции в такие 5е две функция, поэтому Х можно рас- 

сматривать, как оператор в пространстве классов эквива- 

дентности измер имых функций ( эввивалентными считаются 

функции, совпадающие на множестве меры 1). 

Той же формулой можно определить оператор на 

классах эквивалентности изиеримых функций и в случае, 

когда измеримое преобразование Г не является эндомо рфиз-
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мои, а удовлетворяет лишь условию несингудяр ности: из зе- 

го, что ИЕ „и@)=0, следует, что (Г. И= [№ 

Доподнительные сведения по этому вопросу приводятся в 

$ | главы |9. 
/ 

Если И - некоторая (”-адгебра, седеркжаща яся в 

ТИ, а д - несингулярисе преобразевание, тс символом 

7” ( 77 " обезыачается наименьшая (подиая) й- алгебра ,. 

содержащая все множества вида 7” Я) ‚ где ИЕ 7". 

Есди Л — веществениная измеримая функция на 74 ‚а 

7 - эндемо рфизм пространства (Х, ИХ, №, т0 МНО 

образовать послецдовательность функций 3х =“ (к70). 

Эта последовате льность образует свациснаоный в узком смыс- 

ле случайный прецесс С УДискрееным временем. Последнее овна- 

чает, что конечномерные совместные распределения функций 

Ук не меняются при сдвиге по параметру К. 

_ Обравис, кавев бы ни был согласованный мабор конечис- 

мерных распределений, удовлетворяющий указанному условию 

инвариз нтности относительно сдвига, изйдутся вероятност- 

ное пространстве (Х и Р, его эндома рфизы /. й из- 

меримая фуикция у на Х ‚ такие, что посдедователь- 

НОСТЬ (Е имеет именно этот набор ко нечномер ных ра- 

спределений. Это следует из известной теоремы Колмогорова 

(9 продолжении вероязностных мер. Подробне этот вопрос из- 

дожен в [9, стр.408 | 
Из сказанного следует, что ивучая стационар ные в 

узком смысле случайные прецессы, достаточно рассматривать
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телько те из них, которые ворокдены в развъясиёином выше 

смысле шекоторым эндоморфивмом пространства (Хх, /,Р; 

и ивмеримой функцией на этом пространстве. Имение такие 

прецессы и ивучартся в этой работе. Подобный подход удо- 

бей, когда приходится ра ссиатривать большое количестве. 

стационарие связанных друг с другем прецессев. Креме то- 

ге, во многих случаях процессы задаются ше своныи ко неч- 

немерными распределенилии, а посредствем указаний эиде- 

мерфизма и функции. Таковы, иепример, прецессы, во зинкаю - 

щие в метрической теории чисел и в метрической теории 

динамических систем. 

| Заметни, что достаточис рассмотреть случай, вотда /_ 

является автомо рфизмм. В самом деле, как доказал В.А.Ре] 

лин [®), если 7 - эндоморфизи пространстве ( (Х, ШР: 

то существует закое пространство (д, ), еге 

автоморфизы т’ и гемо мо рфизм ( т.е. измеримое сохраияю- 

щее меру отображен ие }) 2 второго престранства на первое, 

что р7'’= ИР. Если исходный процесс порокдался функ. 

цией я и эндоморфизмам Г ‚ те прецесс, определённый 

формулой =У(рТ" ) (=> К - =}, имее! 

при К 270 те же кошечиномерные распределения, что и 

исходный прецесе 3» = У ( 7^). _ 

Заметини, чтс теорема Рехлина докава на в предположе- 

нии, чх0 (ХИ, р) = пространство Лебега, т.е. про- 

странство, изомо рфное в смысле теории меры вере ятностне- 

му пространству, являющемуся объединением мекотороге 

отрезка прямой с мерой Лебега ва шем и какой-то не более
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чем счётной совокупности точечных масс, Это предроложе- 

ние не очень ограничительно, т.к. во-первых, практически 

_все встречающиеся пространства являются пространствами | 

Лебега, и во-вторых, любой прецесс с дискрет ным времешем 

Си мнегие процессы с иепрерывным временеи) могут быть 

реализованы на простравстве Лебега, Кроме того, сама 

теорема верна, вероятно, и при более слабых условиях. 

сли 5е стационарный процесс задан при К20 свеи- 

ми ко нечио мер иными - распредедениями, тс можно, испо льзуя — 

стационар несть, задать со гла соваиные конечномерные распре 

деления при всех целых К ‚, а завем, используя упоминав - 

щуюся тесрему Кодыс герова, построить вероятнест ное про- 

странство, его автоморфизы и функ цию. ие этом престранст- 

ве, порождающие стационар ный процесс, заданный при всех 

Целых К , причём при К20О ош имеет заданные кошечио- 

мерные распределения. В этом случае, следовательис, ше 

необходимести привлекать теорему Рохлина. 

Все эти рассуждения объясняют, почему в главе З,по- 

священной предельным тесремам для стационарных процессов 

основное внимание уделяется прецессам, порождённым авто- 

исрфизмами. 

Впрочем, в этой главе приводятся формулировки (или 

указания, поясняющие, как получать эти формулировки ) 

для саучая, ко гда процесс порождён эндоморфивмом.



ГЛАВА 1. 

СХОДИМОСТЬ РАСПРЕДЕЛЬНИЙ СЛУЧАЙНЫХ ЛОМА НЫХ ‚ПОСТРОЕННЫХ 

ПО СТАЦИОНАРНОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ МАРТИНГАЛ -РАЗНОСТЕЙ 

$ Е. Формулиревка результата 

Определение 2.1. Последовательность скучайных величин 

5. (—==4<К= = ), заданных на вероятност 

ном пространстве (Д, И, Р ) называется послед ователь- 

ностью мартингал - разностей [8] ‚ если выподие вы усло- 

ЕЕ, |= >, 
Я Е., (ЕК = 2. 1) 

Бреуновским движением с параметром С” мы будем ва зы- 

вать вещественный гзуссовский сепарабельный случайный | 

процесс ‘12 С), имеющий независимые стациснарные при- 

ращения, равный О при С= С и удовдетверяющий усло- 

виям Е 1> (6)=0 й Е 7 (/ = 0 

Известно, что реализации такого процесса с вероятностью 

| непрерывны. Поэтему процессу 12 [9 =6=1) 

соответствует версятност ная мера (2 на борелевских — 

подыножесевах пространства (> (о, 1 ] непрерывных фужци 

ва [0,1 | . Борелевские множества в ( [0,1] соответ- 
ствуют метрике |? (06, 2 ) (х, (2), об, Со, 

спределяемой  <оотношенилии р (9, =.) = //х, ==. //, 

\) Если @>- >>, 16 условие 2 при К=(С+ | овначает, 

что Е к ” о.
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икД= р [06 1, (== о и 
Пусть Е к - случайный процесс, 2:2, если 

КФ, б,=0, тогда Е С) - учли ломаная, 
равная 1% при С =КИ” и линейная в интервалах — 

[чи ” кд] (4=1.2 1.2 АЛ 
Теорема 2.1. Пусть <, (-2° <= 0) - ста цио вар - 

ная эргодическая последожательность мартингал - разностей 

Предпелсжим, что Е: = 7 < . обовначим через 

— вер сятност ную С(2 7], м ер у меру на со ответствую- 

щую случайной ломаной //. * Е). Тогда 

г? 1) 
1 4 И-7ед > 2 

Деказательство этой теоремы составляет содержание 

остальных параграфев главы 9. 

$2. Некоторые сведения о мерах 

в штрических пространсзвах. 

Наы понадебятся векоторые сведения о мерах на метри- 

ческих пространствах, в частности, с метрике Лева-Прохо- 

рова, и о сяучайвых величинах, принимающих значения в 

метрических пространствах. Материал этого параграфа в 

основном заимствован из [1в) . 

Пусть р. - подысе сепарабельное метрическое прост- 

раистве с метрикой р. _ 

Мерсй на К называется ограниченвая счётно-адди- 

1) Знаком С—>  обовиачается слабая схедимость мер на 
метрическом пространстве (сы. $ 2). |
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тивная неотрицательная Функция, спределённая на борелев- 

ской 7” -алгебре пространства | | 

Говорят, что последовательность мер //„ саабо сходится 

к шере С (пишется //, <> 1 ), если дая всякой огра 
ниченнсй и непрерывной ша © функции, 

ХС: ИА ле). 
Пусть А - ̂ овмкиут ое подмновество ее. | 

Тогда {2 -1%еК/р(и,И]= =} . 
Есаи у 1, - меры ша К. , то обовначим через 2/2 

точную нижнюю грань множества таких чисел 2, что ддя 
всякого замкиутего множества Я=е. выпедиено инеравен- 

7% @ = (11. 
В определении 22, Му в „И, меняются розями. 

Пусть теперь д. (24, Г. ) ® И@Ж( 21%, ; р 

в (16] доказано, что ^/, явавется метрикой, в ко- 

ство 

торой множество всех вероятностных мер на К пелио и 

сепарабельно, причём сходимость в этой метрике совиада ет 

со слабей. 

Лемиа 2.1. Пусть 7 а и - случайные величины, 

определённые на вероятностиом пространстве с рой Р 

и принимающие значения в ©. Пусть 

. Р52(/.4)>Е {= 5] 
Тегда (Р.С) = Мах (Е, б).Ю 

1) Бельшими буквами сбезначены меры - ра спредеден ия бау- 

чайных величин, обовначенных соответствующими мелыми 

буква ми. 
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Доказательство. Пусть и. - замкиутее иноке ство, бчевидио 

вкакчение 

вле Дерек ОИ 
Учитывая, что 

Ре = И) прхуае Я - -2 =) 
"о АЕ 

отсюда #12 = Мах (2, 6). Неравенство для =, / 

устанавливается аналогичио. 

Лемма 2.2. Пусть ия и Я - две последовательности 

случайных веди ин ша вероленостиом пространстве (Л’, 2) 

се виаченичия в К |. РА х., } 251/22 

при юм #70 . Тогда СА. С.) — 0. 

Деказательство, По лемые 2.1 для любеге < 2о 

Фи С, (Ве, в Ее тан Г рН 
Демыз ° 2.3. Пусть |.) дополнен 6 к условиям леммы 2.2. 

А =—>Е. Тогда С, => Е “ 
4 и-2 

Утвержцение леммы следует из демыы 2.2 и свойств 

метрики .. 

$ 3. Доказательство теоремы 2.1. Специальный случай. 

В этом параграфе теорема 2.1 будет доказана в пред- 

положении, что выполнено условие 

ЕС» [= > 5.) Г: ‚= рт! и) | 

1) При выполнении условия (1) тесрема верна без предпо- 
ложения эрредичности. - | 
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Лемма 2.4.  Конечномерные распределения процессов // * (©) 

схедятся к ко нечиомерным ра спредедениям И (С ). 
2 

Деказательство. Будем считать, что Й = |. Вместе `слу- 

чайных ах и ( С) нам удобеее рассматривать 

прецессы „© А у 

Поскольку для всякого == 22 

Ш /-5« В 1 

= Ри м 5 = АМЕР 

ЕЁ, В: , 
ВИ, 9/22 ИЗ 

. №0 утверждение леммы доста точно докавать для случайного 

прецесса ея (С). Этс ухверждение эквивалентыс тако- 

му: | 

каковы бы ни были числа Со, С, ур 2% (25 11, 

д ®, < =1/, 5, 

Ре 2 5-6) 7 

ое ДЕ М], 
Пусть = Ик ‚ если. ИЕР =И Тогда 

Ее. 
ЗЫ Ты. в
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ие). вне, ги Еее 

серр три / 

РА ЕС чел 
С 

=Д 14 
и — | 

© [АИ ‚< й 
| # Е. =, / ы ЕР 

то () —_>О и достаточно оценить РА м / 
< и+ь 

2 2) в /- 7. РВ 

Е Ееь АВ 77 Я 2] — 

ЕЕ (Нь 222 4 5) 

Че се она вые сы 0 ние ЧО 499 им 16 одет ИФ. ЖИВ ние дао НИЕ ой сие инь ина 

Е) Суммы, в которых верхний предел, меньше нижнего, 
считаем равными 0.
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Полодим бо = =ё и 1-х ил 

/Яе= 44 ‚Ик (2) 

Ее РЯ о а,...)= 
— /- = +9 2 И, р. 

Отсюда следует, ЧР 

Е РЕ Ге ИР . 
Пусть = аки... иди), Тогда 

ИХ /22/ =И я аб о бы ни было 272, 
еби. 

= +2 РО Ах) * 
2 Ех. 

42 /= 2 

Е Р= Р. РЕ. КЛЕЯ 
РЕ 

И 22. ра 

риа, И 28 ги 

Лемма оказана 

‚ ваметив, что 

Тогда 

Теперь изм для завершения доказательства теоремы 2.| в 

рассматриваемом в этом параграфе случае осталось, соглас- 

но критерию слабой сходимости мер на С/21/ (см. [2, 

стр. 581 ил к [16] ), доказать для произвольного 

5-0 соотношение 

би. т Вах 15. @)- Кен 
4—0 #79
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Лемма 2.0. Для всякого А 7 5. | би 
| | ‚ Ри. ‚' 52Р2. 5/2, Бух / 2” 2, / >И ВА 0 , 

мах [2 «/> .. К 
Лемма доказывается так же, как и для ыезависимых сдучай- 

ных величин, поскольку выполненс условие (1). 

Перейдем теперь к докавательству состисшения (3). 

Поскольку | | 

„И 1) ИИ Я, - Не < 
= У рок рик /=. @/- 5, (= 

4 АЕ. нь 

= 6 пох рик /2: „| 
в реа С, 

‘© пе демые 2.5 

Рик Ик @/- 5, . = 
лы | 

= и &[> ЕЙ: РИ. 

ЕР. > Е-2 4 = 
= РУ (И > - = 

| 59. = >=. г) __42 __ 

= -и И“ 35* —= отт и пер 2 
. р. ° 



_ Общий случай. 

Зафиксируем натуральное числе [ . 

Путь А =$/ ‚ и =, 

Пеложим шё 

> 2 СИЕ ще 
Йи,Р. == 

Очевидно 95° 7 У Г7 2742, /Е> рае" 

(Яир / 2 Ра -И/-р, А У ыы 
Введем случайную леманую и, г) с узлами в точках 

2,, 1 ‚разную 27 2 
и. 

точке 7 и постоянную в интервале [58 р и 

случайную леманую не (Е) с узлами в точках о, | 

=, И, 1 кразще 2. „са: в точке 

м. , $6 
">  бчевидио, что Ей е (Е) = и (8% =), 

Напомним, что ломаная 2и‹ С) Хави - к в точке 

|2 
оной 

и 
бины бливость =, Е) я С 

Ри а" Зы = 
= Г’, ИХ /—7е  _ Е. 15) =} < < 

= ты РР и, @/- >, ИИ < 

= Р} мох Ане $ < 
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«зРИ,/> ИК А] Зи Ая 
ПТ 5 | 

, — 2 Л ИРАК ——0. 

‚ 3 @безиначим -—и, р и гр меры на [о,1] , 

отвечающие случайным леманым 

А ие (2 5. , 

Ги’ | | 
Из полученной оценки и Леммы 2.2 садедует, что дая 

всякого @ /_ —, | 

иде, ИЕ [0 (5) 

Кроме тегсо, — — 

(9, _ Рух - Веб] = = 
Пк БЕ =Ет} < 

г, , = 

«А бу (7 т + 

* РР тер 6 р у / 7 и’; =
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= р | пи 

РУ ы и = 

< Рух / р: -й21# И» 

= и З # 2(1/ =). _& 

| Последнее р ера венство следует из тегс, что последователь- 

НОСТЬ 2-е — Я 2/ (Р= 2...) образует мертингел. 

Заметим 9 еперь. что из определения мартингал - равностей 
и’ 

следует, что при р р 

(бррр / За, == 
=2 (Е($, Я > ‚9 =Р/ р, деиер/- 

= Е Е Ир, 956/35, 987) 
‘и, следовахельн, | 

(> 5) / Е», НЙ 

_= ЕС. = т...)
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Учитывая, эте, подучим, что 

5 | 
в (е-54 ‚=, - Ее < 

т Е(Е(( 4. -Е Ри / ба, Ре = 
5 (2 6? 5-Е НЕ, Е, = 
р. РЖ ЕЕ ИЕ». = Аа. 

Покажем, используя эргодическую теорему, что Де =, 

Действительно , 

ТЯ 
(52-Е ($ > 2 (Бе, ВЕН = о, (РР 15 Ао = 

&ИЕ/0?- ЕР) =, 2-Е 2 7. 

Из Щенки (6) и леммы 2.1 следует, что 

р р (т, те] = 1% (Е / ее Г,” 
л->°с2 #2?Оо Е? 

Изв доказанного в предыдущем параграфе следует, что 

[= и Иа) >20 

Поэтому с учётом (5) получаем, что 

в и Ди, Иа < ды ры 



® 
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т Дл д (Еще, Сие) 
И-?г9 

Е фм др =2. 

‚ Теорема 2.] доказана. 

АНЯ = 
И-РоюЭ



\
?
 

ГЛАВА Ш. 

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ СТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ 

$ Е. Центральная предельная теорема ддя процессов: 

с конечной дисперсией 

Мы предпелагаем, что на вероятностном пространстве 

(Х, 7. р; задан автоморфизи Г. Пенят ия и обозначения, 

введённые в этой ситуации в главе |, будут использовать- 

ся, как правило, бев цоподнительных пояснений. Предпело- 

кии, далее, что задана (”- адгебра И, 2 ‚ инва- 
= 

риаитная стиссительно Г, т.е. такая, что д (= 

= рев. А-Я [= =°=к< 52), 

=, и, б, явяяется преекторсы, т.к. ` 

РА, И 22, № = = 2%, „у * Положим р = - 4...) 

Обозначим буквой ^Р линейное пространство ( нева мк ну - 

тое) тех функций ЯЕ До, для которых при некотором 

цедом К выполнено равенство 

9 = 2.6% 4 . 
Теорема 3.1. Пусть 7 - эргодический автоморфивм_ , 

9 (12 и выполнено условие 

(7 Дар "12 И =0 и) 
То а. су В ствует предел 

би > [14 п, = <> 42) 
и справедливо 29 отношение 

Руи`2> (^7 2) 2 (3)
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вс всех точках у пре рявнооти функции _ $. ‚ при- 

КИ = [е* в › если 0”7О 

ЗР/ 72, 
. (4) 

Доказательство . Докежем сначала, что найдется фушция /С. 

со свойствами: 

г. #Е® (. 

2. „бий и “7-4, =Ф 
(=) 

Для всякого < _.7О0 найдется такая фуйикция да К ‚ЧРО 

д ЗИ ИРД Е . 
и-—?2> 

Имеют место равенства 

1-78, 7-79-28. 9, 7-79 
Ё=-эо 

= =. аи вле 2, 2 ИФ ге. 

Заметны,, что — 

2» Вин < А 5. 8 и, 
й-? э3 

"би, РУ = = =Е, 
м--2?
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Ив этой оценки следует, что 

ды И НЫ, = 
2 би. Г, 1/2 некие, 

но поскольку при любом кие 4%. [44 „/ ‚ 16 

функции (< ( А И) } при различных К ортоговаль- 

ны и 

#9-4 4 =д АИ Е / 
и 

Таким образом Юй И т [9 вследствие полно- 

ты д, ‘вайдется функция А, такая, что 

14 2-4 кто 
Поскольку & |. г.) замкнуто, АЕ(2. 1.8 алее, 

р #2 < Ды (феи? С 7 

*Дь и 1. 2. и КИЛЯ . = С К/Ф 

Существование 74 со свействами [ и < установлено. Заме- 

тиы, что из (5) легко следует единственность и.. 

Положим = /4Д „Поскольку д=& ‚ *о | 

4 = ©. (4ь) ‚ т.е. 7472 ивиерим относительно 
« ий ортогональна подпространству 7 6772, 

атс означает, что кА. есть после довательность мар- 

_ тингал - разностей. дта последовательность эргодичва,



м 

х 
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з.к. т -  ргодичесвий ВВЗОморфивы. Поэтому ( _2ы; ‚ [26], 

12) иди га, До настоящей работы) величины / 7“ 
ра спределены асимптстически нормально со средним @ и дис- 

персшей С”. | 

Из свойства 2 фуакции А. , неравенства Чебышева и 

леммы 2.3 следует, что то же верно и для величин 
-# 71 [4 д” 2. -] ‚а это аквивадентисе сеетнонению (3). 

Декахен равенстно (2), 

Ди [и '/2: КАД, 5+ бр Ч 

Иа ОНИ 
Теорема деказа ши. | — | 

Замечание 3.1. Если фушцию + нокисо представить в виде 

7-4 +40-4 , ДЕ , де (и, () 
то для неё ры условия теоремы 3.1 

Это следует из тего, что =. и 

АД и-& #/2 ИКРА, = фр, и < 
р - 

2 Я, =2, 
й-? .. 

Вепрос с тем, кегда имеет место представление (6), _разби- 

рается в $2. 

Замечание 3.2. Бсли автоморфивы 7: оргия и существует 

{7 - алгебра Ио со свойствами: 777 ИИС. р



-- 

7-1.) = 7. ( а, другими словами, если Г 

- эргодический автомо ризы с пеложительной энтропией), 

то существуют фувкции я А обладающие тем свойством, что 

послдедовательнсость и “7 подчиняется центральней предель 

ной теореме. Так будет, например, если 7 И (Я) © 

в. (776) . 
Впервые су ствевание таких функций установил Я.Г. Синай 

[22] ‚ испольвуя свою теорему о слабом изоморфизые. 

| Из сущеетво вания таких функций сразу сдедует, что 

миожество этих функций плотно в 42 © 1) Действител ь- 

но, в С, © (. плотвы функции вида Ар-4 (этс легко 

следует ив эргодичности; сы., например, | 23/, стр.30 ). 

Значит, функции им 7 —4 (7 фиксирована.) 

также плотны в ув РС. Но они подчиняются центральной 

предельной теореме вместе с 7. 

Теорема 3.2. Пусть Г - эргодический автоморфизы , 

ИТС, - инвариянтная отно сительно Г с- ага, 7 - т- 

кая фувкция, что при некотором 2 (беде 29) ее р 

25 (ИР РИ: == 
/г5` 

Тегда я удовлетворяет условию (1) теоремы 3.| и, 

следовательно, для т спразедлива соотношения (2) и (3) 

Долазихельстьо. Положим 2” =Р27, = =И-Р д 

и. =(’ ; “$”, вре = 

та т - ия постоянных . 
2) Мы пишем (7 7 вместо Ри] й 
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Заметим, используя очевидные соотношения И" [= (1. ) 

|. «Ке(7- 22 к ЛС. 7, 

что 

ие ИИ, И Де РИ 

| = [/ Ри 7 7 И =//. и, 74 9 / = 

«д, /% и к 0. не ых 2 

И дин, -/С#, и -/= 

= (= рен; и //= 

И ур р / Рен = 

| и И 74, 
/#ё 

Поскольку 7-7 - = й. ‚ тс 

и7 й», й. 3/2 74 =: Ди бил ЗРЯ "= 
то и-г° 

2 де бы „721094 ИРИ, )= 
* `#-ты= л-> о 

= бл б„. / ИИ, Л И 
#5 52 Д-Р 7/4. 

м-р =
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= Ди [(2. 52) +2 ис. )] = 

= Аден, и лис 

Теорема доказана. 

$ 2. Центральная предельная теорема для процессов 

с комечным математическим ожиданием 

Пусть С. - совокупность хех функций 9е +, ‚ для кото- 

рых при векотором целом К справедливо равенство 
к 

— [м , Дея 
Теорема 3.3. Пусть уд - эргедический автоморфизы, 7 

и вытолнены условия , 

кр В. И 8/2 ИАА = (7) 
Е, к - 

Ди. 7. 2/2 КАУ/, = 9 КС: 

Тогда существует предел 

о РИА =4 (9) 

к одраведанве в точках вепрерывности Фувкция $. соотво- 
шен ие 

РУи` РЖ в 2 (9), _ @0) 
причём ге #28 Л | ‚ а $. задается равенствами (4). 

2;
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Докавательству теоремы 33 предшествуют две пеммыы. 

Лемма 3.[. Пусть ИЕ ©, (С, }. Положим (= 4 5 

02 (= >< . Тогда имеют место [о неравенства 

ЕТ ИЕ й 
причём М - векоторая абселютная постоянная. 

Доказательство . Левое неравенство очевидно, если 

= => ) и сведует ив неравенства 

и-8/ и, = и# 2: И =2 
если (2, 

Дая доказательства правого неравенства сори лире вак-. 

ный результат Д. Буркховдера ( теорема 8 ив [28] › 

Пусть ие - последонательность мартингая - разностей 

(стациснарность не предполагается). Тогда дяя всякого — 

_ ЯР верно неравенство 

ПРИ А = ИИ ле ЕР (12) 
024.259 

где /1 - абсолютная постояныая. 

Поскольку кА. - последовательность мартинга - разно. 

стей, то, положив ДА = =” , если < К= и. ‚и 

м - О ‚, ели К?И , мы получим, взяв й - ДАР, 

Ру жа, АСЯ ИЯ, 
т.к. ро известным свействам мартингаясв последовательнось 

Е” ок | возра стает. 

Замет ны. тенерь, чте из эргодичности Г` и соотношения
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(и - РР слвдуея, что, 

Ри (2. ое] а, 

Пусть ог И = С. Тогда 

_ 1= Ав ГфИ: ИРАН а бр ии че 
следовательно, 

ДМ ИИ, 
Поскольку 22 А проиввольшо, го и 

Г= Мне Г. 2/2 и, , 
Лемма 3.2. усе ИЕ (А, и =. Тогда 

Фи и 8/27 ИЯ, = =/2’0” с, (18) 
 Докавательство. " Обоърачии черев ТА. фужк цию распределе- 

ния величины #2 И“. а слабо сходится кв <$.. 

Дералем, что 

и-1/2. ('#/, АЕ, ==. ФЕ 2=2 2 с. 
Из слабой сходимости следует, чо для всякого я 2 

НЫ са ГЕ). 
ии 
Но поскольку дисперсия д и <. равна ©”, 

Л (РЕЯ, = Г ве). 
#]>1/ 7% 

Поэтому 

бы РА Деев) - 1) 
Ж/—>г> => 29 р 

НН -
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ба |) / 1/99. /= 
= бя 4 ИЕ 
т у 

| 12 бы СЕК] < | 
ИЕ ИЕР 

„бл В СНЕ, еее @/7=2 
—>59 #52 Иж ^.

 

Лемма доказа ва . 

Докава тельст во тесремы 3.3. Точно зак же, как и при дока - 

затедьстве шесремы 3.1, ша используя вместо (, - вормы 

| уд } - порму, можно из условия (7) получить кое утвержд. 

ние: для всякого <70 найдется и; р 

свойством 

и я ибн, И = 
. й-то9 

Применяя лемиу 3.1, получим, что 

Пе = Ифнл- 22 4, = 
= Мы 1-2. О и АР / 
ЕМ/Е:=/). 

Заметим теперь, что И: <Д; ‚т.к. по лемые 3.1 и 

условию (8) 

4 ДМ и а дебит ИЯ.
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Из этих неравенств следует, чте|] и полноты # [и Г 

И: >72 › где КЕ ©, {9 ). Как ив теореме 

3.!, убездаемся, что | 

82 к НД = (м) 
и что для справедлива (10), причём Г = ‚/4/ь. 

Из леммы 3.2 и равенства (14) сяедуех существование пре- 

дела Дел, #` РМ =Л и равенство й. =/ = с, 

Теорема" дока ва на. 

Замечание 3.3. Если фувкцию 7 можно представить в ик де 

ИИ ПЕ, ДЕ] › 
зо для неё выполнено условие (7) теоремы З. 3, т.к. 

+ к= 
" лом = Л т, И я 

зак че //( <, ,.с 71 < Пе. 

Пусть также 2 в -Р». 

Теорема 3.4. Предположим, что «СР, -2 ЯД , 

Тогда, есяи т межно представить в виде 

= +йу-9, А =, (1, ДЕ (< ре=9 2, (/5) 
то частные Суммы рядов 

(В Ги 2. -Ре / (16) 

 траницекы в/о ; если [Р- => , 16 эти ряды сходят ся. 

в С. . В инете (15) моЕно задать формулой 

9=] =2. "рх- ЫХ ‘л-Р, 7). т
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Обратно, ХТ вовьо представить в виде (15), если ряды 

(16) сходятся в Др ; если /2>1 , т достаточно потре- 
бовать, чтобы < (Ре Дэ 1,7. 1 и частные сум- 
мы рядев (16) были еграничены в Др . 

Замечание 3.4. В представлении (15) фуикция А спределе- 

на однозначно, а фушжция Я - с точностью до аддитивной 
постоянной, если / - эргодический автоморфизы. 

Действительно ‚ пусть (и 2, 

еее” Ай, 4,99 7 
Тогда „./ 

24-4 м -@-47/, = 
г. ГАА: = # й-—? г? 

|: м 54 0 =0, т.е. 7, С 

Отсюда 470 7. =7-й7 и вследствие эрго- 

ДИЧНОСТИ 9-7/=С | 

Обычне мы будем выбирать . так, чобы С Д *0, Так - 

ва, вапример, функция 9 в формуле (17). 

Если ве потребовать, чтобы = (Ро - 2. )Д,; ‚ тс 

определена однозначно и без предположения об эрго- 

ДИЧНОСТИ / и определяется формулой (17). Это ясно из 

доказательства перисй части теоремы 3.4. | 

Доказательство теоремы 3.4. 

1. Пусть У имеет представление (15). | 

Покажем, что функции Е. 9 я 9 - Ре Я инвариант- 

ны относительно /(’. Заметим сначала, что при 12 р = 23 
орон Оббеоные отибрни пиыицитьннтоя крбитатиаальветя 

1) Это условие выполнено, если ряды (16) сходятся. 
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1/2. 9)- 259 Ру -2-р 2. 
Это следует, например, из результатов Дуба ( см. теоремы 

4.3, 4.2 и 4.1 га.УП ив [9]. 
Используя очевидное состиошение ВИ- 2-,, 

имеем 

ЁЛ=А, А 1, 9 вр. (18 

Пескольку 7А с /Р.2 бр, , 

р. = 'Р.4 АЯ 2.24 2А , 

Перехедя в (18) к предеау в /, при и —> 222 ‚ищем 

До д = 4 „= -Рый. 
В сечетаинии с (15) эте дает сестиошения 

ДР. = АЯ , 9-2) 7-й. 
Вычисан ме мы рядев. (16). 

 Ял- 24 -82 =. 22 
_ё #-—/ и Вл -Р2.(И И, 1 Р/= 

=29-/`ТА 4 

'Всли же #20 . % 

1-27-41 4-9 -2.4-В 2 = 
Р-Я — 
А =РИИ т ыдый 7-Я) 
= #1 70 - Ри) 9.
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Ив полученных выражений вытекает ограниченность частных 

суми в/.-. Если же 1= р — >? , те эти суммы имеют 

. пределы в Ср ._ | 

Первая сумма сходится к Я Я — = й ‚ з.к. 

Иез р Руд 
Взерая сумма стремится к 24-224 ‚ т.к. 

ИИ ой) Р-Р РЕ 
Отсюда закке ясио, чте если положить 

РОМ = Р-Р, 1), 

= 2.9 (89 Р.Д 
| | = #1 Ир’ -1”, 

т.к. вследствие инваривитиссти № Я и 7 — й 

отиосительис и 

а неэтому 

2. Полежин %-= И, ” | | 

и о и ; ` 

ди Р-Н = 
и 6=/ = |
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Вычислим -и : 

ох -4. -й. - 7-2: ИРИ Ри 

+ Ри х-, 7.01 2, 7/= 

= Иер, рии: и... Ги 
‚(= 114) 

О, Ил 
Полекиы ул 2. и у р, =, ИХ, 

окр 2. т 

(54 $ = Ин "би, 

2. (А ор. (В -РИД, = у, 
а РАК р всяк = р оо. 

Прехпеложим пока, что 7= р — =? . Покажем, чте в 

условиях теоремы найдется подпеследовательность Ле и 

функция Пр закие, что 7“ слабо сходится в 27 

При р=1 это прямо следует из условий теоремы. 

Если (2р = < ‚ зо престранстве Лу рефдексивио. 

Поэтому ив ограниченности последовате льно сти ь в 2 

следует, что она слабо компактна. 

Замет ив, что из слабой сходимости в в р сдедует | 

слабая сходимость В 0.) ‚ ы устанавливаем суще ствевание
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зребуемой педпоследовательности Яе и функции 7 . 

Функция 7- Ир» ’, будучи слабым пределом в С 

последовательности (напемним, чте (и —0 )}, к \ 9 ра 

замкнуто. | | 

Пусть теперь р=ь27 . Поскольку ив ограниченности 
част ных сумм в [о следует еграниченность в 2 , 

= 2 =3 , согласие только что ивложенному можно утверж- 

ать, что | 
^ — = + -9, АЕ, „де ” 

Но тогда из первой части тесремы следует, что СЕНО 

задать формулой (17), причём, ряды сходятся в 7, . Но их 

част вые суммы ограиичены в д, ьо „ Поэтему де .Довава. 

тельстве закончено. | 

Теорема 3.5. Пусть и. - эргедическ ий автоморфивы, И, = 

- инвариантная относительна Уд алгебра, 72/у и 

выполневы усясвия 

2, (16.2 +7 А. 9. = й (18) 

Ив 212.4“ д =? . (19) 
из 

Тогда выпеднены условия теоремы 3.3 и, следоватхельне, 

справедливы соотношения (9) и (10). 

Доказательство, По теореме 3.4 из (18) следует, что 

= 9, <, Им ЙЕ ‚ 

Отсюда, согласно замечанию 3.3, вытекает выполнение
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условия (7) терремы 3.3. Условие же (8) теоремы 3.3 совна- 

дает с условием (19) теоремы 3.5. 

Замечание 3.5. В условиях теоремы 3.5 имеет место пред- 

ставление | 

714 ГА, КЕ 4х , ЧЕЙ ' 
Это можно вывести из лемыы 3.1, т.к. 

фл, = фе ии Яо и. 5 7 7 =, | 10, . 

Точно так ве в условиях теоремы 3.2 имеет место представ- 

= 4-1, РЕ ‚922,27 
Это следует ив теорем: 3.4 и того, что 

Ди и` 2/2. М 9, = би ри де 
йЙ—>=®° 

ле ние 

Пример. Пусть У, |. 2, - незавитимые последев азтельно- 

сти независимых случайных ведич ии, причём случайные вели- 

чины, обозначенные одной буквей, одина ко во а, 

Пусть с / 7.2 => , Е У, = ©, Е ИРИ, = 

Неложиы Х, - У, 72, -7, 

Тогда Х, удовлетворяет условиям теоремы 3.5, если взять 

в качестве вероязностного поанотня престранство рез- 

лизаций векторного процесса ( 5, : 2,}, а в качестве 

7175 -- аягебру, порокдвнную О. а 2% при К20, 

Заметим, что ЕХ» = " =



| ры 
=^ 2; 1/2 Е #7 «ЕЕ МАИА,, — 2 
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$ 3. Сходимость распределений случайных ЛО ма ВЫХ, 

построенных по _ Стационар ному прецессу. 

(“7 Пусть - стационар ный случайный проце сс, а слу- 

чайвая доманая в (С) имеет своими узэлеми точки вида 

КИ СК =Ом, ..., И, ирина бвб и 2-4 д 

в точке ки" при К?О. 

Теорема 3. 6. Пусть 7”- эргодический автоморфизы с инвар пав! 

ной б’- алгеброй Ио и имеет место представлен ие 

А-Я, ды, Е, 
Обовначиы через 7 а в С (6 11 ‚ соотвез- 

ствующее. случайной ломаней И 2 7. (7, 

Тогда р =, = ГАИ, А. (2 
ока В, ть случайная ‘ломеная” °/./Ё) пост- 

роена пе процессу 7/4 СА так ве, как 7 ув по Ик. 
4 

Обовиачим распределение, соответствующее 24. (2 У, 

через 7/и.. 

По теореме 2.1. д, > ИИ; > . С другой стороны, 

какове бы ни было >= >00, 

Век 5 АИ, >= 
= Ри ИРИНЫ >= 187 

Рурк // 4 -// 2512} = 
9/22 {= 

РА
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Таким образом наша теорема следует ив леммы 2.3. 

Следствие 3.1. Пусть для + выполнены усяасовия зесремы 

2. 2 ИРА в 1=> 

Тогда выподне но условие теоремы 3.6. 

Действительно, по теореме 3.4 

/ й 

Но, поскольку 7 Д, , И= 7-4 < (в. 

Замечание 3.6. Нетрудис убедиться, что ва всех утвержле- 

ниях 9$ 1,2,3 настоящей главы ( за исключением замечания 

3.4 ) достаточно вместо эргодично сти Г требовать , чтобы 

из соотношений  / 7 И/-, Й= Те следовало, 

что РА есть либо 0, либо | ( т.е., чтобы / вы эрго- 

дичеы ва ИХ, т.к. возникающие последовате льности мар- 

тингаа - разностей измеримы относительно 77а, 

$ 4. Прецессы, обла дающие свойствами перемешивания 

и функцисвалы ст них. 

В этом параграфе приводятся некоторые следствия тес- 

рем 3.2, 8.5 и следствия З.1. Они относятся к прецессам, 

порождённым случайными процессами, удовлетворяющими тему 

или иному условию перемешивания. Среди этих следствий 

имеются как уше известные теоремы, так и новые результа ты
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7 
Пусть ’ - автою рфизм версятно се ного пространства „ 

(А, Ру, а С- алгез ра Кай. Положим (: . 

= М/ 2), во -ю<К= 6 = >22 . щевад- 

к 7. “1 = Кик | 

Определим числя % (1), Ч(и) и (и) пря и21 

равенствами | | 

ЖИ. = о _ /795/ -2/ 78), 

У) = „7 2. РИ ИРИ РИД 

РАИРВИРЯВ РИА 
/ Ку 

Заметим, что о (д), УИ) и Ум) не зависят от 

К , ®.к. автоморфием / сохраняет меру >. 
у 

Опредедение 3.1. Говорят, что - алгебра. р обладает 

свойством сильного перемешивания ( с.п.), равномер но 

сильноге перемешивания ( р.с.п.), плавного орон 

(п.п.), если, соответственно, оф) 2 > 0, 0 

Уй, 50 
’ Замечание 3.7. Очевидно, что (ил, Я 1. 

С другой стороны, не исключено равенство Ув) = =ео. 

Соотноше ние 2) ==> 02 подразумевает, в частности, 

что Убил = 2 для /7/,.
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Определение 3.2. Бсди с-- алгебра С _порождена функцией 

у, то говорят, что процесс т ( т )} удовлетворяет 

условию с.п., р.с.п. или п.п. 

_вЕю удовлетворяет д. | 

Лемма 8.3. Пусть Г- алгебра И — ИХ . Боди — 

ЕД, ЕД, и ( 4=р> р’= о, рр” }, 

., есди соответствующему усдо- 

то 

(4 )= =, 7, ак Й/ =, № 2. 9). ИА 
ть 1, 9-27 19) = 

_=2(2420/75)4/ 761) = 
= ЕЛЕЕМ 1=[ь 7 № Л 
= ЕДЕТ =ЕЕ ИЕ 

27, 9, #7 
Ден ма укана, 

й ТЕ ры
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Не исключается м р 24 59 . Есаи 

[= раю, то =(1- -1) . Символ /^ поши- 

мается как еператер, постовамощи фукции её интеграл. 

Лемиа 3.4. Имеют место оцевки ( Р24, 21): 

так и = А с 24 и“ р @ 

| р Р. =, = 7 (22/ 

ее рр, 12.2 7 рр) бы (2 

‚Дека эк тельство. Как известио, 

И р. 7-9 Г = 28 ие, // РЕ 4 )/, 
РЕ 

Но согласно демые 3.3 и свойствам условного математиче- 

ского окидания 

ВЕБ 
‚ вр 7, 2. #/- РА 9. | 

Как докава но В в) ‚ стр. 389, еси в Е измерима _ 

относительно ("оо ‚а 94 ивмерима относите льшо „С иуи, 

то 

1 4-Е. [д



ж 

» 
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Полокив я =Р..7 , О, = Рим Я ‚ волучиы, что 

Ам 5-Е 5 ИР, 

2 ве ИИ». 

Это овначает, что 

ГР. 2 97207727 ’ 

По рн и. ох с выпу каости ( [71, стр. 560 ) 

си к ), и: 2) и 

[Рё Р.= -Е №ь [Ри Р.. Е, 

арАИ Дети рт 
ИР ру < (ИН ИА 

= 974” 9 МРь, 

Перейдем к докавательству неравенства (21). Докажем пред- 

варительнс, что из измерямости функций 7 и "Я отНоСи - 

тельно 7’ - адгебр До и ри, соответственио 

сдедует неравенство | 

/(19)-Е7Е 4 /= ЖИ 
Это неравенство достаточно установить для случая, 

когда Уд и р. принимают конечное число значений. Пусть 

и равна Др на множестве Ар , Я равна р ва
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ынежестве /и ‚ причём множества Де имеют пеложитель- 

вую меру, попарно ше пересекаются, их объединение есть Хх 

и то же верно для множеств р . Тогда 

104) ЕЕ СР 9-2 ДР 
=7. ЧРИ, ) пе м ИА 7 /РИДЕЙЕ. )- АЙ, / 

И де 212) й.)- 0. 

Пусть ДЕ Уд , гда, обовначив /(/ (2) множест- 

во тех виачений /№ , при которых АЯ» )- РИА 

(-70`)} и подевив 6, =(/ Вы 6- =(/6 ли. ‚получим. 
и / ЕЛИ ` > 

учитывая, что В+ и Р_ - приведаекат я ‚ Что 

РРР) РР 
-2; (Р #8, 8, 
= (РЯ Яв,)- 28, /- 

-(РАШРИВ.)-Р@8.)=2.). 
_ домом /(14)- ЕЛЕ ДИ До, 

Из этой оценки следует, что если Се, ДЕ, 

ДР © ЕЕ НИ. 
Используя леыму 3.3, подучаем, что 

те



ПИ „=, Р.КОЖЕ? 

7 И 7-9 = .9/ 
 777- ИЗ 7/5. ПИ И 

Е СР 
7 я 6, 77-5 у/ 

РА 2 99-50 И/ 
он ‘МиБАхоП 

‘воэиа°И Лнэбоэх кАечиопои ‘втаор ° 95 ч5эАН 

ГЕЯ 97/7 И 59/ 
х бур г7 7/7- 20 и 

изахонэае {эн чихвотзана@ винэшонхооо иде 

ОО Е -8 #9 Я 
СИИ Оке > А = | 

- -
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Перейкем к доказательству неравенства (28). 

Пусть 7 „= 4 - функции с конечным числом значений, 

причём Г ( соответственно „) принимает виачение Се. 

( ин } на множестве Е ‘29 ( 12) = ен ). 

Из определения и И-) следует, что. 

ПЕРЕН, Р-Я ДЕ 
= 2 ИИ, РИ, И, . 
Отсюда везжо вывести, что если Те Г, , ЧЕЛ, ‚ то 

П/Р 7, Вы ЧЕТ Я, ИХ, 
Применяя лемыу 3.3, получаем, что 

/ 2... р. -С/ роз =/А.5 В; -Е И > = 

о /(257 0.9 ЕЕ /= бе), 
Е, 27 | 

Пеэтому ив р^ рр = — 22. 28 Е, 2%) 

р-р Еф а Я, 
Лемма докава на. 

. Оценки, эквивалентные ( с точ ностью до: постоянных 

множителей) неравенстваы (20), (21), (22), содержатся в 

работах [1 [3] и [5] . | 

Теорема М.Рисса позволяет получать эти оценки единообраз - 

ным методом.
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Теорема 3.7. „Пусть < [ь, _(3=ре > Е = _ э схо- 

дится рад 2, [$- р. У [в и выполнено одно из 

следующих убдовий: 

а} уе обла да ет свой ством с.п., причём 

ил во й о 
й=/ 

6) д. обладает овосевом ем ; причём 

2) Уч ‘= = ©? $ 

в) Х ая свойством п.п., причём 

2 Убе = 29 
Тогда для л” выполнены условия теоремы 3.2. при > 

причём в качестве автоморфизы / и (- алгебр 

„Го ив теоремы 3.@ межис взять 7. Сы „С. 7 

Таким обравом, для я я состнопе ния (2) и (8). 

Доказательство . Эргодич ность До >° следует 

из свойства с.п. (см. [131 ). Нам остается установить, 

чес сходится ряд 2, е (0 «р 2/7 / 

где /2, = = их, = Рю = А. . Пескольку 

ши КО 

/7- ВАК = - ВЕ О-В 
Ра Я 
я. ра РД < 

= р ЛИН */7- 22 57, = 
Е) При ь = Пвдесь и в теореме 3.3 имеется ввиду, что 

Ра (д) ="0 при И 2% . 

\
 



РИС р ра -ы 4 = 

= /2 р. еб р = ВЕТ И  и 
впра вед дивы вера венс тва 

Д-Р < 2/7 в 

И. р = 1 й ур 2 7-Р 2 (25) 
Согласно лемше 3.4, (Е “р [7 7-Е Ир’ ие больше 

чем любое ив чисел СРР РГ, 4’ (22. 

м ИЕ =) / . Отсюда, ив неравенств (24), (25) при 

4 - р’ и из условий теоремв\ следует сходимость ряда. 

Теорема 3.8. Пусть Дер (1=р= ==), 257 = > 
сходится ряд 2. 17 - Ра 7 / р ‚ справедливо соот- 

ношение Дм И 8/5”. я | 

и выполнено одно из следующих условий : 

а) С. обладает свой ством с.п., причём 

2. < = 5 У 
у 

6) СХ авт, свойством р.с.п., причём 

2, Уи.) = °= 

т ) всаи р - |. то имеется ввиду, что оС ( и). = 7 при/24 



- 61 - 

Терда для у выполнены услсвия ореиы 3.5, при - 

чём в качестве авто рризвма 7’ и (- алгебр ИТ а 

77, из тесремы 3.2 межис взять 7 , 5 и ды 

Таким сбразем, для Л справедливы соотношения (9) и (10). 

Доказательство. Нам достаточно показать, что сходится ряд. 

2 - Ре |, = 627 /, ), но это сдедует из нера- 

вевств (24), (25) при 0, = 1, оценок (20), (20 

и условий теоремы. | | 

Следствие 3.2. Пусть = ДР (0= Х= >2 ), 

ЕТ = , сходится ряд 2: 15- бе. И: р 

Ди ИР МКР 2 9 

и выноднеко одно из условий: 

8) ХС обладает свой ством с.п., причём 

2 < #8 (Й = в 
6) обла дает свойством р.с.п., причём 

| г Уби= == , 
тогда справедливы заключения теоремы 3.8. 

Действительно, применима тео рема 3.8 при р = 72, 

т.к. /2. И“ = ИР: 

Теорема 3.9. уса, а 2, Р (4=р=52) ‚ Е 7=0 

сходится ряд р» |5 = $ | м. и АЯ -алгебры 
иго 

С. выполнено одно из следующих условий: 

8). >) д 59 р 
И —1
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о > У) вв , | = 
>И) =, 
и=/ | 

Тогда для Л выполнены условия следствия 3.1 из $ Зи, 

закиы образом, справедливы соотношения (19) теоремы 3.6. 

При этом в качестве 7 , 7, 77, из теоремы 3.6 

Уд мокио взять в случаях а), ”. ра 592 2 «Со 

а в случае 6) > , (>. 

Доказательство. Нам ‘достаточно установить сходимость рдда 

2; (Е- РВ. У|, + + [В.4.3, где (2 2, 2 7% = 

т ЙО» » скучал а) в) и И, = (77 (ИХ) 

в случае б). 

Для случаев а), в) сходимость ряда вытекает из неравенст: 

(24), (25) при 9 = 2, оцевок (20), (23) и условий чесре. 

мы. 

_ Рассмотрим случай 6). Неравенстве (24), (25) при 

замене Г в 7 перейдут в неравенства 

/7-Р.- 7 &1/7-Р, №, (241) 

2-7 = 12 тАЗ < -2 #200, РУ 
Напемииы, что 2’ = = /2 -и Г. 2), 
Но Е. =, - 2» т) = а САИ =Р > . 

Пеэтому из сть (241), (25 ) и оценки (22) следует, 

. 96



<
 

* 

(7-7 227-27 7 

ИВ = РЕ, =. Ро» Ир т 
КРУ ВИ 

(5 

‚и сходимость ряда вытекает из условий теоремы. 

Заметим, что случай а) теоремы 3.7 и сдучай 6) при 

р = - / той же теоремы - это ревультаты И.А .Ибрагимова 

(см. теорем: 18.6.2, 18.6.3 и 18.6.1 ив (131), а случай 

6) при р = д и случай а) теоремы 3.9 - результаты | 

Ю.А. Давыдова (6) . Несомненио, что методами И.А .Ибраги 

мова и Ю.А. Давыцева можисо получить теоремы 3.7 и 3.9 в 

полисы объёме. Так ли этс в отношении теоремы 3.8 - авто- 

ру шеизвестио. 

$ 5. Некоторые замечания и дополнения 

}. Возникает естествениый вопрос е том, ноге пре- 

дельнее распределение в теоремах этой главы невыровдено, 

т.е. когда в соотношениях (3), (10) и (19) С; 0. Окавы- 

вается, чте случаи, когда С = С ‚ денусжают некоторсе 

описание ( см. пе этему поводу захке [15] , $ 3 24.5 и. 

_ Зверешу 18.22 из [1з )). 

В условиях тесремы 3.[ ив равенства (2) следует ‚ито 

Г =О зогда и только тогда, когда брист 2.4916 

_В условиях тесремы 3.3 из равенства (9) и состношения
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‚ б= 7) следует, чес 7; = О тогда и только тора, 
ко гда м; Г =“ |. = 

Если выполнены условия других теерем, тс можно дать белее 

точный ответ на поставленный воррос. 

Так, если выполнены усаовия теоремы 3.2, те согласие 

замечанию 3.5, имеет место представление „ | 
= = "р, И еб», 1=- 2. #6` 

#.к. М. 2 и= И. * ме + 9-7) ‚ тв ясжо, 

что дисперсия предельн ного ра спреде дения ведич ан 

ии "® И > [7 “А одна и та же. Это озна. | „ | 

чает, поскольку Е’ 12 К = , У7о 

(0 =/4/.. 

рыть бб лм 4-0 они 7-02 
Отсюда, в свою очередь, следует, что 

Аж /27 их < МИ = > 
К сяе- Но из соб_тношения к 72. 7/1” 7 

дует, что асимптотическое распределение а нви 22/7 
=о 

- вырождениое, т.е. че и 20. 

Итак, в условиях теоремы 3.2. равиосильны такие 

утверждения: (Г-=О } иыеет место представление 

= (2-9, Я [255 ; последовательнесть 2. ии 

ограничена в Де . 

Подобные утверждения эквивалентны и если выполнены 

условия теоремы 3.5 или теоремы 3.6. При этом в теореме 

3.5 де ол ‚ ав теореме 3.6 йе [.
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2. Все теоремы $53 1-4 относились к случаю, когда вадан 

автоморфи вы / вероят нося ного престраиства. Сейчас мы бу- 

дем предполагать, что нам задан эндоморфизы /. версятно- 

стиеге пространства (Л) Ш, Р ) и инварив нтная стно- 

сительт /  (- алгебра ТТ, 2 . 

Оказывается, что можно так изменить формулировки и 

деказательства всех утверждений $$ 1-4, чтобы сни стали 

применим: к этому случаю и были в тс же время эквивалент- 

ными прежним, если Й - ввтоморфизы. Этот путь не бых 

избран с самого начала лишь для того, чтобы ве усложнять 

изложения. Кроме того, если /- автоморфивы, то ирежние 

формулировки выглядят естествениее. 

Например, чтобы преобразовать теорему 3,1 примени- 

тельно к новой сатуации, доста точно изменить определение 

пространства К: теперь в К будут ить те функции 

&[ 2, ‚ для которых при некотором К? выполнено 

равенство 0 =>) 4 ‚ причём („ при 20 опре- 

деляются зак ве, как и раньше. Может показаться, что в 

случае, когда 7 + аоморфизвм, сузился класс функций 

7, для которых выполнены условия теоремы, поскольку 

теперь пространство К содержит меньше функций. Однако _ 

этс не так, ибо яв доказательства теоремы 3.1 ясно; что 

мокно было ограничиться теми фуикциями 9 ‚ для которых 

9-1 
Перейдем к теореме 3.2, тесреше 3.5 и следствию 3.1. 

ен преобравовывается чеорема 3.3.
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и имеют место равенства 

К^(У- р, 7/= = 7/2 2/26) 

И’ - т) = = 2, (27) 

тс заменяя в формулировках этих утверждений выражения = 

\— 2 ИКТ вида р Ркить выражениями Сук 0 [РЗ 

получаем утверждения, имеющие смысл и в случае, когда = 

7 - Фидеморфивы. | | 

Так, теорема 3.2 примет следующий вид: 
— 

Теорема 3.21 Пусть / - эргодический эндоморф изы, 

Тр - инвариентная относительно 7 = аагебра, 7 - завая 

функция, что при некотором 7 (0= д = 64 } =, 

РИ И ‚И ==. 
к2о 

Тогда для | оправедиавы соотношения (2) и (3). 

Теорема 3.4 преобравуется следующим образси: 

Теорема 3.4! Пусть 1е С, , ИЯ-еть 7, 72, 

ДАХ- 22, ИИ, к О. Тогда, если Л МОНО 

предстввить в виде | | 

| 7=А 72-4 , (и 
_тде И, 4 = =А, ет, =0 90 ГЕ ре 

тс частные суммы рядов 

2. Р-р РР 7. (17-29
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ограничены в [р ; если р-= °2 ‚ зо эти ряды: ‘сходятся 

В р. В равенстве (151) 9 можно задать формулой 

= РИ Ат, =, 2И-В, 2, И ато 

Обратно, 7 ‘можно представить в виде па, если 

ряды (160) сходятся в До ; есаи р2 1 ‚ 0 достаточно 

потребовать, чтобы / Г-<еру, УЛ. Гы Ко О, 

Ик —/> И«КУ/, —= 0 и честные суммы ящов( 161) 

быяи сгравичены в Дор. Р. 

Заметим, что ‘оператор! 2, определён при #20 

даже тогда, когда › #1 определён, т.к. 

обла сть значений оператора д всегда содерки?т область 

значений оператора 2-е ту, ) 

Асказательс тва | преобравованных утверждений получают- 

ся из прежних дока в тельств с помощью равешств (26), (27) 

и изменения некоторых пругих деталей. Как будет показано | 

нике, возможна также редукция к случаю, когда 7 - ввтомоер- 

физы. 

Подобные преобразования возможны ив $4. Надо так 

изменить определение коэффициентов 2, У. я ‚ЧРобы 

в ших участвовали (”- алгебры вида = ‹Д) ливь при 

К20, т.е., например, положить 

бе) = зар, са. (Р98/- АРВ. 
. Затем вые сто т ояовый в "2 [7- 22, „7 -” 

нужно потребовать, чтобы 2. | зы [$2 у = =. 
Кроме того, в пункте 6)  еоремы 3.9 нукно заменить. у 

коэффициентом ф! ‚ в опредедевии котороге событ ия А и
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В меняются ролями. Впрочем, этого  мокне не дедать, если 

Т депускает "расширение до автоморфизма" в смысле, уточня 

мом ниже. Такое расширение всегда возможно, если ДР. 

- пространство Лебега. !) | 

Действительно, как показал В.А.Рохлин [19], при этом 

предположения суще ствуех пространство Лебега (Хх. М, "р ) 

и его автомо рфизи 7’ ‚ а жакже изыеримое отображение Р 

пространства Хх” на с такими свойствами 

РГ =/Р 

2. РрИ)-АЙ) | Я=Т 
Ав томо рфизы 7 'вазывается в ширевнем эвдоморфивма Г. 

Заметим попутно, что наличие у эндоморфивма 7 расши- 

рения позволяет свести доказательство утверждений, касаю- 

щихся Г ‚ Е случаю автом рфивма, а не доказывать их за но- 

ве, хотя бы и по иввестисй уке схеме. 

Пусть, например, заданы фуикция 7 из Хх и инвариант 

нал относительно / (- аагебра //, , причём эти ебъек- 

ты удоваетво ряют условиям какой-нибудь тесремы 5% 1-8 в | 

варианте, приспесеблениом для зидеморфизмов. Полоким 

=7р, И’ =р`7 (ИТ. у, . Тогда, вак ие- 

трудие пенять, для И ,, / 7 / „ 7/7,’ выподиены условия 

первоначальнего варизита соответствующей теоремы, а значит 

и её заключение. Но из свейств Г и 2 расширения 7” зегко 

!} Понятие пространства Лебе га рассматривается в главе '. 
Там же поясняется, что последнее условие практически 

не является егравичением на класс процессов.
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вывести, Ч:с то ке закличение ОТНОСИТСЯ и Е г. Подобным 

обравом, полагая ГО = Ри можно доказать и 

утверждения $ 4. 

Теперь ясно, что при наличии у эндоморфивые Г расши- 

ревия 7’ безвравличино, какой ив коэффицие итов у У’ | 

используется при переформулировке утверкде ний $ 4, т.к. 

для (” - алгебры ДС” и одисто ив автом рфивмов /”, 7” 

выполненс соответствующее условие с ко эффициентом _). 

В дальнейшем, келая сослаться на модификацию какого - 

либо утверядения $$ |-4 применительно к эндомо рфизмам, 

мы будем упоминать, к примеру, теорему 3.41, саедствие 

3. и и з.д. 

3. Здесь приводится пример, показывающий, что условия 

утверждений $3 1-3 гораздо менее жёстки, чем условия их 

следствий, собранных в $ 4. Мы ограничиыся сравнением 

условий теоремы 3.21 при ’=0 (или совпадающих с ними 

условий саедствия 3.11) с условиями теорем 3.71 и 3.91 

при Р=Х. 

Пусть Х. отревов [ 0, '), 7- ©” - апгебра лебе- 

говских множеств, Р- вера Лебега. Положим 7х =121 

е Г - - дробная доля Е ). Ясно, что / - помои. 

роны вида (1 РЕ (К= 0, 1, '. 2“-1) бу дем 

называть интервалами равга и. . Пусть С - (` -ааге бра 

порокдённая интервалами ранга |. Как хорошо известно 
с? дм. | к в 

ит <<) —_ 9777 ‚ а С- адребры и. .( С) 
кКд9 ь | | 

невависимы в совокупности.
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Педожим /7Ь = 7 = УГ бу _). Вам понадобит- 

ся списание (”- адгебр к = 7“ (77%, )= 123) 

Г. С: = 7/7. "До цеек= 61). В дальнейшем 

мы, геворя о совпадении множеств или с равенстве функций, 

не будем каждый раз делать оговорок о допустимости прене- 

брежения миохествами меры С ‚ Как нетрудно убедиться, Ид 

состоит ив множеств, `пивариантных относите льнс сдвига ва 

числа вида = (сдвиг и сдоже ние нужно производить по 

модулю |), Г\- адгебра Ко порождается интервалами ран- 

га (, причём (^- алгебры Хх и 7 независимы, а 

(” - вягебра КЕ содержит те множества, которые явля- 

ются объединениями интервалов ранга ви инвариантны от- 

носитедьно СДВИГОВ ва числа вида 2 . Отсюда ясис, что 

С. =: ПР | ‚ Бсаи ЛЕ. , то 

2». 5 = (и) р 
В. Ув - Ра, сан ХЕ Дзы) Е 

Пусть теперь г, Ка Поскольку С” -алгебрь] 

7“ (С › независимы, {[ удовлетворяет всем условиям 

`переменивания, причём о/(«) = = И) = &/=Ё при и 

Поэтому условия теоремы 3.7! при р =, принимают вид 

2 / И“ - Вл = ©. 
 Придадим этому условию белее тоски, форму. 

Заметим, что Аж, И“ =“, в.в. МЕХ ивмери- 

ма относительно р ‚и 

В $4 родовая б-алгевра оБознауелесв через Д"",



Ра
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еУ - бы А, = Ш“ В, ИО 
=“ - и, 774 Ра =“ "А = 

ВИ нь И = Ви й 

Использованное в Десь свотнове ние Ру: /%. 2и„/ т 

- Аж, ле; 2и*/ —, щеверное для произвольных с алгебр 

в нашем случае нетрудно проверить непосредственио. 

Итак, условие теоремы 3.71 принимает вид >о 

РУ -ВБьл | = 9. (26) 
Ио | 

С другой стороны, в теореме 3.21 требуется, чтобы 

сходились рякы_ 

РоИ“У-В, “Л, 27 [и 21, 
Все день первого ряда в нашем случае равны О, т.к. 

77. =. Обозвачиы через и ортоговальное дополнение 

В [2 педпрострав ства функций, измеримых относительно 

ТА, а черев 7 — проектор на Ил. . Как нетрудно убе- 

Дизься, Ди. состоит из тех де 18} ‚ для которых почти 

всюду верно ре 

22. (+ае)= 0 
 ожежьк [2 { = =7- р, Я, условие воре 

3 .21 принимает вид 
о А | 
РИ = 2. т. 
И=/. о
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_ Сравним теперь условия (26) и (27). В первом случае | 

1 должна быстро аппрексимироваться функциями й ‚ поется 

ными иа интервалах ранга /, ‚, причёы можно считать, что 

Ед =О ‚т.к. ЕУТ-О . Равмерность подпространства, 

обравованвого такими функциями й ‚ равна 2-1. 

Можно сказать, что условие (26) имеет локальный харак 

тер, т.е. накладывает стран ичения на поведение Т во всех 

частях отрезка ‘ О,! ). Последнее замечание можно ут 

вить следующим образом: если у = на некотором“интер 

вале А и 7, “О в Д \А ‚ то из соотношения (26) 

следует аналогичное соотношение для 7 4 . Отсюда ясно, что 

изменяя т на каксы-то изперёд заданном интервале, нель- 

зя в общем случае добиться выполнения условия (26), если 

сио не было выполнено ранее. | 

Совсем инзче обстоит дело с условием (27). 

Престранства Я», при п 1 имеют беско не чную размерность . 

и содержат весьма обширные множества функций. Так, функции 

из Н,. могут севпадать с произвольной фуикцией Уд из С 

_ ва всём отрезке [о,1) ‚ кроме некоторого интервал Я = 

=Г к В+! ). Действительно, положим и (=, 7 [8 4 т’ 712 
ди и №(/=-2,1 (+=), если ХЕД, есд хе Х\И, лв 2 3 › А 

Тогда, как легко видеть, 7 Ед, . 

Таким образом, произвольную функцию Де Ди мож ис 

так изменить на произвольном интервале, чтобы условие (27) 

выполнялось для измененной фушции. 

4. Здесь мы, используя только что излокен ные соображения, 

‚рассмотрим белее общую ситуацию.
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Рассистренный выше эндоморфивы принадлежит классу 

так называемых точных эндеморфизыов. Эндоморфизы Г. пре- 

т, (Х, 7, Р› называется точным (см. [1] ), еели 

Дт“) =Й 9 
Теорема 3.10 Пусть 7 - точвый экдемо рфизы престра и- 

с?ва (Т,, , В. Тегда для дюбегс = >20 ишайдутся иноте- 

ство 1; , (Е) = =, ичжае К=К( <) такие, 

Что Для преиввельной И У = 7 существует функция 

и = [$ ›севпадающая | на ; и такая, чте 

[2 «(7 ) Я = (7. Таким образом, для Х= выпелие ны 

условия теореи 3.27 и 3.6'. 

Дена за теяьствео. Полеким , как обычие 7 =/ 172, 

77.= А 77. . Пусть И. = 2) 2 . Применя; 

ревультаты Дуба ( Го ‚ стр.29т), пелучаеи, то 

ГА, 4, - Юн. а кв 0 
Здесь и нихе мы используем общепринятые обозначения для 

ха равтер ист ических функций мнежеств. Из точности Т спеду- 

ет, что Ре Ди = = 2» =РЯ). Поатому найдется 

такое «= А(=) , что если положить 

= / Ри, 27 1 о 28)>/-Е. 
очевидно, что В = 

Пусть С’=7/78. тогда ВР». Де =. Л„Лв= 

- В №214 А). | 

|) Напомним, что так обовначается тривиальная педалгеб ра 

Л 



®
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Неловим 
Де 

== =УЛве — Д.26 + Ри Ро (УЧвзе). 
Заметим, что У: & ‚4, ; З.В. ив оценки для Р»». хр 

сдедуег, что 

И» = (1* о 0 = 2, 

Далее, вынося измеримые осить льно функции из под 

сператора р, ‚ имеем: 

- и Ии‚_9 
- (1- Фив я р, 064 

В 
— Фив р», 4. (ь о, Чье = 22 

Положим & =Х \ @ | С 2) и я и 7; 

совпадают в Х\ я, =В\( и ИЯ-]=1 ПРА 

1-Р(/+-РИ/- ‚ 10 доказательство закончено. 

Замечание 3.7; Если допустить вависямость множества 

Е ет функции га ‚ То утверждение теоремы справедливо 

для произвольной измеримой вещественной функции У ‚ т.к. 

Можно, изменяя на мискестве произвольно малой меры, 

сделать её огравиченной, а затем применить теорему 3.10. 

Отсюда следует, что мновество функций, пеодчиняющихся 

центральной предельной теореме, в случае, когда 7 - точны 

эндомо рфивы, плотно в пространстве всех измеримых функций 

в смысле метрики (1,4 )= =Р)х [76/ 74.
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ГЛАВА Ш. 

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНО БЫСТРОЕ ПЕРЕМЕШИВАНИЕ 

$ Е. Операторы, связанные с ивмеримыми преобразованиями, 

и их простейшие свойства 

Пусть 7 - ивмеримое преобразование пространства Л 

с 9- алгеброй подынове ств Ида и задан ной на И вероят - 

ИОСеНОЙ мерой . 

| Мы предполагаем в этом параграфе, чзо ид не сингу- 

лярно относительно /// , т.е. что из соотношений Пе 2, 

р: (7 —0 сдедует, чю (7 @//-Рне 

предполагается, что 1. иварид на относите льис /, но, 

разумеется, есди это так, то Г. ше сингулярио отиоси- 

тельно 4. 

С преобразованием х связан оператор [14 ‚ действую- 

щий по формуде [0.40.2] =7( 7х) ‚ ЖЕ д ‚ задан ный 

для всех врмеримах функций. | 

Овератор Х ‚ как оператор на классах эквивалентио- 

сти относительно „// ивыеримых функций, не изменится, если 

заменить 4 любой другой эквивалентной ( в смысле абсо - 

лютиой непрерывиссти) мерой. Опера тор И мультипликати- 

веи, т.е. И(/= 27 и порождает не увели 

чивающий норму эндоморфизы алгебры Дьо СГ, 77, 2, 

Здесь также можно заменить р. любой другой эквивалент- 

ной мерой. | | . 

Очевикне, что К будет изометрией в пространствах 

[р 9@)/ 7 ( 7= р “2 )тогда и только тогда,
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когда мера 16 инвариантна относительно 7. Для изометрич - 

ности К В Дуо необходимо и достаточно, чтобы для всех 

4: ® равенства ик (4) = О и (Г. я/= 2. 
были равиесильны. 

Сейчас мы введён оператор, в определении которого 

мера „/ играет более существенную рель, чем в определе- 

ний оператора И. Этот оператор дет В Д. (Д, д) 

и сопряжённым к нему опера тором В 707% явля- 

ется ((. 
| Пусзь бут Положим для Де #2 

9) и | 
- счбтис аддитивная функция на т ‚ причём для вариации 

р на множестве Е справедлива оценка 

(‚4 =, и КА ' 
Ив этой оценки и ив еси САоности сяедует, что 

УЖ Я/=2 есди ие #2 и по теореме Радона -Ни- 

кодима сущ? ствует единственная с точностью до различ ий 

на множестве „4 -меры/) функ ция А со свейством 

р & дик) = Грек) 2 в) 
При 7 пы 

ПЛ Ди 7 К ДИ ДИ, 
Тем са на 2 определён (ливейный) сператор Ил со 

нормой ИЕ Я. _Из п. 1. ‚1 (см. ниве) следует, что 

Ге /4,1 =1. 
Перечислим простейшие свойства оператора | .
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1.1. Если 9Е 1. (Д, 10,4, де о ), то 

ео ур же, 
В частности, положив / , по чвеы, что 

7 р робие (ие) 5/9 Аи) 
вом 4 -  аракте рисфическая функ ция множе ства Я 

из 7 ‚ то утверждаемое равенство совпадает с (Е). В общем 

случае вукно равномерно аппроксимировать д. линейными кои- 

бинациями характеристических функций. 

1.2. воли 020, тю и („720.0 
Следует из определения И. 

.З. ($33 д. Х.Г, 1.3. Ш ре Ч ( ). Соотношение 

и р-р и 
справедливо тогда и только тогда, когда мера /^7, 

заданная равенством (М) ви Ик, 

инвариантна относите льно 

В самем деле, р являет ся еПОДВИЕВОЙ точкой оператора 

\/ тотда й только тогда, когда для произвольной 7 % 

ПЕ бое) = Ри) 
Но левая часть этого равенства по 1.| есть ЛЕВА 

правая же часть равна ЮР) ура 5 Владение двух 

этих выражений для все у Е (.ьо эквивалентно инвар иа ну - 

ности меры Р. 

р) т у ( без указания аргумента) означает, 

что 2% —>. И(Х/ для почти всех Х . Аналогично пени- 
изется визк равенства.
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1.4. Пусть (, - функция, тождественно равная постоян- 

ной 2 +0. И С «0 тогда и только тогда, когда мера 

„К инвариантиа относительно 7. | 

Эт0 утверкдение педует из 1.3 при 2-2 

1.5. Если }. 24 (ЖД, С т 

8 // кубу, 87222.22 
Доказательство состоит в  поожедоЕ жельном применении 1.1. 

1.6. Пусть Й - мера ва ИС, абсолютис непрерывиая 

относительно 4 , и пусть 5 - плозность / относи- 

тельно /( . Тогда, если 9 2 (Х, По то 

у (95). и 
Действительно, есви Й= 

У (в) = -/ ее увел 
И, 7И/ 

-] и в в Кем). 
1.7. Есви Е Ри рее ле, 

г /29/- ИЯ). 
° то свойство следует из |.2 и того, что 

—/9/.« /Н/ = 27=/9/.. /7/,
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[.8. Коли Не, (Я, тет 
то ИГО р 

В самом деле, я рим то согласно 1, | 

имеем. 

Ее ее ле ./ 
= жуй“ умей РР 

Теперь буде изучаться 4 ума, когда на т задана 

инварив нтная версят нос? ная мера Г. Вместо И мы будем 

писать просте и. Дело в том, что в основном мы будем 

заниматься случаем, когда в классе мер, абсолютно непрерыв 

ных отиосительнс некоторой фиксиреваи ной меры 15 , есть 

лишь одна версятиостная мера, инвариантная относительно 

Г. | 
| Пескельку р - инвариаитная мера, Й теперь будет 

иненоваться энномо рфизиом пространства (1, 77,2) ( до 

сих пор мы навывали Г пресбразованиеи). | 

Введён ия сохраняемые до во ица Этой главы. 

Мы полагаем  //И^= Г "ИТЛ, К=01,,..... ‚ при- 

чём 7 97/0 - наименьшая подизя {) С”- алгебра, содер - 

за цая все инохе ства вида Га ИЯ яд Я= 7. одбовиачим 

о 0” - вагебра 77/, навывается полной в прострая стве 

(С, П м, если она содержит все множества внеш ией 

меры (й ( внешняя мера строится по 7/4 к“ ^). 
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через р^ овертор условного ызтематического ожидания 

етносительно И/- 

а (“Ии“ - р“ 
Двя проверки этого равенства достаточно показать, что 

/“У“У= РУ ‚ если = [ «ИР . Песколь- 

ку обе части последиего равенства ивымеримы относительно и. 

И“ для его доказательства достаточно установить, что. 

равны интегралы от произведен ий обеих его частей на проив- 

вольную ограниченную функцию, дыр относительно и“ 

т.е. имеющую вид К“, К=/, о, Ш». 

Превериы это: 

И РИ“ СИЕ) РИ Ире - 

-/ ГАММА) бои вии - - 

= -/ РАБ“ д 
- Л.Ю. и 874 “= - единичный опе атор). _ 

В самоы деле, если = (Х, И, Ре... ДИ 

ИИ "АРИЯ Я 
1.1. Оператор |/ действует в каждом из проберансив 

и И, РР) ‹ 72 р= 59 ) с нормой 1. 

То, чее норма и“ не превосходит |, следует из 1.9



я 
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| того, чт К“ - изометрия, в норма. в“ ве. ‚нрево сходит 

}. То, что норыа ик не меньше |, следует ив |. о. И изомет. 
и, 

ричнести 

1.12. Если „7. чвтоморфивы, | то и“ = иже 

Действительно, в этом случае р [ при всех ИРО в 

утверждение следует из свойств 1.9 и 1.10. 

Напомиим, что эндоморфизм остранства (Д, Т,Р› 

называется точным [19] ‚ если ЛО. й ‚ где 

- напмеюьшая (’- алгебра пространства (У, 2), со- 

держащая лишь множества ры Ои 1. 

1.13. Эвдоморфизы уд точен тогда и только тогда, 

когда для всех р‘ Чер <) вв того, что 

4 д (Д.И, №), сдедует, что 

Ик) ть 2 
Действительно, в силу Я свойства 1.9 и ивометричности И, 

только что написанное соотношение т такому : 

/2“ ААА 5 
Если выполнено фто соотношение, 10, применяя его к | 

ера фуикциям д множеств Я 17 ИРИ, 

дая которых РА, - ХА при всех И7О, убеждаемся, 

Что все они постоянны, т.е. чт0 эвдоморфизы 7 точен. 

Обратно, если 7. - точный эндоморфизы, то по теоре- 

ме Дуба ( [$] ‚ стр.295) при =р= ©>я 

|9 - 3 Р МУ ==> 2
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| 1.4. Если 41. , 90" рр Ен 

у до И) ДУРУ СИЕ 

Доказательство . Если 92 >= ‚ То утверждение следует 

из |.25. В общем случае нукнс аппроксимировать 7 В С! 

огравиченными функциями и воспользоваться тем, что и Др 

(см. 1.11), < и“- изомерия В Др’. 

Теперь мы перейдем к доказательству утверждения, га- 

рантирующего существование инвериантиой меры с определен- 

выми свойствами. 

Лемма 4.1. Пусть © - линейный оператор в [/ (1.17.22, 

отображающий До (Д, 7, д в себя, призбёы сператоры 

©“ ( И20) равиомерие ограничены как в [2 ‚ так 

‘из [1. Тогда средние “2 ©“ сильно сходятся в р 
(1=р< =э) . 

Дока ва тельство. Мы применим эргодическую теорему для 

сператоров в банаховом пространстве ( [*. ‚ следствие = 

УП. 5.3}. Эта теорема. гарантирует сильную схедимо сть сред- 

них И, =и-’ >, СК, еси они равномерно ограниче- 

ны, после довате ЛБОСтЬ ИТ" сильно сходится к @ | 

последовательность д.7 сдабс компактна для всех л 

из некоторого плотного множества. Из условий леммы и тео- 

ремы М.Рисса о выпуклости следует, что 3 отображает Др 

в себя и операторы 9” ( й20 ) рависмерис ограничены 

в [р . Отсюда следует рависыер ная ограничен ность К.
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и схедиюсть Гы ло . В качестве плотного в Ду р: 

не ства возьмём [.. . 

Из условий леимы следует, что если = До ‚ то после- 

довательность Дь т равнемернс ограничена и поетому 

слабо компактва в Дь ( 2р==), 

Теорема 4.1. Пусть 7 - весиигу лярное преобравовавние 

пространства (Л, И, ме). Для того, чтобы существовала 

инвариантиная стнос ите дьио Уд вероятисстная мера 2 ‚ за- 

даваемая равенством 

РЁ) ИРИ НЕ , и; 
тде р удовлетворяет при нею торых постоянных С, и 

С, ( р=(,= (С. — с) перавенстввы | 

С, = р = Са > (2) 

необурдиио и доста точ но, чтобы при неко торых ПОСТОянНыхХ 
у. Ю./ г/л 

С, ив С, ' (8-2 С= [2 — 29 )} выполнялись нера- 

венства | 
/ и. с / 

(у = РА 1=С; , /иж8), (3) 

Кроме тоге, если выпеднено (3), то можно положить 
й-( 

9 < | 
р=Ду Чи. й РИ. 1. 

й—=9 К=о 

Доказательство. Необходимость. Есди № - пяотность иива- 

риентной меры, удовлетворяющая неравенстваы (2), то из - 

свойств 1.2 и 1.3 следует, что | , 

Пер ра бир рав 26



к 

и 

и. рим. . =, ее Иер" >в р-р. 6 
Достаточ ность. Послед нее из неравенств (3) в сочетании 

со свойством |.2 обеспечивает равномерную ограниченность 

сператоров у В ДД, ра (Х, 7/6 }: в самом деле из 

!.2 следует, что для рвение 12 ЕЯ 797.= 

а произвольную функщию 7’ из |) можно предстввить 

в виде суммы >" , ы > и ео < р, 

поэт 890, р 
ие ограниченность операторов и. В д, следу- 

ет из того, что ДА и, 7 =7. Применяя к. р лемму 

4.1, получаем, что суще ствует в вх. п предел 

Очевицис, что И. р=Р ‚ Поэтому, согласно $.3, р сопре- 

деляет инвариаитную меру. Поскольку все средие 
и-! / / -1 < бис заключены мек ‚ то Иа и бу я 2 

это верно и для их Ду - предеав О.  еорень „доказана. 

Замечание 4.1. Из сходимости Ры И ид 

к Юв [1 следует существование подр оледоватевыюсея, 

сходящейся почти всюду. Это можно использовать для полу- 

чения сведений о свойствах ДЛ, явный вид которой, как 

правило, неизвестен. 

|) Нам нудны здесь комплексные (ур, т.к. мы будем исполь- 

зовать теорем’ с выпуклести. |
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_. Например, если - метрическое пространство, при- 

чём все непустые открытые множества в Х измеримы и имеют 

положительную /2 - меру, а функции Ра 1 удовл етворя- 

ют на некотором открытом множе стве < д условию Рёль- 

дера с одинаковыми показателями и постоянными, то и функ- 

ЦИЮ р мОЕно считать удовлетворяющей тому же условию 

Рельдера ва И . | 

Действительно, /)„, удовлетворяют на И тому же 

условию, что и и... в силу сходимости некоторой пед- 

последовательности Рл почти всюду, дяя /? то же 

условие выполняется на некотором множестве у Гей и ‚при- 

чём (7 |/6 /=@но 6 плотно в я {иначе М1 В содер- 

жит открытое множество и имеет положительную меру ) и 

р - пользуясь её равномерной непрерывностью иа 5 ‚ мож- 

ис прододвить на А с сохранением гёльдеров ско го свойст- 

ва. 

Можно такке доказать, что если (ДУ, ло — отре- 

век прямой с мерой Лебега, то из равномерной ограниченис- 

сти вариаций функций Ис { следует, Что р - функция 

ограниченной вариации. Справедливы и некоторые другие 

утверждения того же типа. :] связи с этим отметим, что имек 

щиеся в работе [25] требование сущ ство вания у 7 огр 

ничен ной производнри излишне: это можно вывести из осталь- 

ных предположений указанной работы. 

Замечание 4.2. Вообще говоря, у преобразования /. 

могут быть инвариантные вероятностные меры, &600 дютио 

непрерыввые относительно 1 ‚ и отличные от меры с плот- 

НОСТЬЮ



ря ы ыы 
7 = Ам. и 2, и 7, 

свойства регулярности, о которых шла речь в предыдущем 

ваыечании, относятся только к / . В приложениях, однако, 

обычно /. эргодично, и инвариантная вероятност ная мера, 

плотность которой удовлетворяет условию (2), ещинственна.. 

Замечание 4.3. Если (ИР) - пространство Лебе- 

га (2) ‚а / - его эндоморфивы, то для почти всех 

ХЕ Х множество 7 \ Х } можно снабдить О” адгеб- 

рой подыноже ств 7х и версят ност ной мерой 7:2 ` ва И, 

ввяв в качестве 7, и 7 элементы канонической систе - 

мы мер, отвечающей измериыому разбиению. Хх на прообравы 

точек относительно // (сы. [19] ). Межно показать, что. 

оператор УХ с помощью мер Ах записывается так: 

У) 57) В 

ВБ можно интерпретировать, как переходную функцию не- 

которого марко вского процесса с пространством состояний 

Х й сс стационар ным распределением Р ‚ причём движе - 

ние, обратное этому процессу, детерминировано и определя- 

ется эндоморфивмом / . число ит СХ) является ая это- 

го марковского процесса “математическим ожиданием Л исхо 

дя ив точки Х за один шаг." | 

Пример 1. Пусть (Х, 1, Р + отрезок [о,1] с мерой 

Лебега, а 7х = 725 ($23. = Е- [+] ). Тогда ‚ оче- 

видно, 7х =} а |



ра
 

®
 

% 

и инвариа нта стс сительно 7 (оы.1.3). Согласно 1.6 

= ЕР 

= 

“2 УС, 
Т.е. | | | | 2. 

Ив = зе 2 СГ 
Пример 2. Пусть (ХИ, Ю - отревок (0,1) без рациоваль- 

ных точек с мерой Лебега, 7х = $ . Это преобразо- 

вание возникает в метрической теории цепных дробей (см. 

[24), [1з) ). Действуя так же как в примере |, легко. 

установить, что 
‚_ 22 

и. 1$)= —. 72 ]; В 

2(%) Г. 
Тогда Иер =? и мера Р Сс ПЛОТНОСтЬЮ р относительно 

Ноложии 

7-Х 

2 

Укажем вид операторов 77 и и ‚ Суммирование будет 

производиться по всем шаборам ((б7),..) Си), где 

(к >21 - целые (К=}....., -), причём числитель и 

знаменатель цепной дроби порядка АД. с последовазельност! 

неполных частных („, ‚..,(и, ‚ обозначаются” соответствени‹ 

черев Ра. И В @ учётом этих соглашений | 

* КД - 
| ры 1 р 

| и, т) =, 7(т, "д, р 5? 

А _ 5 "рн хры-, }. _ 77. — 

Итера 
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Первая из этих формул получена еще Р.О.Кузьминым ( см. 

{ 24 ] }, вторая получается из первой с помощью 1.6. 

Соображения, ивлагаемые в $ 3, позволяют выписывать по- 

`доебные формулы для широкого кдасса преобравований. 

$ 2; акспоненциальная сходимость 

В этом параграфе для определённого класса эндомор- 

физмов / и фунЕ ций У будут? получены оценки вида 

Ги“У - 72) =0/2—^“] 122 
Пусть / -  ыдоморф вы верояжносе ного пространства 

(ХИ ‚Р. Предположим, чтс задана (- алгебра С=#.. 

Полоии (= =, 77 ИК) ‚‚ евли 220, К22, 

62 К ‚и шесть К, = (7С- тривиальная 

Г” - алгебра), если К2 ©, г202,кё. Пусть, двжее, / = 
= К: (и2е), И“ = 7 ГИУ) . Операторы услов- 

ното математического ожидания относительно (С - алгебр 

СЕ 2 774 =) у ааИ обозначим, састветственио, черев 

р.*. р р”. бныголы / и С обоввачают единичу 
К 7 7 Р. 

вый оператор и оператор интегрирования по мере 

Колеба ние функции на множестве И = опреде- 

ляется равенством 
вла зав) “аи У води 

ИИС > ея мера я положительна, у 

0-в противном случае. 

Вместо И ‹х. 4) будем писать ИР, Или ке ПР 

Замет им, что ИИ - полунорма на пространстве ь2 ›при- 
Х
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чём М (7) = ( тогда и только тогда, когда = (2 ((- 

под пространство Пост оянныя). | 

Пусть о — линейный оператор в С > ‚ причёы 

Са $10). Рломии о 

Ио = МУКИ К ИИ (А Хей . 
Иначе можно определить Зи ‚ как норму оператора „с , 

индуц ированного 5 на факторпространстве Дьз /С, 

сиабщжённом нормой ии. 

Положим при ^ 20 

ке = Вр 7- РР, Ди. (9 
Теорема 4.2. Пусть эндоморфизы Г & ` -вагебра С 

удовлетворяют следующим условиям, 

Г. еее (ЕК) = 1 2 

2. 7(2) <= 1 

Если для функции 7е 4 (С, И. 5 конечна при неко- 

тором @ ( 227, № 2 (* (Е) ) полуворма 

я И я 2, рб) =, КИГИМ); 
то при #20 справедяива оценка | 

о ДИ. =2 4) 
где Д 25 и 120 зависят лишь от чисед © (АК) 

р. | 
Замечание 4.4. Теорема и доказательство остаются в си- 

де, если в определении чисел © (А) и 16 (7) 

заменить М/ нпормой любого из пространства Ср
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и | | 

(Я 2 р= > й . Однако проверка условия 2 про- 

ще всего именно при использовании |// (сы. $ 3). Что ка- 

сается проверки условия |, то тут можно перейти к 

59 - нерме. Действительно, операторы, фигурирующие в 
-7 И. 

(5) обзадают свойствами ‚0 [2 726 ‚ $ =2@ ‚ а для 

таких операторов ИО = /$ = 2/6, 

Доказательству теоремы предшествует ряд вспомо гате льных 

предложений. 
/ . 

Лемма 4.2. Пусть 72 и Я ”- две (-- адгебры, со- 
/ > 

держащиеся в И , р |. Р - операторы условного 

математического ожидания относительно 17’ и 17”. Пусть, 

Кром того , Ш”=Г (7% , 
Тогда справедливы равенства 

РА Хи, и. 
КР =р ‚ (6) 

/ , 

Ри“ = И*Р (7) 
Доказательство. Как следует из предисложений леммы, обе 

части (6) одиваково действуют на характеристические фувк- 

ции множеств из .. Отсюда вытекает, что они совпадают 

на всех интегрируемых функциях. 7, измер имых относител ь. 

но Е’ ‚ Т.е. таких, что Р/7=Я. | 

Если же Те и Р/Л=0 ‚о 
| ДР ЮРИ) =0 

для всякой д= ‚0. В виду этого и инвариантности 

Печь “РУ РЕ =8 
Х | 

меры
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если де [о . № в виде [[“ Р%, 9Е [ео , предста - 

вима всякая ограниченная функция, О амер ма я относительно 
и 

1’. Поэтому р и = ’ и обе части (6) совтвдают на. 

всех Е [. ‚› для которых Р./= О. Т.к. р - проектор, 

тс (6) установлено. о 

Поскольку оператор и“ изометричен и„ следовательно 

его ядро тривиальис, равенство (7) равис сильно тазиму: 
й * Р'у “=и“у#р”. 

Это равенстве, в свою очередь, равио сильно, как следует 

из (6} и свойства [.9 оператора и д следующему : 

р”р“= р" р’ 
Справедяиассть поединку. ривенотва о чев ддиа; обе его ча- 

сти равиы Р” ‚ т.к. 7 = 7/7. 

Замечание 4.5. Теперь мовио равъясиить веролтност ный 
к 

смыся условий | тёоремы. Оператор и (7 2.) Ик 

равен, как следует из (7) и равенства Де = /р , ©пе- 
ратору. уе“ ([- рик) р, ит" 

В силу ивометричности [(*"« в подунорыме и и 

свойства |.9 уз ии бу 

К -Д ", 
ит Кри р КЕЙ — Ку рвы 

=и“У 7/2 | -А, БД =/Р” 7 ум А 7. 

Условие | требует, чтобы последовательность © (К) весь- 

ма быстро стремилась к О. Посмотрим, что овначает равен
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й 
5 

. 

ство О (А) при некотором К ( иди, что эквивалентно, 
К Е ти -! ум ЕТ -/ 

равенство р всех операторов р "2 - р 2. 
=. 

( И72О 3). Если, например, "/2/= О, то РиВ”=Е 

Легко убедитьс ра что это равносильно Независимости 

(Г - аягебр о 7 (С) а 71“ (ИР) при всех ижФ. 

Пусть теперь К и (К/-=0. Тогда при всех Из. 
©“ р, к ри! 0, "т 

Переходя к сапряженным операторам и пользуясь тем, что 

при этом операторы условисго математического ожидания пе- 

реходят в себя, подучаем эквивалентное равенство 
71 К» ИК 2рКх р "р а =. 7 и, , 

Как нетрудно понять, это равеютво РИ услов- 

ной независимости @ - алгебр ПОТ и Г ТА й. УЖ -) 

{ или, что эквуведентно, | у 57. )) стноситедьно 

6” - адгебры р’ и 
2=и, 

Ваз ный специальный слу чай, которым мы будем з занимать - 

ся нике, это случай, когда { - образующая для Г. ‚ т.е. 

= И, 7). 
В этбм случае равенство ИА эквивалентно услов- 

ной, независимости относительно 17 7 {г загебр 

У. т. (С) и 7” Г. 2) пр при всех #20. 90 рав- 

| НО чому, что оседоватальносеь {- алгебр /` “С) 

- К- мерков ская ( заметим, что & - марковость этой по- 

следовательности вызекаег из того, что (Е) =0, без пред- 

положения, что С - образующая}.
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Таким образом, есте стве Но считать, что по крайней 

мере в случае, когда К - образующая для д ‚ условие | 

есть условие 2си мптотической марковости. Результаты этого 

параграфа содержат в себе, следовательно, и некоторые ре- 

зультеты о стационарных марковских процессах. дти ревуль- 

таты, однако, можно вывести из классических условий экспо- 

`невциальной сходимости к сзационарному распределению для 

 марковских процесеов. 

Лемма 4.3. Пусть {а Ра . Положим к &) — 

= [У^ (Г-Р. 4. Тогда при К2?, И20 

<, (“На бы 0) * МЕЛ, 
-/ 

ни Напомвим еще раз, что р = Си, зна- 

чит, 5, (7)= У - - Ем = И/СЕ/ . Теперь мы имеем. 

6. (И) = ИИКСГЬ-Р И“ и = 

= “(ГР)” ГГ Ро Дым 

ИРИ" В. Им. 
Первое слагаемое по лемые 4.2 равно 

ПИ И Ры Ли = 
А АА", — 

НЕ терр = 
- у - РВ и = би (2
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Пескольку а в) и“ И. Е= =О, то | 

ПИР.) и И ри“, РЕ 

8/1 РО Ц, ГЕИ, = 5) 45 (7, 
'`Демыа доказана. 

Лемыа 4.4. Пусть Те [62 и > (7 — >® — при некото- 

ром _/ >] , причёы У Ире (к) у 

Имеют место неравенства. 

В ГИР) = © “и 
0, (8 

в ГИК я би), @ 
причём 2.20 зависит лишь от / и последовате льности 

(Е), 
Докава тельство. Поскольку _з ({)= г. Ё Я 

то, согласно, лемые 4.3, 

К -НО ее. бер 

ЕВ = “2. еб 
)Ее8 А” (5) 

| и Гу) = (77 = и (2/1 ©, (4) = 

д АР рб, + Нд; г 
к>0 

° Теперь мы докажем, опираясь лишь на неравенства (8) 

и (9), что некоторая степень опера тора \/ является свимак



& 
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щим отображением в полунорме 7 >. | 

Лемма 4.5. Пусть {26 `'> диз (СЕЛ) хо 

Найдутся такие числа Я (6=621) | СИР, 

целое) зависящие лишь от _@ и #(К), что дая всех я, 

для которых #3 (У/=>2, справедлива оценка 

рв(У*У)- вв (7/. (16). 
Доказательство. Пусть К и Ё - ватура льные числа, 

которые мы зафиксируем позже. Согла снос (9) ыы получаем, 

ИД в РИ 
= 26) 5 (УЧ) + кб) р 
(а ри ИЯ 

_Так как бабе 983.) то, в силу (8), для всех 42/0 

РА = еб (рев раб = 6, 
И, ПОСкоЧКУ 5(0)2 41, го 

З.И“) = ОИ Я м @/= 

= (*°6) т ИЛА 
Поэтому ‚ Кё 

Ве о бь Гу еть И 9 
а/с(т 21 и 18” ен] 67 . 

Теперь достаточно, поскольку 7(072/ и /82>1, выбрат 

Ки 6. такими большими, чтобы число в квадратных 

скобках стало меньше |, а ватем положить И=кЕЕЫ }, 

—
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| Лемма доказана. 

Дока за тельство теоремы 4,2. Пусть Лу о - целое число. 

Тогда //= 8+9 ‚ где ори И. Поскольку из (8) 

следует, что /73ГИ/ 5) = (@©=/ ) 0 а при всех 

К 20 ( сы.докавательство лемыы 4.5), 

в (У"= в (ИСИ = РИ 

| = еб ь И е( # (7 = 
_ Аи 

7 / 
Ш -( 7-7 

где г`^= 8%, И. “= (2+ 27 

Очевидис таке, что 

ИИ“ ЕР» = ИУ“ = Ги = И7/= 

= бо (И) = и (И, 2” #8 $. 
‚Теорема доказана. 

Замечание 4.6. В приложениях выбор числв _/ обычно опре- 

деляется модулем непрерывности рассматриваемого кяасса 

функций Х. Так, если в примере | $ 1в качестве С взят. 

Г - алгебру, перождённую интервала ми [0, 2)  [; / 7/ 

й определить полунорму Ик [2424 равенством — 

й < (7) - ИС Я и 79 
то, выбрав и 7 нетрудно получить оценку
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Пользуясь этой оценкой, можно исключить Л из доказывае- 

мого в теореме 4.2 неравенства. 

Подобное ке замечание относится к обобщению теоремы 

4.2, о котором говорится в замечании 4.4. При этом нужно 

рассматривать гёльдеровскую подунорму стносительно метри- 

ки состветствующеро престрансева [р . 

Связь р [69 с вариа цией функции У обсуждается 

в $4. 

Замечание 4.7. Полуяорма Ор удобна тем, что её спре- 

деле ние не требует выхода за рамки теории меры. Во многих 

случаях, однако, с таким же успехом можно использовать = 

вместо в другие полунормы, мажорирующие м ‚ свяван- 

ные с дополнительными структурами на Хх (например, с мет- 

рикой, с гладкостью, с упорядеченностью и т.д.). Для это- 

гс Нужно получить неравенства вида 

(ИУ ] = е И) "АСАРО р 
УГ = Ви +8.) 26 

(здесь [ - полунорм, 02. 221, 6 #20), заменяющие 

неравенства леммы 4,4, а затем повторить остальные рассух 

дения доказательства теоремы 4.2. 

Такой. подход полевеи, когда нужно, например, доказать 

что функция 7: (и- ЕЛ ) обладает теми е до- 

стоинствами (гладкость, ограниченность вариации и т.п.), 

что и Л . 

Впервые использованная в лемме 4,0 схема вывода оцег 

ки теоремы 4.2 из неравенств (11) применядась в [3] ‚где
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в качестве полунормы р для функций на [2] была взята 

‘вариация. | 

ата схема, применённая к примеру 2, с использованием 

в качестве р) верхней грани модуля производной А ‚поз 

во ляет улучшить первоначальную оценку Р.О.Кузьмина [ 24], 

имевщую порядок @_ ", действуя при этом в духе работы 

аа (П.Леви [31 ‚ 8 ватем иР.О.Кузьмин , [14] получили 

позже сценку порядка ее” -1^ ‚ нс совсем другим способом). 

Тесрема 4.3. Если 1 в 4 удовлетворяют условиям, теоремы 

ва ‚= До измерима относительно 7,= о “7 то 

‚при И70 справедливо неравенство 

ИР" -ЕЯ. = Се = 
где /, 22 Д>20 зависят дишь от Ги 

Дока в тельства . В силу условий тесремы 4.3 

СИЕ И-ВЛИЗИ, = И РИ. = 

= ее Я. =) 
если выбрать № такиы, что Де Се 21, тс 

ву“ = 112 2. й Ге) = @ Де 

По теореме 4.2 
[И*+к1-Е4 |, НИКИ е-РИ“А, = </,е-” в (ИЯ /= 
«рее а = [1 

Вследствие сиейства 1.9 оператора К и изометричности 

И. 

р" = ИИ" Ь-ЕДь = р НЕ =. 
2 [ео



Теорема доваза на. 

Следствие 4.1. ( Равномерное сильное перемешивание). 

„ А Пк, Ве Ш <”. тс при И70О 

РСЯ в/- РКИвВ ,/= 42"). 
Доказательствс. Обовиачим через 1 ха ра ктеристическуюЮ = 

функцию д. Тогда | 

_/2й8)- РЮРВ)/- С @- РАДА: 
= ГР" © АДА Р-Н, В 
= 12", -Е4 д.28) = е`®Р в). | 

Следствие 4.2. Если в дополнение к условиям теорема А.2 _ 

(или 4.3) А - образующая, то х — точный эндоморфием. 

Доказательство. Г 1.13, достаточно доказать, — 

что для всех < Р(Х, 2 (== 5 

Ки“- УИ 20 

По теореме 4.2 это верно для всех «тривичаных изме- 

римых относительно какой-нибудь из (/- адгебр 177 (2 ̀ ), 

Т.к. С - образующая, такие функ ции Л плоты, В у при 

4 =Р-==. 

Поскольку нормы сператоров и“ Ё равномерно ограни- 

чены, из сходимости на плотном множестве следует сильная 

сходимюсть. = 

Замечание 4.8. Результаты ОР параграфа можно полу- 

чить при более общих преднолояениях . Именно, условие | 

(2) = { Сово эквивалентно условию вр “А-бь
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И1,$ 
мокно заменить более слабым условием: гие 72-4, = 1 
при нею тором 970. "70 

При этом ВуУЕНС ПОЛОБИТЬ 

5х (4) =/И“”* (1- 2) , | 

О ИИ ЛИ и 
и повторить рассуждения этого параграфа. 

$ 3. Один класс пресбравований вероятностных 

пространств  ‚ 

В этом параграфе ддя некоторого класса преобразова- 

ний с помощью теоремы 4.[ докавывается существование ин- 

вариввтной меры. Затем к вовзвики им эндоморфивмам применя- 

ются результаты $ 2. Изложение ведётся в рамках теории 

меры, но уже хорошо приспособлено для применения к теоре- 

тико-числовым эндомо рфизмам ( сы, $$ 4,5). 

Пусть 7 - измеримое преобразование вероят ностного 

простра нства (ХТ, 17), 4 с непрерывиой (т.е. не имеющей 

атомов) мерой /. Условия, накдадываемые ва /, нумеруют- 

ся римскими цифрами и вводятся на протяжении всего пара- 

графа, т.к. для введения последующих условий часто нукис 

проко мментировазть ранее введённые .` 

Некоторые из этих условий накладываются ив все степе- 

ни преобразования /. Однако, чтобы облегчить испольвова- 

ние результатов $ 3, мы стараемся указывать, как прове- 

рять эти условия, не обращаясь ко всем степеням 

Т. Предположим, что зада но разбиение пространства „ФР ва
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конечное или счётное число ивмеримых множеств Положи 

тельной меры А: ‚ чеходяцихся во взаимно однозначном 

соответствий с элементами ( некоторого. множе ства 7, 

причём Г несингуляр но 1) и взаимно однозначно отобра - 

``зВает каждое иножество # на 71%) и, кроме того, 

ТО: -) измеримо, а обратное отображение 7. 7. 

измеримо и несингудярно. 

: Из (1) следует, что уд несингулярно. 

Те множества положительной меры, которые имеют вид 

Ис, /) УК” ‚11, ., ПИЯ РУД % финсиро- 

вано), такке образует разбиение д на не более чем счёт- 

ное число частей. Множества такого вида будем называть 

кваз иинтер валами ранга А (единственный квазиинтервая рак- 

гай - простра нство Х). Квазиинтерва ды ранга и. поро- 

® дают С - алгебру, которую мы та 77, . Если поло- 

ЖИТЬ (=, то ясно, Что 72, = = РГ “@). 

С помощью индукции ив (1) нетрудно вывести, что уд 

неси нгулярно, вваимно одновначно и обратимо отображает 

всякий квазиинтер вал й ранга А на 7“) причём 

7 „# изыер имо. Заданное на ‘и И обратное — отобр. 

жение 7 (и) ‚ивмеримо, весингуяярно ий взаимно одно знач. 

но. 
, й . А 

Если СИС, га, 2 (и) Е / то положим 

А. = 07). 0Г 4.) 
попивши итьзиетит вибвитьиь ивощлин» отит втиетоочетист, 

|) Ивмеримое отображение называется несингулярным, есл 

прообраз множества меры (’ имеет меру 0.
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Если при этом (#/> 20, то И. - квавиинтер- 

вая ранга И, ыы №. мы будем также писать ре 

Очевидно, что и (к) = Ч ЛЯ Ку. 

Удобно считать, что Де &). к для всех - ХС д. 

Вводиыая ниже функция У (или 7 д ) в случае, 

когда Х - множество в К“ с с мерой Лебега, а ф- - 

| гладкое отображение, сэвпадает на множесеве /. И к) 

с модулем якобиана отображения Я (». Положим И ИА 

= ще 07“) ‚ если ИЕ ИХ. поскольку 7 ^юи- 

гулярно, мера би абсолютно непрерывна стносительно 

„% и имеет относительно „С- ПЛОТНОСТЬ Л. ‚ Заме- 
и” 

ТИМ, ЧТО Тем, (= =0 для почти всех ХЕ / (иж), 

Условимся до конца главы обозначать характер истиче- 

скую функцию миожества Ур через Др 

Условимся такёе считать, что произведение двух функ - 

ций равно 0 в тех точках, где хотя бы одна из них ‚рав- 

на ( ;а другая, возможно, не определена. 

Лемма 4.6. Пусть ден (Х, 77. тогда 

(Асы) = (ри ‘ск ' 
Дока ва едзство А т м 

(9 дн.) вии) АД, и 

а вЫ 5. АФЛ ИИ ей 

у Ев. #).[.. "Ва
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РГ . | 

Следствие 4;2. Пусть С =(, и 6) = 1% 
{7 =(/ о... Ив = к“ =(к,, ,) А. р м 

причём И= [20 Тогда для почти всех 

Ди = Де (Ды № = К), 
Дока в тельство. Для почти всех верны равенства. 

Д-р. РИ 
= Ур г = Де бр ©) у, 

- Следствие докавано. | 

Условимся до конца этой главы обозначать символом 

(/) совокупность всех квазиинтервалов ранга /’. В соответ- 

ствии с этим выражения вида 7 [26 ии. ит.д. ) а 
свначают, что суммирование ( вт ие и ры грани ит.д.) 

проводится по всем квазиинтервала м ранга и. 

Следствие ц.3. Если 9Е 1, (АХ, РЕ, ле, то 

= 808) 9 | 
причём ряд в правой части сходится в 1. 

Докавательстве. Поскольку у“ - ограничен ный в/м, 

сператор 

Им 9= и (22 Ям = ау (Ч. #/= 

=) Ла 
Дока зательство законченс.
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Мы будем вазывать квазиинтер вал А ранга Л. не вырождев - 

7“ (= ным, если ие ( и вырожденнымы, если 

(Г 71) 11. Совокупность всех невырожденных ква- 
зиинтервалов ранга № обозначим (А))о |: 

[. Существует таксе 77, что при всех ИЯ 

4...) > Яя.“ 
Определим числа |. и Уеквели ии - квавиинтервал., 
то положим | 

Си — = 2. 4 и), ВЕ = 0 и Ла 
Будем также считать, что „= аж. ‘м 20 если ие И. 0. 

ш. 1) Существует такая постоянная С что 

Лек — ОД 

для всех СА / И и всех ие, 

]У. Существует текая им [, ‚ что для всех й2720 

Ди = [., 
Замечание 4,9. Вак будет показано в лемме 4.12, условие 

{У выполиено, если выполнены условия № и УП (см.ниже). 

Пусзь Деми - квевийитервал ранга /^. Символом 

(< (^) мы будем обозначать совокупность всех квавииитер- 

валов ранга К ‚ содержащихся с Е] до множества меры 

ров 7 ТС») в си мВО лом [к.с “ - совокупность 

всех квавиинтервалов ранга |< ‚которые пересекаются как 

с 7 (=), так ис Че по множествами полобитель- 

исй меры. ` Очевидно, что (Е, с“) пусто, если Ди. - вевый 

0 бр. (88)], [84]. _ 
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рождея вый квазиинтервал. 

Веложиы 

№ - 2 © (и) 2 Л 3) Л» , 

- м = РЕ 2 иСь, А 

УЖ в (и = 1. 
К—> ое 

СИ. Ди (вы) 21. 

Для докава тельства нева торых результатов вам понадо- 

бятея условия Уи У! 

_ Подеким 

и’. ль («Е =1 

Е: И. фм (1,)8 21 

Замечание 4.10. Если вытолнено У, зо ДА ара [а 

и ив У! следует У, а из У! следует Ут. 

УП. При некотором 020 

ирор м (ты 
те (^)
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Определим дая функция де | пелуисрыу С, 0 ‚} равен- 

ствем и = 2 ИЯ 76) Я). (2 

Сформудируем теперь (о ремы 4.4 и 4.5. 

Теорема 4.4. Пусть преобразование и. преетра иства ` 

(Д, > И не бодее чем счётное разбиение пространства 

д ‚ пореждающее с - алгебру К. „ удовлетворяют усле- 

виям 1!-У$. Тогда справедливо сдедующре: 

Е. Суцр ствует в „7 9 Пдпредел 
2. -4 - 

„би и 558) к =Р› (/ 
причём 62 С, =р = (2 р и соотношение 

Р = 4 729) 
определяет иивариянт отно сятельнс уд меру. 

2. Эндомо рфи зы 7 прост? рансевв (Л, ШР и (-ал гевра 

С. удовлетворят условияы теоремы 4.2. Нри этом 

хх = М( Ре }> где // зависит лишь ст / и. 

№ Пусть 06 ^^? . ’ Воаожиы | 

0% (9)= 2. в (9) (№) 
Ееаи (> "реак сы ще Ди @& м бб (2 те 
/и“а - е-Рек = Аг“) , 
причём ^1>р и >02 - постоянные, зависящие лишь 

ст 7А, и : | 

Феоре ма 4,5. Пусть преобразование / пространства 

(Х, Пе, |. равбиение пространства Д удовлетворяют 

условиям |-Ш, у’, УГи УП. Тогда выполнены т теоре- 

мы 4.4 и, кроме того, если 4еГ СХ, 1 ‚Ро
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"= 77), то при и20 

("д - -/ АР). = И 
 прачёы | и И>0- постоянные , зависящие лишь от 

Г ах. 
Сначала мы докажем ряд вспомогательных утверждений. 

Лемма 4.7. Если выполнены условия 1-1У, то 7 имеет» инва - 

риантную меру Рос плотно стью 

И Е = =(,, и 22 2, ско (3 

причём при некоторых С, и ИА (рее, 6 = 9) 

С, = р=СА , (77 
Докавательство. Поскольку и {= =7, ск (см.следст- 

вие 4.3), тс, чтобы вывести лемму из теоремы 4.1, доста - 

тоншо показать, что при всех 1/20 

[2 ’= Я си = 6, 9 

где < Их 2 0{ = ь2. Правое неравенство выполнено, 

как следует из [У, при (+ =/,. Далее, используя Ш и 

Н, имеем: 

28 (и? 2. Лк 5/22 47 к > 

22 м 202 р. 6- "2. УЛ ини 
(и). (ло 

. Лемма доказана. 

В состветствии с соглашением, принятым в $ |, вместо
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\/> м; будем писать просто Уд ‚ Согласно 1,б и следствию 

4.3 | 
ео Дим р (72 Три 

9 ГР '— (9)= бо 2-4 -) = 

де = 
Тогда 

/*9 = Е. | 6#) 
В силу 1 .4 и зоо ‚чз Р? - инвариа нтная | мера, ОИ 

— 7, =И. (и/ 
Положим __ 

0 
/(е = 25$ чи д Ире = 2% и Ви (% 

Из (15) и 416) следуей, г г хег ы е 

= -7 , 2 -7 

Дм =, С Ди, д“ 2 Су С; Мк 
Лемма ти Справедливы неравенства 

227 би (Лы ИЕ т &, (22) 
—ы 

2 4» = (@&' фи еу/ 
Доказательство. Поскольку У (. Л ̂- ) #2«) 6 есди 

де (7 “ь Де 

2, (4.)= > М Ей, =) 
2 2—4. ть 

и ле мма следует из определения чисел пе ее „9, 2._ 
м4 

Условимся записывать в виде (2, из элемент 
би, 2. 

Г › первие & компонент которого образует = 7, |
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а последние № - эле мент (“Е 4 

Лемма 4.9. Пусть (7) - произвольное подиножество (И). 

Имеет место оценка 

2 (4 еде Аир 
Докавате ство. Нетрудно  провериее, Чт еси й последова- 

тельность ЕЁ сходится по мере к 9 ‚ *с 

МИ, = рт. ИГ 9в, 1) для любого ЯеЕШ. 

Нользуясь этим фактом, а также тем, что ‚й есть прецел 

‚2, „Деу по- В [1 а вначит и по мере) средних $377 

тучвеи: 22) 

. (РС) 2 Я СВР) 4.- 

=2.2. Ле (а ЕД. =) 

-2. 5; Ле И РР: Дени, Я») = 

*®9 Де бе МИС и и), Ме) 

2 и >> Л.И 2.2 Чи ‚би, Ак 
$ (®) (®/ 

= Им 2,2, и, м), Же} = 
$9 (#/ (=) 20 (2) 

= бы 227 1 Чи й #) - би?) 
‚Лемма докава на.
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Лемыа 4,10. Справедливы оценки 

ы ее (Дн Рори УЕ ть, (@з 
де (Л Ржу Дж. 

Доказательство. Пс леммам 4.8 и 4.9. 

т, (Дн РОен = би. 2.2; (еси). = | г.) 2-2: (и / 

= ди. 2, Тк (ение 8 абс в Фе и 
6-2 (/итР) 

бе Ди РС = фе ор ве Де гу] < 
«ее 2 Печ 274. = 

А Не 
Лемма докава на. 

Ниже будут использоваться следующие элемента р ные 

не равенства: 

МС, 4) = И, Ао. р И ри) 

(а и Я ) = ИЛИ 
 очевидинм и. следствиями фтих зеравенств являются 

соотношения 

ООД, Ч И 
2% (4490 Е АВЕО 6 
Лемыа 4,]|!, Имеют место неравенства 

бр) = вв (2), =
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С, (2. ) 2.2676, (а. (24/ 

Доказательство. Испольвуя (29) и (19), получаем, что 

С = Дес], И, 
С Е СД, АЫИ ИИ, 

” Иль 24%, р вери = С, ; Я 

Кв (РГ. | 

Применяя (29) рри = =д и Ж-2Ф имеем: 

21400.) 2 6 ира 
и а, ИИ), 
Точно так ве, применяя (24), получим, что 

Се (м = 20,7 6% в”)... 
Демыз деказа на. 

Доказательство теоремы 4.4: 

{. Утверждение, касающееся инвариантной меры, доказано 

в лемыме 4.7. 

2. проверим сначала, что < @)=1. Поскольку 2» =2., 

=@)- = /(Г- ВЛ" ие ди 
‚ ИО
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ар сир ры Обл) 
> р, М СИТА 

‘Пусть И пе е/ „(1% Тогда ДА = 2) 01 7. /4=- 

- постоянные), причём ряд сходится ия 7. 

а 21 

Последующие ра ссуждения относятся к Ву точкам 

Х, р. ив некоторого множества “=. 1, для всех ту 2 

_ которого выполнены состиоше ния 22. ДП’ 2) = 

ИР Ь МЕ, а Иж _ шомровжнный 
Е то еще и неравенство Аи (2) > ее , 

Знак - 27. у означает суммирование по всем ква- 

шинте ваза ы анга И, для которых Ира (х ) >. 2’ (#2 

(соответственно, /7и Р/ = 7273 й/ 

ИКАК- и -2; 2. (р. ве фи/= 

= 2 "4 (рь Ам 2.4. РТ 
Е 4.2; р.б ини р. ыв 

= (р 4 -214ы)7 т. 2 (и) = = _ 
= бе "Г р ЕВ, 
р Ды в и И ИИ 9в 2 Л )= 
("Дир
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Му И-вейе т Ч. бе 
= И) Сир"е7 Я) 
Таким образом, 

ИЕ" "= 
Установим теперь неравеяс о | 

#8) №772 М (Ист №). 

Поскольку согласно замечанию 4,4 

СИГ ыы 
тс достаточно оценить последнее выражение . Очевидно ЧТо 

ПИЯ-Р И и в = т, СИ и 

ПИР. р 

Пусть {= = Дит Сие = (ль , Тогда 

ГА = ие ИТ Рик < = 

— ГР ^) и ди 42. 4). Е СИИ 
Запише Эритк в виде ( с“, ск ) "Тозда 

= «И и дк и пс демые 4,6. 

ГИК ВИ =. = ИИ 2.9, 

=. и 

| а "А И» )- 2%) д (ине) 
«7 
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Но по неравенству (27) 

2 (Вы, ТД). 
и поэтому 

КОСА Иер Мень). 
Утверждение 2 теоремы 4.4 выжекает теперь из условий 

у п уЕ. | 

3. Докажем утвержден ие З. Поскольку 7, Фи Р удовлег- 

воряют условиям Перри 4.2 и 

Ро (и = 2 А Иен) = 

= ИФК Ри р А» 2. =’ 
К-—>еоя / К->=>® 

. 0 доста зочво одеиать 18 (@#) ‘ 

дв (= 2: КИГИ“ (1-19) = 

52, Ид, = 

49) УГ, = 

-А И ЕА РЯ = 
2407, 28 2 Иа, 4=/ =
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— 27! С (а (9), 

Теорема 4.4 доказана. 

Лемма 4.12. Условие {У следует из Ш, если выполнено усло- 

вие УП. Кроме того, из УП следует, что 

| До = С" -Т РЖ, 27 
Доказательство. В силу условий Ш и УП 

—— 

чаи 

= Дл =С2. ет Ди 

=(% К у- =, ь = -7, -(% 2 виа) = Р.И) =С 

Аналогично оценивается Ди , 

|, ве м 9-79 
Да СД 26 три) = 2 71"+ АЯ» 

Докавательствое теоремы 4.5. Вследствие замечания 4.10 и 

леммы 4.12 в условиях тесремы 4.5 действительно со держат- 

ся условия теоремы 4.4. Согла сис результатам, $ Ги теореме 

4.4, зафиксировав некоторое > (1 > 7! 

р де фые получим, что 
/К->-5 

р "5 Я в ЕС = 4/79) 
Оценим теперь (8(/’3). Пусть 9 22; «< Ди, Торда, 

применяя (28), а потом (80), ваходим, Что 

80-Е Аь Е В (В 
==; > = /2: 6, (к =
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216“, ой +2 РИД = = 
= ИССГО #2. д рый, 

Оста ет ся положить 6 = ЯВ’ 

следствие 4.4. (Обобщённая теорема Кузьмина). В условиях 

теоремы 4.4 

Рыб Вия й ИЖ 
"частности при 1=1 

27 и. —2/.- = 4,2 2-7 ., 
Док еб вотво/ Согласно свойству |.б оператора РАЙ 

4-Я) ры 5.9 Ик" = 

вр! и у Реку/= = Я 
2 ИЖС: 2 ей о 

‚Но со гла сно Л перавенотвам (26) и оценке (24) ри /=О 

в Се 7 1 = 
9 (9) 1$ Де Ио [Че ЬИР) = 

=9 "0 4/-в и. 2 вр) = 

=8“( 2. 4% Ни, ^ < ‘9 
Следствие 4.5. Пусть / и С. удовлетво ряот условиям 

| теоремы 4.4 и, кроме того, и 7. 2.) =7# . 
/2о
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Тогда Г. - точный эндоморфизы. 

Утверждение вытекает из следствия 4.2. 

В условиях теоремы 4.4 справедливы и прочие следетвия 

теоремы 4.2, т.е. теоремз 4.3 и следствие 4.|, касающие- 

‘ся равномерного сильного перемешивания. 

Следствие 4.6 (Плавное перемешивание). В условиях 

тесре мы и для любых миоже ств ИЕ. , 6 = ИИ ны 

при Я? 

ИВ) РВ ИЕ КФ 1) 
Доказательство, использующее теорему 4.5, аналогично дока. 

зательству следствия 4.|. 

Укажем теперь один результат, сущ ственно облегчаю- 

щий проверку условий Йй и уп. 

Положим 

гео = вер вед ИГ Ле, фк 77.) 
Теорема *.6. ‘Пус>ь в божнено условие 3. ЕСЛИ >< 22 и 

С 1% к =1 то выполнены условие: &, ‘ей, КРОМЕ ТОГО, 
к +59 имеет иёто М М, го вв полнево УсЧовие’ й. 
Доказательство. Пусть е* = (69, ,. 3 7, 

Е = (Чи-еы 7 г’ гр) (Я == р 

Поскольку справедливы включевия #Ш < / И и-! Е. ед идее И, 72, в силу того, что Зр- взашиис однозначно отображает 
Ред й. и Иим-е , дая произвольного квазиинтер - 

вала и ет место соотноения 

С 

Ди (Фе нее 5%) =
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Де ПА Инне (7 и 
„= Арль 1е) ИТ И = Дл, 1% 0, ). 

| И (в Дь, #4 ПУ “м, = 

- (744, (Е-А Пу = 
р > 2 4, не (И «//7 “4 = 

А <>^ 
— = Ге Л, > Арье, =) 27 и 

Заметим, Что последовательность с убывает И все =» 

ке нечны. 

Пусть Де Очевидно, что Дис РИ Я, 

Поззсь 

= ое И Дь, 7 Ме, =С 
и условие Ш выподвеио. 

| Положим дая краткости 7 =/ “7. ч. .) 7 р Г, 

Тогда 

ие ‚7 ИА) ее Д. ев 
< [1 в А в | 
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- [(е 22 $245 р .Д. -енр в, в 

миа 
` И У! выполнено, причёы 72 = С, 3 ‹ 

Замечание 4.11. Пусть выполнены условия {УП ‚ока нечис и 

РА {. Сопеставаяя теорему 4.6 и замечания 

4.9 и 4.10, получаем, что тогда выполнены и условия @, 

1У, Ури У. | 

| Если выполнено › условие |, и РЕМ р < конеч- 

но и все квазиинтерваяы не выр ождены {( для этого достаточ- 

’® во, чтобы были вевырождены все ква зиинтервалы ранга |),то 

выполнены все условия П-УП, а также У'и УТ, т.к. в сиду 

не вырскденности условия П, У, У’и УП удовлетворяются авто- 

мат ически. 

$ 4. Некоторые сдисмерные преобразования 

Чтобы показать, как в $ 4 и $5 будут применяться 

подученные нами реву льтаты, снова обратимся к примеру 2 

$1. 

Пример 2 (продолжение). В качестве 1 возьыём множе- 

ства положительных целых чисел, при этом 

И; (55 С 7). = ) 

л@= и и -сь ) о 

А ® = а 7 Л 7 - (Стх)(6+4+1) ' | | 
С+Х 



ь 

- 120 - 

Все интерваль (приставка “квази" здесь кажется излишней) 

ранга | невырождены, поэтому невырождены все интервалы 
- м, = « , 

всех рангов. Далее, если С”= ((,, ,,., и], 70 

| а Ди > КРи- 

уд = т 7 — т, } 

| Ак =, Ра Ри-1_ ), ебли и тво, 
к 

Я: = (^^. и Ри если /’ нечётно, 

РЯ 1; 

х Ден. оби 1 
у К/= (9 "Аи > И „ 

, — | Х 

Ре» (Х 7 РА Гы &) = — би ЛА. =, 
Поскольку Фи *Х „—/ ‚и. 

= в * 
и 

 — ИХ 1 
4 (к = 4 

я Р.А С) = д ”, 

р К = =: 
(> Да ве, @ © 7”, 

Учитывая, что для интервалов длина и мера Лебега совпа- 

7 

дают, имеем; 

де Иаия [фик = ео 
В сочетании с тем, что 

р СЯ Дори 2
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| < и- -2) 
Эта оценка покавывает, что Хи = ©. 

о Поскольку выполнение условий | и УП очевидие, то, 

согласно вамечанию 4. и выполнены все условия $ 3. 

Покажем, что Уд “(<)= 77. ( напомним, что 

Х - множество  пурациональ ных чисел из (0,1), а ТУ - со- 

вокупность всех лебеговских подмвожеств ва (0,1), лежа- 

цих в Х ). Поскольку с/„ —> 0), то совокупность всех 

квавиинтервалов образует счётвый базис топологии прос?- 

ранс тва Хх. ‚ индуцироваи ной обычной метрикой. Таким обра- 

зом, в И 57“) содержатся все борелевские относи- 

тельно Х”  мвожества или, что то же, все боредевски под- 

ынохе ства (0,1), лежащие в Х . Отсюда следует доказывае 

мысе равенство. 

Таким образом, к наше му примеру применимы все резуль. 

таты $ 3. В частности, /- точный эндомо рфизи (впервые 

это доказал В.А.Рохлин [19] ). 

Перейдем к сеновным примерам этого параграфа. 

А.Реньи [33] ‚ ивучая вопрос о представлении веще- 

ственных чисел посае довательност ями целы чисел, рассмат - 

ривал обобщения примеров $ 1. Ниже излагаются ‘результаты 

Реньи и других авторов. 

| Предполоим, что функщия Л удовлетворяет дибо 

условию А), либо условию В) : 

А) 5 (2): =1, и - неотрицательная, непрерывная и строго | 

убывающая функция в [М, МУ, причём //>{ - либо
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целое число, либо +22 и ЯМ)=е. Пусть, кроме 

этого, 

и мс им 2,/. 
и при мемотором ЛХ, 2=1= 41, 

ИЕ к, ИЕ Е, /, 
если Ух Й2)= 2, = 7, =. 

В) 7е)=2 я - непрерывная и строго вовра стающая 

функция на 2 я причем /4/ -либо целое число, либо | 

429, И И)= =/. Пусть, кроме того, = 

И) = в - -2, 1 
если = = =М, 

Пусть У=х Определим отображение 7, (2 7-2, 9“) 

формулой ` 
х= 9 , 

где ба - дробная доля числа Х. 

Положим Л ={@ 1) \ (7 уд (2. Заметим, что 
к ^ 

© Г (2/ - счёт ное ыножествоа , т.к. все множества вида 

еси 

7 не бодее чем счётны. 

В качестве Т возьмем в случае А) числа /,,,, /И-7, 

если //= 69, и числа 1,2, ..., если М=ео ‚ в случае 

В) - числа 0, ..., (7, если ЛЕ 52, и числа 0,1, . 

если М = о. 

Пусть С - (`-влгебра , порожденная интервалами!) щ с 

ко ица ми 1) 2, которые характеризуются тем, что 

2, («= ИАЛ= ( 494Я ЖЕ т 

|) Как и в примере 2, мы сохраняем это вазвание для пере- 

сечений обычных интервалов с 
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бушция 5 определенная равенствси я К/=И (6+4 

отображает Д на Ж . , | 

Далее, если "=, ,, „)=/” то 

Ил — Й И, ” 

де я, УЗ ро 7, К) = 

- 702,16 +... 170, тд)... . 
Пусть ря А24 «в)= 4, ИИ 

'? 

Очевидно, что Жим - интервал с концами =. (217 «(1 

причём 

Ям = х/к 2: (/=4&, реа 
-к 

Заметим, таке, что ит (2) совпадает с множеством 
=. [| 

тех (Е (© 1), которые являются концами интервалов 

ренга А. 

Вследствие того, чте Л - целое, все интервалы всех ран- 

гов невыробдены. 

Из условий, наложенных на 7 ‚ вытекает, что все я 

((ЕГЛ абсолютно непрерывны, и, следовательно, р 

несингуляр но. й Омевиднео 7к7ке, 470 

/« = — 7 /. 

В силу невырожденности всех интервалов приводимое ниже 

условие С) из работы Реньи совпадает с условием Ш $ 3: 

С) При некотерой постоянной 220 для всех 420 и 
ве. и. | 

всех С“е/ 

ар Дь / СецаУ ГДы 
Относительно Мервт Февеге м #4 ХТ. 

>
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Реньи доказал, что если выполнено одно из условий А),В) 

( двзе без предположения, что 1 - целое), то для всех Х 

| Пеники © 
Отсюда следует (см.пришер 2), что руд Я“ )= т. 

Если же выполнено еще и условие с), то для Г. существует 

инвариантная мера Р с наотно ст ью 7 относительно „7 , 

#=р=е , (81) 
А.Реньй в этих с условиях (мы будем навывать их условия. 

причём 

ми Реньи) установил, что 7 -: эргсодический эндоморфизы, 

з В.А .Рохлин [19] доказад более сильное утверждение о 

точности / . Чан Винг Хьен (25] при довольно иёст ких 

условиях получил аналог теорем: Кузьмина 241, 

Как сейчас будет показано, при соответствующих преполо- 

кениях к / и С. мевно применить результаты $ 3, причем 

в некоторых случаях С) моно вывести из других условий, 

которые проверять проще. 

Оцениы сначала величиву би, опредеденную равенст- 

вон д, = зи а (Яр) рифы) 
Оказывается, что при весьма широких условиях 

ди (0. 21, (32) 
Лемма 4.13. Соотношение (34) верис в следующих случаях: _ 

Ю) если выполнено условие А), 

2) если условие В) усиленс требованием: при неко- 
пром Я (22421) и всех ХХ, Х, =(2 1) 

ИИ» ) - Иж, Я -Ж,/,
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3) если выполнено условие В), 7 имеет инвариз нтную 

меру, плотность Р, которой удовлетворяет (81), 

и при некотором С’ 70 для всех (с Е 
/ 2.8 ее ГАИЕНЕ ЕД ) 

Доказательство. Рассмотрим указанные при случая. 

}. Как показал Реньи [зз), В этом случае 

ЕДА [22-1 
2. Утверкдение ‚следует из оценки, 

ле (Я) = Л ДО ВИ при 
3. вуз им, 7 что 

+ ПИР г 

2.1 «7 6 й/ = ‚ 2 Х/ “>, с 

РА 24 8" у ер 29 242 (° 7—7 р в 

О ЛЬ 
Поскольку имеются пс крайней мере 2 интервала ранга | 

‹ ‘это легио выводится из В) ), то 

И 64 (№). 7, 
и ‚следовательно: д/{. Утверждение леммы вытекает теперь 

из оценки 

1 (Че Ри) =) ФЕЕДЕ СД 
Леима докава на. | 

_ Предноложим теперь, что выполнены условая Реньи. 

Тогда И в ‚разбиение на интервалы ранга | удовлетворяют 

1) Из изложенного выше ясис, что случай 3 реализуется, 

‘если выполнены условия В) ибс. 

дл
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условию 1 $3. В самом деле, несингу дяр ность /, как 

отмечалось, следует из абсолютной непрерывиссти у. Ве- 

сиигуд ярность ше и сдедует из того, что по условию 

С) Л: >20, Условие С), как отмечалось, совпадает с И. 

Вследствие невыровденности всех интервалов выполнены так- 

=е условия П, Ц, У, у! ий УН. Пеэтому для применимости 

теоремы 4.4 достаточно установить, что ре (ЕЕ = 1 

а для применимости теоремы 4.8 - что РЯ ре‘) 4 7. 

Обсудим, как проверять выполнение этих условий. 

Пусть - функция на (0, 1). Положим 

еее ыы, 
где /< 5, а р берётся по всем наборам точек 

Со, 1, ,..) с. таким, что ие, <=. 

Тогда, если при некотороы р, (7= р= =] 25 (9) ==> 

тоупожитая р’=(1-р-7/" (== 52), подучвем, 

ЕР Леа» (2; 9,4 Е 

«(Е ")* ВОГ ЕТ7И = 
аи. х р Л к 77 # (#7 < 

вед). -2 42). 

При оцевивании мы пользовались тем, что В нашем случае 

число 7 ив условия {У можно взять равным С. Выражение
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у (2% м] при р= нудно понимать как 7 у 

Поле зьа также оценка 

и (4) = Саше ИЯ, 4екЙ. 
Пусть выполнены усло ия Реньи. Применяя найденные оценки 

и лемму 4.13, получаем такие результеты, усиливающие тес- 

ремы работ. [ 25] и [3]: 

1) Условия теоремы 4.4 выполнены в КаЕДОМ из следую- 

щих случаев: | 

| а) при ие: р. (1=р-=9/ 

>’. #2 (Л. ‘и = 69 > 

5 С” 

= (нар. Зее ИЛЬ 2 
2) Условия тес ремы 4. ыполнены, если выполнено 

хотя бы одно из неравенств: 

22) при некоторем /2 (71=р= = / 
2) со, 2) 2% Л ИС ИГ Лю, Иа я <1, 

и йо, (Е Де 
Полученные выше оценки показывают также, что для 

функ ции де Др Св (9) == при достаточно малом 

2>1, если выполнено одно из двух условий: 

1) при некотором Ю (7= = 2) 

__ 7202-52 2 

2) дез С ИИ, «Л = 1, 
причём в случае ус выполнено неравенство 

б-р“ в)=с 5") 
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В приложениях могут встретиться трудности при про- 

верке условий С), #), 17) &а) 2$) поскольку для 

этого нужно изучить поведение всех функций Л. при всех 

й20. Применяя вторую часть замечания 4.[1, подучиы, 

что выполнены все условия $ 3, если выполнено условие А) 

или условие В) и, кроме того, для чисел Ск определенных 

де = ар ие ИИ Аь бен, Я = 
выполнены соотневения 20) — 

ар = 52 , Дл (=) 

В свою очередь, "условия, наложенные на 2 ‚ ВвЫПОд- 
#) 

нены, если функции и /Х (ЕК (Се Дудоваетворяют на 

(0,Г) условию Гёльдера с независящими от С показателями 

равенством 

и постоянными, и если, кроме того, ле (4) =. 

Можно также предположить, что условие Гёльдера выполнено 

лишь внутри интервалов некоторого определённого ранга, 

но тогда нуно отдельно проверить неравенство 2, < е3‹ 

Поскольку соотношение Дт. @, ИЕН имеет место в ши- 

роком классе случаев (см демму “. 13), дегко построить 

неограничен ное количество пре бравований, к которым приме 

ним: результаты $ 3. 

В. ваключение ‚зноге пункта рассмотрим один просвой 

пример, к которому применимы изложенные методы проверки 

условий $3. _ 

Пример 3. Алгоритм Бойяи (сы. [зз] ). | 

Пусть дю =унх - -1, (= х=А”- 1) И? „0. — целое. 

{) Условие ‚> обеспечивает, в частности выполнение 
условия | (точнее, несингулярность отображений 7 ). 
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_ му, _ 
Тогда {= 70 7, ии лй “27 Выпсднение условия В) очевидно 

т.к. $ строго вовра стает и 

А = 1, 
В сиду этего вв неравенства р леммы 4.13 4 случай 2с 

-1 

Заметим, что еде, ее) т 

удовлетворяет в Липшица при ХО, 

Позтому для нашего примера верны все утверждения $ 3. 

Можно, кроме тега, доказать, что плотность р инварентной 

меры также удовлетворяет условию Липшица. 

2. [2 - разложения. 

Пусть Й>/, Положиы _ Их = #4] Л, = =(@х], 

Я 7 (К/= /,„‚@х) (й>/) , В качестве исходного раз- 

биения пространства о ьовьмвы разбиение Ра на ин- 

тервалы с ‚ определяемые соотнопениями 

д РИС И В если Здесь Е /, причём 1=5 р { из- Я (8 

@ - вецшелое, и [= #01,.. . ‚ 9-11; если 

В - цежое. 

Чтобы не было необходимости постоянно различать эти два 

случая, мы в дальнейшем будем считать, что @ не являет 

ся целым. 

Целочисленный случай проще и, кроме того, он факт ическя 

уе нами изучен, т.к. Й яваяется в этом случае преобра- 

зованием Реньёи  @7И К) =8” "к,
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Прес бразование_ Их= $0} изучалось рядом ввторов. 

Так, Реньи (83| установил, что у 7 иъе ется инварие нтная 

мера с плотностью Р , удовлетворяющей неравенствам 

/- #7 = — = 

а также, что 7 - эргодическое преобразование. В.А.Рохдин 

(19) докавал, Что Т - точный эндоморфизм. А.О.Редьфонд 

[1] нашёл явную формулу для инвариантной меры и получил 

неко торые другие результаты (см.ниже). | 

Ив равенст ва “7 7“ следует, что интервалы ран- 

га Д’/ подучаются ив интервала (=, 8) равга и, посред- 

ством разбиения его точками вида р кф"! К=7,4,,.. 

Если [22,6 -=; произвольный интервал ранга Л, тс 

отображен ие й* на [2 /©) ‚., линейно, равно {2 в точке 

0( и имеет угаевей коэффициент 0”. 

Отсюда следует, что == Р- а обрав (о, ©] отно- 

сительно 7” есть интервал 74.) 74$) ‚. | 

Пусть [ы, 6/ - произвольный интервал ранга /. Пока- 

вем с помощью индукции, что 711528) есть один из интер- 

валов [2, 7«{) (р=к=и). 

При Л=О и И= { это очевидно. Совершим переход 

от И < /11/, Интервал. Де ранга Ит: однозначно 

представим в виде : 7 ПУ Ялте Я. 209, 

- интервал ранга |, а. Яги. 2154, ‚6 - интервал ран- 

га И . Очевидно, чо 
Ани = ГАПА-ИТ ИДЕЙ.) = 
где х - одно из чисел 77, // | =7 1,14)
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#=/ 
Поэтому и. (ии) ‚совпадает с интервалом ИА 

если (2. и, И С интервалом [2 7%) если с “=, 

(случай = (д; не может реализоваться, т.к. тогда 

72 =/ } И наше утверждение доказано. 

Как мы покажеы сейчас, преобразование 7 пространства 

ХК с мерой Лебега / и разбиение на интервавы ранга. 

{ удовлетворяют: условиям теоремы 4.4. 

Установим сначала не ко торые соотношения, которые изы 

поте Из аи ры 

= 448) „ 

справедливой двя всех „Зе в 2 с помощью иду кии поау- 

чаеы, что в=2 4 <). 7 

#=7 Я 
откуда ясно, что "дая РИ ри 

е = АЕ | 3 
причём 5 =) р | 2 и (28) 

/5- 22 = ух 
До конца этого “параграфа символом 4. будет обовна- 

чаться хара ктерист ическая функция. интер вала [2, *). 

Нерейдем к проверке условий $ 3. Вызолиение условия 

_ ( Ау Ире и 
2% и. 7 

де 02 к<з и... то  лоние Ш закке выполнено, причём 

== 2“ а С=. 
/ 

Очевидно, существует самое большее один интервал ранга к, 

пересекающийся как с 77) ‚так ис ЖИТ ии), т.е. 

интервал ранга К ‚, для котороге правый коек и атер Рада 

| очевидно. окольи 
7 
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И (ы) - ввутренняя точка. Поэтому 2 = 2 услс- 

вие У! выполнено. 

Поскольку ИИ (Гы. ее) =()), если = = 7/4»), 

т бу = =е,/ =О & под вё вы условия У! и У! 

Осталось проверить условия Пи 1У ( условие У, согда- 

сис замечанию 4.10, следует из У и 1 ). 

Проще всего это сделать, пользуясь явной формулой 

для плотности инвариантной меры, предложенной А.О „Гедь- 

фо ндом [1]. Согла снос Гельфо нду , плотность р определяется 

формулой | и 

6 р#/= 2“ 77 

^ ре, , = бери, 
Е=о 

Проверим, что мера с плотностью инвариантьа . 

Согласно 1.3, достаточно проверить, что 

Ир =. 
Поскольку для 7 (2, р 1/ 

тс, с ром (39) при 3=14 Г Ш 

и _- > о ди (7 9 я 

= #=е 9Е [с 

20 Е= #=/ 

Ив доказванного следует, что и р=у при всех ИД, 

заметим, что | 

| в — д р= = о р:



ВИ при ‹ всех 722 

И - 

- —/ _ р. /2 рр и. а 2. 
Поскольну 

И“/= >) Л» 22 я ии), 
< Деви С убывающая  икция, т.к. А) иН- 

тервал вида  /0 Дт 

2. Ли ==. Ле @ = И @=- 
и, сл Ховатедльно , и У. 

Заметим теперь, что соотношения 

ле 17 ды) =Й 2 77 17 ие }® =/ 
характеризуют, соответственис, выробденные и невырожден-. 

ные интервалы ранга И. , и поэтому мера объединения всех 

невырожден ных интервалов. ранга Д, ( каждый такой интервал 

имеет меру @-"]равва | в-/. 

д И“ тво} 
что завершает в 5 теоремы 4.4. 

Заметим также, чт 7 "Е Ффрспольк длина ин- 

тервала ранга / не  егоскодит @ -* 

Поэтому уд - точный эндоморфизы (6 результат В.А ,Рохлина’ 

[ |}. 

Тео ре ма. 4.5 применима, если выпелнено условие УП, которое 

‚ МОЖНО В нашем случае сформулиревать так: | 

( не является точкой сгущения для тех членов пос вед ов ател: 

ности Г у. (К:24) которые отличны от (.
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Нетрудно показать, что это условие и необходимо для того, 

чтобы выполнялось ваключение теоремы 4.5. Хотя это усло- 

вие ‚, по-видимому, может не выполияться для некоторых @ 

автор не имеет соответствующих примеров. 

С другой стороны, это условие выполнено, если среди 

чисел. 7“ Я [#2 дишь конечное число различных. Как 

показал А.О .Гельфо нд (9 ‚ ДЛЯ эторо необходимо, чтобы 

число й было злгебраическиы, ий достаточно, чтобы оно бы- 

ло числом Пизо. 

Итак, если В - число Пиво, то применима тео ре ма 

4.5. 

$ 5. ово бревовавие Якоби-Перрона. 

Пусть 0" (@°) - сткрытый ( соответственно, 

замкнутый) единичный куб в К" (8227. 

Определим отображение /; *> © о, 

= 7 оао Ар 
опреде такке на 0“ вектор - функцию 21 равенствоы 

д (= [и рай › 28 = (4 

и полоим при 
де) = =в“ (7х), 

Значения этих функций - целочислениые векторы (4... 2): 

у Есторых 0—= К, = Кз (1% = 5- -1 №21. Множе ство 

таких векторов обозначим Г. 

Пусть И Рассмотрим множество 

=рх/ х&@°, а ПЕ. 
Оно  вдовдется. |: 4 неравенствами
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Ка № -Х, = (+1), , .''7 К-4/, = Л (5) т, К, = РА: 

На этом множестве и. задаётся формулой | 

7-28 ве, ве} 
Если К = 5 для ввех (С ( (= ==] то образ и. содерЕйт 

©" и описывается неравенствами 

Й=4.=1, ‚,.›@= 1, 

если ще К», = К», =... = Ку, = вв Са, ‚бб 

а все остальные компоненты 6 ыеньше, чем Е, то, кроме 

О ‚и 

Г диффесморфио отображает внутренность д; множества 

того, 

А: на внутренность его образа, при этом модуль Якобиава_ 
- ($ А, 

‚ Поскольку граница множества 6; имеет равен Лу 

меру { (имеется в виду „3 - мерная мера Лебега, обозна= 

чаемая буквой 4/ ), то отсюда следует, что 7 несингулаяр Н‹ 
„ — их . 

Отображение жи, 1./> 1 обратное отображению / , 

спределяется формувой | 

ел = (в › ДОР, РАНЫ), 
Якобивя 7: равен + (5 2 ),-($5/ Ри 
Пусть, = (1) ., (и, = и, оощия р 

-4, -Ии- Др 07)... 07° (4е. }, 
Ум =7 7, се 7, _ 

Положим чаве (4 =, .. (и) Д\-7Т, 

Используя состношение 

И 07, Ч. АЯ )= 
= №, ПТ" Ад 1220 (7% ИЯ ),
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| _ / я 
дегко по индукции доказать, чго Я ки ГД (И и/- 

| ЧИ иил/ / 
открытые связные множества, а 9 а ти 15; 

| (4 
диффеоморфизы. | 

Мы покажем сейчас, что если [и ненусто, то си) яв- 

ляется пересечением какой-то совокупности 1) мнодеств 

В® ,/ Г/= ии УЕ <), де 

д. к =? к/ КЕ", ах 21$, 
Это Хтверкден ие верно при и= =7 у описание множеств 

ИЯ: ‚2, причём в этом случае 7 =, <. Совершиы переход 

о Ик И+1 . 

Учитывая, что / взаимно однозначно на и, Сер 7 в счи- 
у4 / 

тая, что Г® = (с, ‚‹. 9) * д. биролучаем: 

А фр а ИГ: = 
А-З 
= ПИ (98 ь„ у, 77. 7/6 ыы. 

Теперь вам доста точно установить, что и ПР ЯВЯ Я- 

ется ыноществом укавзая ного вида для всех ГЕ 7, если 

ДИ Ве = 

Пусть сначала 77/, Если при этом К,, = 4-1; т.е. 

[2% 1%] = = [2%, | %,] для всех Те 4 то, очевидно, 

|) Если 272 совокупность пуста, то пересечение совпадает 

с {". 



*
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А < Вет! и (КПВ ", #7) ‚ Если ве 

ву > Килутю (122019 а ПВ, 
что противоречит предположению. При {.,= 4>/-1 спра- 

ведливе равенство в 

ГИЯ; @ Ве.) = Ве ПИ 
Пусть, накошец, У=/. Тогда, как и в первых двух случаях, 

либо #! = Ву! ( есаи />/., =, ] 21 о 

либо у В ух’=Д бевли 6. =. 12,150), 
и наше утверждение доказано. - 1 

Положим теперь 2 = \&# >, =7' 72,28) 

2 = =, Поскольку ди) = и 7 весивгу- 

лярно, то (2) =0) 2, совпадает с дополнением в [4 

объедияе нию всех (открытых) мисжеств 1 (2< ПД поэтому 

[ Е совпадает с дополнением 1: д” к объединению всех 

Нова ств в. Более внимательные (но не нужные вам) рас: 

смотрения показывают, что И) 2, а, следовательно, их, 

является пересечёниём с @ счётного иножества гипер- 

плоскостей. — | 

Положим д =“|2 =&" | (242) ТогРда / отображает 

А. на себя ( в частности, из Хх определены все степе- 

ни ] ). Действительно, из соотношений | 29 

Г) ВАУ ИД 2.)-ПВИ 2. 
и того, что №"/>@” следует, что ^ 

7(4/)> &°! 2 =0“ (7 2 =©°[2 =Х 

и 

ИД) = © АЙ 2% = = 2 =,
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_ Положим Ин =. ХА Поскольку Г Ус) = 
=т “А. И Х, те иножество Л“ (#4 опреде лвется 

В теми %е неравенствами, что и множество ГИЯ] 

©“. | В . 

Мы покажем, что для преобразования Г. пространсява 

с мерой Лебега (у и исходного разбиения пространства 

Хх на множества # (Се Г) выполнены все условия $ 3.. 

Выполнение условия | следует из того, что отображе- 

ние 7, рассматриваемое на ре ‚ является сужением диф- 

феоморфивма 7. и, 7 "ва мно&ество Же, имеющее пол- 

„ 

ную меру в ( 

Будем считать, что Хх снабжено евклидовой метрикой. 

Подоким й, — р р РЖ , 

Как будет показано в иложонии к$5, 

бы (6%) И. (3% 
Поскольку для ХЕ и) 

2 ]4(е/=- ое А, (вт =) 

| Е = А», 
РА У _ удовлетворяет ва  7\(, 7-74.) условию Липиицща 

с постоянной ры (напомним, что #5721 } и потом 

а (5) = ив БИ ‚Ни ПИ я: < 
= Дн (58ы и 

Согласно изложениому выше, для всякого квазиинтервала ул 

7“ (Яр) есть пересечение какого-то числа множеста 

и мг / ‚< Х й содержит позтому миожество Вит! (12 т’)< 

{7 /7еЕХ, хи... Жф  ‹ (99)



а
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Отсюда вытекает выполнение условия УП при. "= (3 /) .. 

Пользуясь замечание 4.11, получаем, что выполнены условия 

Ш, 1У, Уи Ут . Остается проверить выполнение условий П 
г. 

. 

иу (идиУ , поскольку выполнено 1У). 

Проверим выполнение условия П. Рассмотрим квазиинтервал Ал 

ранга 1, ге с = (1, <... 5) . Он, очевидно, невырожден, 

т.к. Куб ‚если 1225 . Точки ИА удовлетворяют 

неравенствам 

4%, № 
<<<. < (3-Й 2 рр 55 

А 
Отсюда ясно, что И { содержится в множестве (34), и поэто- 

Му для произвольного квазиинтервала Аг ‚, справедливо вклю- 

(Я) >. 
Покажем, что квазиинтервал Я; “17. и; Ил ) ранга 

и+1 невырожден. В самом деле, | 

вы ПГ] ТОКИ == 
=7/ Же 1=4. 
С другой стороны, т.к. Их =“ уд ДЕ) , то 

деф ИТ ДЛ Дек к ее) ве) > 
д.29) 

> Ле и) 207.) Д« 2 

ое) Дб 
7) 

чение
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Потому мера объединения всех невырожденных квазиинтервалов 

ранга ИЁ/ не меньше ‚чем 

2 (4 Я Аг 
и олово п выполнено. 

Покажем, что выполнено условие у’. Поскольку 

р ди м 5127210252) — и; = 
Л.Е С.Ли = о ИГ) 5, би = 

то нам достаточно ‚зафиксировав некоторый квазиинтервал Ир. 

ранга А. ‚оценить меру тех квазиинтервалов ранга К ‚которые. 

пересекаются в множеством 7. ыф р у, ‚но в нем не содер- 

жатся. Из описния множеств / Чем) следует, что объеди- 

нение этих квазиинтервалов содержится в объединении (не за- 

висящем от "и Я ) 6 - окрестностей всех подмножеств [4 

определенных равенствами 2% =. (1= бе 5/. Ясно, 

что мера этого объединения не превосходит ^ Е [42 ‚© Ик . 

Применяя оценку (34), получаем, что условие У выполнено. 

Из соотношения (ЗН) следует также, что Й 72) = 

( С - ©" -влгебра, порожденная авнинтеррый ранга 1, 

7771 - лебеговокая (” -алгебра). Доказательство этого фак- 

та такое же, как: и в примере 2 (см. 4). | 

Таким образом, для справедливы все результаты 

$3. |
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Можно получить иекоторую информацию с плотности р 

инварие нтной меры, явный вид которой неизвестен. Согла сно 

следствию 4 .Арявляется равномерным пределом сумы >, г 

Кавдая из функций ‘^^ непрерывна вну три Г 66 си, каЕ 

модуль якобиана гладкого отобракения Ти . 

Рассмотрим самое крупное разбиение куба © “, из 

целых элементов которого можно составить все множества 

бу, у’ (1= ии у!= 6), а значит и все пересечения 

конечных систем из множеств 6, 2” и их дополнений. 

Как следует из описания множеств 7 4, Ка&Дый элемент 

этого разбиения либо содержится в Г РИ либо не пере- 

секается с этиы иножеством. Поскольку /. и 20 в 

ет "(4 то все Де» непрерывны внутри каждого 

элемента указанного разбиения. Это же верно для сумы 

2 2". Л, маворируемых рядами = У, ий для равномер- 

ного пред еде 2’ этих сумм. Итак, Д епрерывие внутри 

элементов разбиения, осуществляемого гиперплоскостями 

| №, = Жи. 

’ Весьма правдоподобно, что внутри элементов этого 

разбиения р гладка или по крайней мере удовлетворяет 

условию Липиица. Один из возможных подходов к этим вопро- 

сам требует достаточно сильной оценки норм матриц Якоби 

стобраке ний {и и, равномерной по. квазиинтервалам ран- 

га И› . Получить эту оценку, по-видимому, не так просто. 

С другой стороны, /? имеет разрывы в (2: „Очевидно, что 

они Должны располагаться на гиперплоскостях 2%, 7, .
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Докажем наличие разрывов. Пусть, напротив, Р непрерывна_ 

в бР. Х°= (ту °) 2“, В Если = 2, ВОР < - Такая точка из 
7 

что о 225, а других случаев равенства координат нет, 

‚ то из описания множеств 7/4: ) сдедуев, что существуют 

два множества Д<=Г И 4 </ са. свойствами: 

Г) Г =. Г. #./. у 

2) если // - побая достаточно малая окре стность Я, 

Де” пе ео 74 ©) 
совпадает со шножеством тех Е 1 для которых // 4/57 

( соответственно, 7Я;:)5 

| Поэтому, если 2, Е, Е, то 

Им ри) и рб) = Ра 9 Уре @&)- 
-2 Ларе] СЛ в би //- 

"Т еррве «6 2: + Е И 

В силу непрерывности Д первое слагаемое стремится к (и 

‚гда ЛИ х* и ко гда стягивается к „о откуда следует, что р - 

разврывная функция. Такям образом, предположение о непре- 

рывности р и равенстве уе =Р противоречат друг 

друРУ. | 

| Здесь уместно сделать несколько замечаний об истории 

вопроса. Первым метрической теорией алгоритмов Якоби стад
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заниматься, по-видимому, Ф. Швайгер (см. [35) - [41] ), 

в работах которого установде во суще ство вакие инваризнтнсй 

меры, эргодичность, а затем точность Г р рассывтривались 

и некоторые другие вопросы. 

Ф.Швайгер [41 ‚ а затем М.Уотер мен [44 ) докавы- 
вали авалог тесремы Кузьмина (. см. следствие 4.4) для 

преебразования Якоби при 53=Д. В [44] рассмотрен и боле 

общий случай. Последующие замечания относятся также и к 

нему . | | А 

Упомянутые теоремы двют оценку порядиа(' [2 ВЕ |), 

причём ря зти авторы не оценивают; Докавательство весьма 

близко к рассуждениями Кузьмина | [24] ‚ что приведит к век 

корректиссти: оценивая производные функции и й (9 - 

гладная функция), авторы не учитывают, что этого мало 

для оценки колебания, Т.к. Ус Я может? иметь разрывы 

( этогс явления нет в одномерном случае, который изучал 

Кузьмин). Кроме того в этих теоремах вакладываются усло- 

. вия на неизвестную плотиссть р - требуется, чтобы она 

имеда ограниченные производные на всём (©”. Однако мы 

видели, что ) даже не непрерывна. Заметим, что “теоре- 

ма Кузьмина" из (44 | содержит и другие серъевные недо- 

чёты, а докавательство подобной теоремы из работы [42], 

посвященной ыиогомер ным обобщениям преобразований Реньй, 

целиком основано на недоразумений. Внеся в формулировки 

этих теорем надлежащие уточнения, можно доказать их с 

помощью результатов $ 3, получив при этом лучшие, чем
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в р и (а ‚ оценки. 

Приложение к $5. 

Здесь будет доказано соотношение 

и (1.4 21, (6%). 
где И- 29 

д, = И ал (1: и). 

Лемма 4.14. Пубеь 6 .4”,.. - песдедовательность ве- | 

щественных чисел, прич при всех И 20 выполнено со- 

фев Ри 7 (38/ 

ге в - некоторое Целое число, и, кроме того, 
т ИУ ={/, Лг720 (422) 2> = 5), 
22 Е > ф>е, 

отнешен ие 

Положим 

И = диск Вне = ЗИ ве тр РЯД 
Тогда 

т- Мери, = (22-6) М, мы) . 
каза тельстьо . Раессызтрим числа из, РЕ м) 

(+2 ‚ Применяя Г рав формулу (35), мы кем пред- 

ставить каждое ив чисел ГЕ „е /Р= Ре &} в виде 

выпуклой комбинации К. , 

| зе ==, и. Фе 2 

где $ ‚2 
$2928“, 

Тогда
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Е _ о 

Обозначим через. . р р суммирование пе тем вначениям. 

м , для которых им ин» 2{7 { соответственыо, 
е’ 

79 7» 2О ). Тогда 

Вей бин ие 
т2. (им сы тия ШИР.) “2, 

Л ры дс + ри сы ИМ, 922297 728 

(М, -т. (1- №8], 
Таким образом, 

Мс. “Инв, 27. С” Аи - - М») , 
Поскольку Л/к, А/к, МИ кли, 9 Ирен -%,, = 

= к- Их и | 

ЛУ, — ул = Пбси 1 - 782] =/ 7-6 ИИ см, | 

= (1-68 7 27, -ъ) . 

. Лемма доказана. 

Перейдем к доказательству соотношения (38. 

Свачала нам придётся вывести явную формулу для Дун. 

пусть (^^ =(0,,,..) (#/Е Г“, причём би 267) и, 
(#м= И]. Пусть также И у обозначае? Ч-ую ком- 

поненту вектор - функции а. ЛЕГ =в). 

Сначала рассмотрим случай И=/. Есви с 7 =/( у, .. я 9 

то, согласно изложеннсму вы, | 
4 +1: Ве И уе (98 28). 6%
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Определим числа вх. [а (= 4 57/, рЕмей/ равенст. 

заия 

у = = 1 #25) ИЖ = 2/8 и=5)/, рр .), 

ИЖ 24 П/Р, = г=, ЧЕТЕХ 648 
/ 

и =’ 2. р, би [1=#=85, ЕЕ #) 

С помощью индукции, испольвуя (37) и состношея ие 

7,,... С , =, ‚. ру, дегко проверить, что 

при #2720 $ | 
= ре 2, +” | 

74 К/ = = =“ 7 ы #2^/ (9% 
т, т и 5 , 

з%=/ 
Обовначии через [* + подмножество ©, состожее из всех 

векторов с неоррицательными ко мпо нев тами. Тогда из вклю- 

а ЕД 2) 
В ‘что 

ди 15 дм РР 7 РА: В би лье) 

чений 

5 1) 
Но из формулы (35) и неотрицате льности ое следует, 

что 7 ‚4 (2 р) совпадает с выпуклой оболочкой чи- 

се (0 Арь @ =12 511) и поэтому 
А- 

де $41111. 24 и 7 : (2) _ Ир И 

ХЕб # # (#7 Я’ 2 и } 
И Ти 4 (2. вен А 2 # у са 70) 225) д
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Кроме того, согласно (38) при /25 
йР2-5-! диз - -$“ 

Я 204 у №, = Рун, 751/ (ЕЕ $) (97 

Пеэтому при ИУС | 

#21. 

6%. р аЯ 

или, если вамен ить и на ИЗ, те при и22 
ол 77/246 

= |5 дк Изм — 2,5», :) 
4 58 Па (РК) ие РА ди 5 

“5, 5#/ 
Но, согласно (38) и (80), 

| — ит! 
17:5 м5 т5 

[А ‚#1 _ Ир и’ т >, 74 74, И Е/ 

м) М8 ^ ры + > 2) и" 5 
$7, 5#/ И, сну 

теб, ит 
Из + У и и 

} 4“ Мт*. 

А, ы = &% КА, 5%. 

Г: м+ 6 

= >' 1 +, 
— т} 

#0 Сы, + р 

где 

1 =. . Из | 

г? - м+% 7 
Оу ы г и" Им, 1 

уз ИЗ и+ 2 

й О 2 с: $#/ (А | 
ре т = О МА 9 

51, 5#/ 

(1=6=3),
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| | [Ы. м. йе | 
Очевидно, что Ле 20, >, Ле =, Поскольку при 

всех 120 = (Иена 2321 и 

И и _ П”/ | 

Зи, ву =», т 2. К? ИД, \-/ 27 

И или. и. 
2” 25/3 2 ИА „зн Г. 

то й 
№ 

— 

Слекевательно , 

& Я 5: . 
Применяя лемму 4.14 к й = ры получаем, 

647 5 
что ”) 

—(7- 5). 
9, = = '/* в о: 3 

Поскольку (6 „о 2 Л] содержится в залвие Аи т, 

и м 6. (2,.,6/=184, 
тс при всех и72о 

”. = (“- 5) к (5 #. 

Др бы (д, = (7 ви = и. 

Замечание 4.|[2. Выше ничего не говорилось об алгоритме 

Якоби - Перроиа, как о способе аппроксимации. Остановим - 

ся на эвом вопросе, Пусть для 72?< @5 определено < 

Полокны [А = "2, ... 4“ 2)/. 

В качестве И -го прибливения для вектора 21? берётся
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векто 
— 

и. 

р @) =/ в, и) | ОА (2) | 

| (ед р» @/ 2 АА, с, Е) я 

Поскольку. | = иву (7%к), те . 

И бо ФИ = аль Фи (7 иде 
д) и) (27 7; 2 | (. 72) 

без оценки скорости сходимости получил Перрон [з2] (сы. 

та кке [44] ). При этом он указал некоторый способ ра- 

зумно определить Ли д 2 ва всём ©* ‚ благодаря чему 

(49) у него доказано для всех ДЕ @°.. 

Рассудения, использованные в этом приложении, в 

основном ва имствованы из работы Перрена. Исключение со- 

ставляет лемыа 4.14, при доказательстве которой ис польво- 

ван иной, чем у Перрона , метод. Эта лемма усиливает соот- 

ветствующую лемму Перрона, дока за вшего сходим сть после- 

довательнссти Би. при тех ве, что и у нас, условиях, ис 

не оценивавшерго скорость этой сходимости.
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_РЛАВА У. 

ПОВЕДЕНИЕ ДИСПЕРСИЙ СУММ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН, ОБРАЗУЮЩИХ 

СТА ЦИОВАРНЫЙ ПРОЦЕСС 

$ Е. Введение и обозначения 

Пусть <, - стационарный в узком сешысле случайный 

`прецесс, причём Е = =0, Е ею, Имеется много ре- 

зультатев, позволяющих применять к подобным процессам, 

удовлетворяющим темы или иным условиям слабой зе висимости, 

предельные тесремы тесрии вероятностей. Обычно в этих 

зеоремах требуется, чтобы | 

Е(Е,*.* .' бы) т =” (и 
Это условие в принципе можно проверить без привлечения 

тесрии стационарных в узком смысле процессов (достатечис 

подучить некоторые оценки для спектральной функции). 

Иногда, однако такие оценки получить не удается, в то 

время как  посвенным путем все же можно докавть сосотно- 

шение (1). 

Ввецёы нею торые обозначения. 

Пусть =, - стационар вый прецесс с дискретным вре- 

менем, заданный ва вероятносет ином пространстве Х с (—- ал. 

геброй событий 1 и вероятностней мерой . Предпелага- 

ется, что либо (= И 2 >, либо -59 их 7 . 

В первом случае, мы будем говорить об одностороннем про- 

цессе, во втором - о двустороннем. Далее, предполазается, 

что существует такой эзидомо рфизы Г. престранства (4, д я)
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что Ен = “и, (Г) ‚ Это условие, как было объяс- 

нено в главе |, не содержит ограничений на ко нечномер ные 

распределения процесса и . | р 

Пусть К< 6 - целые числа. Мы обозначаем через 1 

“- алгебру, порожден ную функциями и, при К=И = 2, 

Положим далее 2=И те 59 — 77 3 

И Е Л ТЯ 
| ти | = 52 = |/ 
т еек ё “/ 77.5: 2, ИЕ и ИГ. 2 | 

Последние три обозначения относятся к случаю двустороине- 

’ ре процесса. 

Н(Ф.), где А - векоторая (“”- алгебра мибжоетв, сбовз- 

начает гидьбертово пространство ФУНКЦИЙ, суммируемых 

с квадратом и ивыеримых относительно у . Всди /7у - не- 

которое подпространства 2/7) ‚ то г//, - подпростран- 

ство //у ‚, состожее из <9нкций-т с пудевым средиим. 
м ё 2к= = вый - Дадее, черев Е (—29 < < со обозначена 

замкнутая в // (, И й) линейная оболочка функций 2 (КЕнее 
7.2 | е ` и) 

а через //к - пространство 7 1. | 

Равенство (///() = 7/7) (ет) определяет р 
В 2/2] изометрический динейный оператор. > инва- 

риаитное подпростраиство оператора К . Сужение (С на 

о обевиачается через [2 . Заметим, что Х - уни- 

тарный сператор, если процесс и, - двусторонний. _ 

Исходиым путем для шас послужит следующая теорема 1) СЕ 

[) Формулировка теоремы здесь цемиого измешена по срав- 
и. 

_нению с [13] . Соотношение йе <, В [13| ие дока- 

зывается, но оно следует из слабой замкнутости сильно во © Со 

замкнутого подпространства р49 .
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(доказательство см. в [ 13} стр.4 И ). 

Теорема В.П.Леонсва. Пусть <, - стациокарный в щи- 

реком смысле случайный процесс. Пусть, кроме того, | = 

=Е им изо . | _ а 

Пелекны С = ра к, би =Еби’, р 

| ‘21. = 69 ' <©9 Тогда дибе д Ри ‚ либе А, би ^ 

причём мосае диий случай циеет место тогда и только тогда, 

ко гда 1 можно представить в виде „ | Р 
_ Ил , о. <, =И9-4, д / 

Таким обравом, если < и удевлетворяет условияы этой 

тесремы и доказано, что уравиение (2) неразрешимо, то 

12.9 я 59. 

$ 2. Исследование осшовиего уравиения 

Теорема 5.1. Пусть и - двусторонний ста ционар- | _ р 
ный в узком смысле случайный процесс, Е, =0 Е <, шгеа 

\ 

Пусть далее, 2) _@) 

Тогда, если дет Р5и 2 29, то ' =. 

и“ и. 
г 

Докавательство. Если ела. УХУ = ©9 ‚ то из тео- 

ремы Леонова следует, чес 

т 9 _} | 
1) Этс вначит, что если Де 17--о, Иу=4; то 

2) Напомним, что так обозначается тривиальная (-вагебра.
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2, =Ит-Х, и.“ 
Из тей же теоремы, применен ной к процессу Е, 5 следует, 

Е, =79-9 7-44 ИСИ), Ее 
Таким обравсы, НЛО - 7 являются решениями 

Е, =ДА-А. 
Вследствие эргодичности разность любых двух решений этого 

уравнения 

уравнения должна быть постоянной. В частности 

1 "СРМ 

Заметим теперь, что 7 и Иа, как и все элементы про- 

страиства 7% имеют равные 0 интегралы по мере Р. 
? 

Вследствие этого р 

И 7. 
Поскольку де 5* .э , й [9 2... то Хе >< -=2 . Но, 

с другой стороны, 72 Ху ‚ Итак, ем й>х.”. 
Из очевидных включений Ро ое < д.2 Нок, РИ =//,”“ сдедует, 

что Де СПИ,” = ИГ. ) Г; и 

= (Л И /= ИТ). 

В сочетании с соотнощен ием = это означает, что 

7=0, поэтому и 2, =2 | 

Замечание .5.1. Пусть для некоторой постоянной @70 
ИУ) 

и для дюбых множеств Да 7 —5ч , ВЕД; выполнено 

неравенство 

Р/4 16) 2<Р/4)Р@). © 
Бсди, кроме того, Е$.= ф ЕЯ, р > те вынеднены 

все условия теоремы 5.1.
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Докава тельство, Проверим, что К, О, Докажем сна- 

чала, что 77. = ИС ‚ т.е. что а — регуйяр ный пре- 

цесс ( вы [13] ).. д, К 
Пусть мномжастро Ре 77. = Л И-ы , 

=Эее / 

Т.к. И, 2 то дая аюбеге 270 найдется 

целое би мнохество У = #72” такое, что 

Гл Р=/, < < (4 - сиышетрическая разность). 

Тогда выполие вы ‘ра венства 

=> Р(РИ.)>е 2(5)Р(№)= 
= <(1-РРУ (РР =). 
В силу произво льности 74 отсюда следует равенство - 

: - 29 

//-РЕРАР(Р)=О, пе. И =. 
Как известие, регулярные процессы имеют спектральную 

ПЛОТНОСТЬ [13, стр. 385 | й, следовательно, 

К, —= о 

Эргодичность те кке я едуея из регулярности фа) ). 

Проверим, ваконец, что 7“ | = : 

Пусть Сей... ИИ, тогда 

о=Р(ЕЙЕ/ ве РРЕЛРЕ) 
и доказательство закончено. 

Замечание 5.2. Если ваменить (4) более слабым пред- 

° положением: соотношения /Е 77-, 6= ум 

Р (А РЬ)> © влекут [2 (7/78/2е, то авевотва (3). 

не-превнему легкс проверяется, но неясно, будут ди выпол-
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нены остальные условыя теоремы. — 

Следующая теорема, содержащая нею торую информацию 

с решении уравнения (2), является обобщением теоремы 7}. 

Теорема(2. Пусть "и - двусторонний стационарный в 

узком смысле процесс. Пусть, дадее, при некаторем КО 

те Ш = Ши ( @сли К-2О, то ПА Хо ‘опре- 

делению). Пусть (.у- функция, измеримая относительно’ 

/”, Е И р =, Е. Гм 2-2, причём соответствующий слу- 

чайный процесс 7, = И, эргедичен и Еф, р ' 
Тогда, есди би 2/7, т. ".‹- ее (1=ИХ-7; 

_ причём Рек. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательст- 

ву теоремы5] и поэтому опускается. 

Замечание 3. Пусть для некоторых постоянных @26 20 

й произвольных множеств Е. ‚Ве 4 ра выподияет- 

ся неравенства 

гР)Рв)> Р/44/2еРИ/РВ/, © 
Тогда выполнены все условия теоремы 5.2 ( кроме предпо- 

ложений о моментах) при любом ^2РО, 

Действительно ‚ как показаво в замечании/], правое 

из неравенств (5) влечет регулярность процесса $, . Во- 

скольку процесс би зависит дишь ст конечного числа функ- 

ций =. ‚ он также регулярен. Как указывалось в вамеча- 

НИИ 5.1, отсюда следует эргодичность и соотношение 

Е „„ 2. Оствлось проверить равенство 74 “=, 72 

Его можно записать в виде 

Ге уткитл ити) =тх. в



* 

- 156 - 

— | Зуи 
Введем на (”- алгебре И новую в ероятност ную меру в 

‚ следующим образом: Ву Положим ПЛА ДА, = 

=РЯ РИ, И, ) если Д= И, ‚=, И, = 777, , 

‘ватем по аддитивности спределим р на конечных объеди- 

нениях ненересекающихся мисхеств , какдое из которых имеет 
рить 7 

вид И, 174, [,ИАЬ. Тем самым Р определена на неко торой 

а 700 алгебре мНножестр, содержащей И“ 5 к+/, Причём 

для любого множеств ив ЭТОЙ алгебры выполнены нера- 

венс тва. 
ра 2. с*Ри)2РЯ/2 СР). = 

Из правого неравенства следует, что Р счётно-аддитивиа 

на указанной алгебре и может быть, следовательно, продол- 
©9 

жена на (--9 с сохранением неравенства. Поскольку 

меры Р и Р имеют общие множества меры 0, все фигури- 

рующие в (6) (`- алгебры одни и же же для мер Ри Р . 

Поэтому вам осталось доказать ею лемыу. 

Лемма 5.1. Пусть И, 7/16) и 77; - независимые в сово- 

купиости (’- алгебры версязност ного пространства . Ноло- 

вы Ту (И, И окда у 7 
Доказательство. Пусть ДА - харакчеристическая функ ция 

миске ства /. Тогда, используя известные свойства услов- 

ного математического р и включение. Ио = Рен 

имеем; Если Я, = ‚ № =1/, , Я= Г | 

Ат, (1 1 р -2, Атьить (1, 14, 1, /= 

_ ЗИ 4, 4) -24) В тит, (Чь 4,)= 
= РАТЬ (РР, и,)=
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-Ры (1, Де, 4%/ 
Тем самым операторы условных швтематических ожиданий стно- 

сительно Я, п И, совпадают на множестве функций, ли- 

нейная ободочка которого нлотиа в простраистве суммируемых 

фуикций , хамеримых отне си тельно 77, И ИЖ, . 

Т.к. указанные сператоры ограничены, то на этом про- 

странстве они совпадают. Отсюда немедленно сдедуея совпа- 

дение состветствующих С” - алгебр. Лемма докавана. 

Непомним, что эндомо рфизы Г версоятностного прост- 

ранства «Г, Р) ввзывается точным, если ДС 

Точные энкоморфизвмы эргодичны. (ю)] ‚ а любой случайный 

прецесс вида ый 2(“>, регулярен в тоы смысле, что 

= всая Е &, =0, Е СР еео, зо Е $, ЗиниеО [13] 
и пс лесреме $ | соотношея ие 7021 26, <= 7? эквивалентно 

разрешимости уравнения <, 1479 (4= А/(7И.)), 

Заме тиы, что из эргодичности Я следует, что решение это- 

го уравнения единствение, если потребовать дополнительно, 

чтобы 96/0: ‹ т.е. чтобы Еу=0). | 

Пусть у - оператор, с пряженный с сператерсы И. 

Этот оператор можно опредедить равенством 

Я и) Ро) >; ХеоРИк), ЕТ. © 

аветь этого И изучались в $ | гаввы 4. Нике 

мы будем иыи пользоваться.
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Тесрев 35.3. Пусть 12/0) 7- зечный эндоморфизы . 

Уравнение Л = 9 имеет решение де тогда 

и телько тогда, когда сходится в ИГРУ) ряд = 7 а 

его сумма измерима относительно 7 . При этом = 

0=2. ИКУ. | 
Доказательство. Пусть 7=14-9, й< мА (76/1. | 

Фогда 7=Иу- Ир=4- ИА. ‚ где ф=фре ЯР, 

Отсюда следует, что 
к. 

ИА“. 
По свойству 113 оператора и правая часть равенс?ва 

сходится к А в метрике (И) Т.к. Аб = 8/=9/ 7 

го А ивымер има отис си тельно т 7) Кроме того, 
‚ . мы 

9= И + ИД = 2 ИЕх. 

Обратно, если и ку = измерима относительно 7 0 

+0 найдется такая функция Е, (772), что 4. Отсю- 

да $=1-ИА =Ир-9. Теорема доказана. 

Замечание 5.4. Результаты этого параграфа, отиеся- 

щкеся к случаю #() =.) можно с соответствующими 

изменен иями перенести на случай пространств [ру /2/2 < ®7. 

$3. Примеры. 

|. Пусть к (. —>2 2 ЕЕ 52) - последовательно сть 

независимых одинаково распределенных случайных величии. 

путь 1 Р(Е.,.,#)- одучайвая величии, при-
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чём Сео, Если д 1 2 5-42 2). р 

9. Зе) и би) 29". +2 Би Фо, Ти ‚2 
9 есть ‘фуеция 27) И. › $и- 1... 

Это утверждение вытекает из теоремы 5.2 и вамечания 

5.2. | | 
2. Здесь будут указаны некоторые применения теоремы 

5.3 $2 к метрической теории цепных дробей. Мы будем исполь 

зовать сведения, полученные в $ | главы 4 (пример 2) ив’ 

$ 4 той же главе! (продолжение примера 2). 

Оператор и ‚ соответствующий преобразованию Г ‚ ва - 

писывается в виде ИЕ 

ИА (= > #2) [125942727] , (4) 

\Уак показано в $ : главы 4, есди Е = =0, 22 /= 22 , 

23 зр КА Е В//< С 5^ 2 (%) О ) 
где Си Рё 1 - абсолютиые постоянные, а символ 25 (/ 

обозначает р - вариацию фуикции А. (1= р = ).: 

Низе приводится два признака неограниченности дистер - 

а) Пусть = БИ ( По, СИЕ 7, 

Тогда, если ит (2 и) о ‚ те по теореме 3 

$2 = И‹- д › причём д= 2 и«Е . В силу (9) 
ограничен $ 

4 ограничена, (‹ РР ограничена , значит @ ро 

ция Х . Изек, если < 5177 Ире, 7 не- 

ограничена, то Р(2 КУ ] в = 

6) Пусть теперь Те (т), 7 непрерывна внутри 

сий.
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всех интервалов. (5 р 2) [К=12,,..) и имеет конечные 

одиосторониие пределы на их концах, ряд (В) при и=Л 

рависмерно сходится и 1/ ИЛ) =. ==. | | 

Тогда и: непрерывна ва [о, и] . Оператор и переведи 

непрерывные иа [0,1 функции в такие же. Отсюда и из (9) 

саедует, что == ИЕ непрерывна иа [0,1] . 

Если д Г 2, К), то почти всюду на (©, к] 

вытолнено равенство 
| ел = 97-Й), р 

Т.к. 7 непрерывно внутри интервалов ( 2, › = ), то 

все три фувкции непрерывны в этих интервалах и равенство 

имеет место для всех Ее /К=1,.2,,..). 

С другой стороны, правая часть обращается в (0 внутри каз- 

дего интервала в точке № , для которей 2. (2 ) = 
(4=1,1,,.) - неподвивной точке преобразования Г. | 

Отсюда (Ре) =2 (=14,,...) 

Уста новл ен ный только что факт позводяет утверждать, 

что если = И(Р и 7 постоянна. ва интер валах 

2, =} 0 ИВ ТОГО, ЧО ды РИ оо, 

следует, чо 7 =Ф с вероятностью |. Но функции, постоян- 

ные на указанных интервалах и только текие функции, могуг 

быть ваписаны в виде Е, ()] где @,.) == , 

Итак, если Д(@, (#//= 5/7 2.20 то 

ЛИ Ре Рин 
где @е (2) =. (7 пи >: ,
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Нике ив других соображений будет получен более общий ре- 

зультат. | | 

Рассмотрим зеперь функдию 

7е›=- г ри (71) 
Поскольку р) = зар 5 ИЕ = 

хЕ/ к= бЕкЕДРЕЫЫ Л аи (+ и 

то " обоя ив двух приведенных выше признаков ака 

бд — 6 
Фуик ция (11) тесно свява на с м в метрической тес- 

что 

рии чисел последовательно стью 7/7 #1 (2 / 

Покажем, что рН 

где (- постоянная, не зависящая от 7» ий. 

Как известно (94, стр. 72 справеддиво равенство 

= ри.) В 7 
ИА 7 

_ бр) СЕ 
== р...) — фи) 

Далее, используя известные соглашения относительно 

откуда 
7 

смысла чисел 2 и 7-7, имееы 

Д У =) 2-2... (2, 

2.65) А 77ж= 721657 2» Я.Я 

`В силу известных оценск [=4, стр. 16,2]
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— . | 1 2.) 

(Е $, )- фи. еу</ < - 7.) „(© т /< 2-72 7 7: г) 
‚мы находим, что Ру 

ак = рые 7 Е = 7 ‚ 

ры ре ну&ную нам оценку. Обовиачим 

через Тогда 

12. [Еву =*( 2. // 

о [фид (6) РА -7 Же 4) /= 22, 
Чем самым доказано, что 

Е(й 4 Е...) ' 9 

Замечание 5.5. Нетрудно показать, что в рассмотрен- 

ных в этом пувкте случаях выполненс соотношение | 

ПИРИ) = отт И) (ит. 
Это модно вывести ИЗ ОГО, ЧТО Ре =/ #7, 7/ стремится 

к О экспонев циально быстро. 

Действительно, в силу (9) имеем , 4 ; 

Ги +)=/, ик1)= Е 274 22 
дов”, 

Отсюда ясно, что соотношения />., > Ик 7: 2 и 

Г_>22  равносильны.
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Замечание 5,6. Для опреде яён ного класса эндоморфи мов 

Реньи (см. $ 4 главы 4) соотношение (9) выполияется при 

тех же условия на функцию й,. Признак а) применим так- 

же и к этиы эндоморфизмам. Если, кроме того, Я / вепрерыв- 

на (Л - функция, участвовавшая в определении 7 }, то, 

со гда сно следствию 4.4, О также непрерывьа и оператор 

и переводит непрерывиые функции в вепрерываые. В этом 

случае примении признак 6). | 

Замечание 5.7. Межно сформулировать векое утвержде- 

ние, являющееся чисто метрическим аналогом признака 6), 

не использующее топологии на д и суще ствевания непод- 

викных течек и применимое, например, к преобразованиям 

$ 3 главы 4. Оно имеет ряд полезных приложений (например, 

к й - реавложениям из $ 4 главы 4). Мы не приводим это 

утверждение из-за еро громовдкости. . 

3. Здесь мы применим теоремы 5.1 и 5.2 к преобраво- 

ваниям Реньи (см. $ 4 главы 4). В качестве основного сяду - 

чайного процесса мы возьмём последовательность 2. ‚ где 

й, %)=[ 7, ве (26/7 = (72) 
В условиях Реньи, выполнены неравенства 

@сРИР, = РВ РВ, 
. и. МО; И 

где С 2626 - веко торые постоянные , 4271, (#2 

причёы все Г- адгебры строятся по прецессу Як йо 

1) В $4 гаавы 4 эти 0”алгеуры обозначались, соответст - 

венно, черев ГД | ль
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Нокажем, что, если измер има отиоси тельно т: "7 

Б9=0, 29 у ь Е [2.14 =’ 
тогда и только тогда, когда 0 = =. ЛА: част- 
НОСТИ, Для К=о это означает, что @= =, | 

Непосредственно сослаться ва замечание 5.3 $2 

нельзя, т.к. ввш процесс односторонний. Но, как следует 

из известной теоремы Колмогерева о продолжении мер , суще- 

ствует стационарный в увком смысле случайный процесс 

се дека) имеющий те же конечномерные распределения 

при #71, что и процесе 4... Неравенства (5) можно 

установить, используя стациовариость и аппроксимацию 
о 

[" - аагебры 72а С’ - адгебрами ТГ, и-=о, 

Замечание 5.8. Роли 7. - эндеморфием Якоби-Перрона 

( сы. $ 5 главы 4) иди эвдеморфиви, определяемый форму- 

лой 7х = 8 х- [вх] ( сы. 34 и главы 4), то можно пе- 

казать, что если =Ёх, ЕТ=0 и т измериме стноси- 

тельно С ‚ то соотношения 1= №- 4, ЧЕ, и 

у =0 равиесильны. 

Для этоге, как и выше, цнуко перейти к двустороннему про- 

Цессу, а затем установить, что выполнено (3), уточиив 

для этого рассуждения из замечания 5.|. При Этом вужне_ 

воспользоваться тем, что любое измеримое множество мекио 

аппрексимировать объединениями невырокденных квазиинтер- 

валов различных рангев. | 

В заключение отметим, что утверждения, касающиеся
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деф | Е (1) впервые фориулировал В.Дёблин (293 . 

Его доказательства, насколько известно автору, не онубли- 

кованы . | 

Как сеобщил автору И.Й.Ибрагимев, содержащееся в 

[15] доказательство соотношения (13) ошибочно. Резуль- 

таты этой главы возникли из попытки исправить эту ошибку. 

Соотношение (12) неявно использовано в [ зо. . 

О.Штаккельберг [43] докавад закон повторного логарирма 

дая Е (6 6.) предпожатая выполненным (10).
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