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n ≥ 2 � Ω ���d�V�H�E�T�T T¡¢�T�H�E£1�d¤E¥.� ���d�§¦ R
n � � �z¨N¡V�c©L�Eª«�E£¬�H�} H�­¥H�§®Y�d�d�¯¨.�T�H� �±°7² � ��³�¢´ � � �T� ´1¦ Ω µ¶¥T¥N�T· � �T T¡ � ®Y�d¡ � �H� ¦ �T¡V�¸�T¡��¸¡¶¨.� ¦ ¡V�T�¢¡V� � �T�d�V� ¦ �C¨�� � �¸¹ ´ ¡V�T� ´�º�´ �»®Y�dµV¼	¼	� ³½ �¸¡V� � � ´ �

Lu ≡ −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
= f(x). (1.1)

¾w� ¨.¡ ´¿�  ¸� � � �d� �P  � � � � ´�´ ¡ � �¸�T T�H�E£ ´ � � �¸� ½ � A = (aij) � ´ ¡V¡ �ÁÀ7Â�Ã¸Ä¯ÅNÆ�Ã,ÇPÈNÆRÅ.ÉËÊNÌqÍRÅTÎÏ À7ÉYÆ�ÂRÉ �H�Á®C�¯�d�¯¨.�T�H� � � º�Ð ·,¥N� � ®C� �¢� £ Ð xk = 0 � k = 1, . . . , n
°#Ñ�´ ¡V�T�T�¸��·T�¸¡¶¨.·T�­¥N�}©Ò� ´ �  � �

A =
√

ΛÃ
√

Λ, (1.2)

�Ó¨.¡Ô�¸¹ ´ ¡¢�T� ´ �E£ ´ � � �T� ½ � ³ ¼ � �T® ½ �,£ Ã � ¨.� ¦ ¥H¡ �d¦ �d�c£T¡ �Õ�¯� ¥N� ¦ �TÖ��H� ¦ �T� ´ ¡¢�T�T�d×Øµ¶¥T¥N�T· � �T  ³�T� �¢� ��Ù.·¸�T� ¦¯� ¡ Ð x ∈ Ω

ν|ξ|2 ≤ (Ãξ, ξ) ≤ ν−1|ξ|2, ξ ∈ R
n, ν > 0, (1.3)

� Λ �q¨.�H�¯�¢�d�H�­¥ � �H�E£ ´ � � �T� ½ � � ·T¡ ½ �H�­¥ � �T�d�¢� ¦ �C¨.�¸�T� �¯¦ ¡V H�EÖ�ªÚ�­£Û¹z� ¦¯º �T�}©L¨.¡¢�T�T¡EÙ
Λ(x) = Ü¸ÝßÞ¯à {λ1(|x1|), λ2(|x2|), . . . , λn(|xn|)}. (1.4)

á��¢� � �d� ¡X·T�E¥ �  ¸¡V� º ¥N�d®C�­¥ � � º ¡X�¯·T�T�T�¯�T� º ¡Õ� ½ ¡¢�T®T�â�V¡¶¥ � ¨.¡¢�T� ¦d� ®Y�d×Ë�¸�d� ´�º ¨H¥H£¬�¸¡ ³ã ¡V�T�¸£ � �H� ¦ �T¡¢�T�¸£åäçæ ° æ±è�� � �E®é©Ú¡Á®,�E®é�â¨T¥H£é�¸¡ ã ¡¢�T�¸£ê�E�H�­¥N�d�¢�T T�T�¯�V�1·T�¯�H�¯¤d�­¥N�T T¡ � ®Y�d�V�� �H� ¦ �T¡V�T�,£
Mu ≡ ∂tu−

n∑

i,j=1

aij(x, t)uxixj
= f(x, t)

¦
Q = Ω×]0, T [. (1.5)

ë ¥H£l�H� ¦ �T� ´ ¡V�¸�T��µ¶¥T¥N�T· � �T T¡ � ®T� Ð �l�H� ¦ �¸� ´ ¡V�T�¸��·H�E�H�¯¤d�E¥H�T T¡ � ®T� Ðl� �H� ¦ �¸¡V�T�T× � �¯®T�T¡ � ½ ¡¢� ³®T�<¤ º ¥N� �d��� �¯�T� ¦ ¥H¡V� ºì¦ ®,¥.� �¢� �T ¸¡ � ®Y�d× �¢� � �¯� ¡§íîæVï�ä �¢´�°�� �¯®¸©Ú¡Áíñð­ï>è¶ò ¦ íôóEï��d�¸�õ¤ º ¥H�1�H� �¶³·T�¸� �¢� �H�¯�T¡¢� º �H� � �H� ¦ �T¡V�T�,£ � �T¡V�d�¢�H�¯�T�¸ T¡V�T� º�´ � ´ ¥.�±¨ ã � ´ �ö®Y�dµV¼	¼	� ½ �¸¡V� � � ´ � °Cë � � �V�d×
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´ ¡ � �V¨X·T�­¥ �  T¡V�T�,£ö�V¡¶¥ � ¨.¡¢�T� ¦d� ®T� Ð � ½ ¡¢�T�d®q¤ º ¥Õ·T�¸¡¶¨H¥N�}©Ú¡¢� ¦ í �­ï °"! ¡¶¥ � ¨.¡¢�T� ¦ � �¢�d� �T¡ ã ¡V�T�¸×�T¡¢®Y� � �d� º�Ð �T¡V�T� ¦ �T� ´ ¡¢�T�T��µ¶¥T¥N�T· � �T T¡ � ®T� Ð äj·H�¯�H�¯¤¯�E¥N�T T¡ � ®T� Ð è � �H� ¦ �T¡V�¸�T×L¤ º ¥.�*¨.�d®C�E¹z�¯�H�¦ í$#­ï °% �T� ¦ �T¡¢�T�¸£ � ¨N�H�¯�V�¯�H�­¥ � � º�´§¦dº �T�}©Ú¨.¡V�T�¸¡ ´ ä æ ° æ}è ³ ä æ ° �Yè ¦  H� �¢� � º�ÐÔ� ¥ �  H�E£ Ð �¸¹ �  H�±¥N� �V�¡�ª«¡ ¦'&)(­³ ¡��V�V¨ º ä �V´�° �T�H�¯·T� ° �#í & ïßè��T�T�L·T�¸� �¯� ¥N� ¦ �T���h¥N�±¨.®Y� �¢� � ´ � � �T� ½ º ®C�¯µV¼	¼	� ½ �T¡¢� � � ¦
Ã °Yá ·T� � ¥N¡�¨.�T¡V¡ ¦ �T¡ ´ £ ¦ �¯¹V�T� � �T� � ¡V�T¡ � ® � �¯®T� ´1� �H� ¦ �T¡¢�T�¸£ ´ ·T�T� �¯� ¥N� ¦ �T�q¥N� ã � �¸¹ ´ ¡¢�T� ³´ � ��� �X®Y�dµV¼	¼	� ½ �¸¡V� � � ¦T°+*w� �L�d¤-,�£ � �¸£¸¡ �¯� £�� ¦  H� ��� �T� �¢� �����E® � � ¦ � º�´ �,¹ �  T¡V�¸�T¡ ´ ¹z�±¨��}  � ��¢¦ �d¤d�V¨.� º�´ �Õ�¢�H�¯�T� ½ � ´ ��� �¢¦ £¸¹z�¯�T� º�Ðö� ·T� � �d®C� ´ ���T·¸�d�T�}©L¨N¡V�T� º�´ �X�¶� �d�¢� � ¦ �d×X®T�T� ¦ �,¹z�T�d×äçí/.­ï ò �¢´�°T� �¯®¸©Ú¡»í$0±ïî�.í æ ( ï>è °á¬�¢� � �¯� ¡�í ædæ¢ïT·T�E¥ �  ¸¡V�T�l�T¡V�T� ¦ ¡V� �¢�d¦ �21��E�T�H�¯®C���L�V¡�¥ � ¨.¡V�¸� ¦d� ®¸�T¡�� ½ ¡V�T®¸�«¨T¥H£L�T¡ ã ¡V�T�¸×� �H� ¦ �T¡V�T�,£��T¹}� ´ ¡V�T�d×Á·T¡¢�T¡ ´ ¡¢�T�T�d× �¢¦ �V¨N£¸ªÔ¡V�¢� � £�®õä æ ° æ}è ³ ä æ ° �Yèw·T�T�

n = 2, λ1(t) ≡ 1, λ2(t) = tα, α < 1.3 � ª«¡ �¢�¯¦ ¡V�T�¸�T�¸  � � � �H� ¦ �T¡V�¸�T¡«ä æ ° æ±è ¦ íîædæVïN�T� �V�¢´ � � �T� ¦ �¯¡ �¯� £ ¦ �d¤E¥N� �¢� ���d¥N¡¢©L�­ª«¡V× ¦ ·T�E¥ �c³·T�¸� �¢� �H�¯� ���d¦ ¡ x2 > 0 �}·T�T�T ¸¡ ´ �T� ∂Ω∩{x2 = 0} �z·T� �¢� ª«¡ �¢�¯¦¯� �­·T�T¡�¨.·T�E¥.�E�¶�¯¡ �¯� £ ¦dº ·T�E¥H�T¡V� ³� º�´Û�d� ¥H� ¦ �T¡54	¡¢× ´ �¯�H� °E� �dµ � � ´7� �E·¸�T� ´ ¡V�,£¸£� T¡ � �T�d¡9� � �H�E©Ú¡¢�T�T¡w� � �T� � � � ¡�¥ � �¸�
·,¥N� � ®Y� �¢� �
x2 = 0 � ´ �}©Ò�T� �¢¦ ¡ ��� �Áµ �E� ¹}�±¨.�±  � ®X�H� ã ¡¢× ° 3 ¨.� � �V�¯× ��� �d�T�¯� º �H¤c�¯� � ¡V���T·¸� �¢� �T�d¡V�¸� º × ¦íîædæ¢ï �.�T¡«·T�T� ´ ¡V�T� ´ê¦ö� � �¯� � ½ �T����®Y�d�Ó¨��ö·,¥N� � ®Y� �¢�¯�Õ¦dº �T�}©Ú¨.¡V�T�,£§·T¡¢�T¡ � ¡V®C�¯¡ � �d¤­¥.� �¢�¯�T°
6 � ³´ ¡ � � ´ ¡¢ªÔ¡¯��  � �<�¯¤d� � �¸� ¦ �¯�T�¸� �¢�¯�Ø� �d� �¯¦ ¡ �¯�¢�¯¦¯� Ö�ª«� Ð �T¡�¹ � ¥ �}� � � � ¦ ¨T¥H£â·H�¯�H�E¤d�E¥N�T ¸¡ � ®¸� Ð� �H� ¦ �T¡V�T�¸× ¦ µ � �d× ��� � �d� ¡«·T�V¨ ¦ �d·¸�T� � � ´�°Të ¡¶¥N� ¦q� � ´ �.  � �L¨.�d®C�E¹}� � ¡�¥ �d�¢�¯¦ � � ¡¢�d�T¡ ´�º ó ° ðíîædæ¢ï�ä ¦ �¯�¸�H�¯� � ·H�E�H�¯¤d�E¥H�T T¡ � ®Y�d�V�L·T�T�¸� ½ �T·H� ´ �¯® � � ´7�,´ �87@¥N¡V® � �E�C¨.�T� ¦ �cè � �V¨.¡V�c©»� � � ã �¸¤ ³
® � �N� ¦ ·T�H� ¦ �¯×� H� ��� �§� ½ ¡V�T®¸� sup u+

¦d´ ¡ ��� � ρ 2
3 ¨.�E¥H©»�T� �¢� �}£ �d� ρ 1

3
°.� � � ®Y�E¥ � ® � ¨.�d®C�E¹z� ³� ¡�¥ �d���d¦ �»¨��±¥ � �T¡¢× ã � ÐÛ�Y�d¦ ¡¢�c©L¨.¡¢�T�T× ¦ ·H�¯�T�¯¤d�E¥N�¸ T¡ � ®C� ´a� ¥ �  H�¯¡«�¸¡«·T�T� ¦ ¡¶¨.¡¢� º ���T¡�£ � �¸�T�� � Ð �H�E�¸£TÖ �d� £X¥N�Û�¯�T�Û·¸� � ¥N¡	� � ·T�H� ¦ ¥N¡V�T�,£�µ � �d×Û� ã �T¤¯®T� °á �T�¯¤d� � ¡1íîæ±ð±ïÔä �V´�°7� �¯®¸©«¡!íîæ}ó­ïßèÔ¨N�d®C�E¹ º�¦ �E¡ �d� £é�V¡¶¥ � ¨.¡¢�T� ¦ � ���d� �E·T·T�T�d® � � ´ � ½ �T�¯�T� º�Ð�T¡ ã ¡¢�T�T×��V¨.�¸�d�T�V¨.�T�d�¢� � �H� ¦ �T¡V�¸�¸£¬ä æ ° æ±è ³ äçæ ° �Yèw·T�¸� �¯� ¥N� ¦ �T�

λk(t) = tαk , − 1

n− 1
< αk < 1, k = 1, . . . , n.

9 ¡ � �V¨õíîæ±ð±ï �.í æzóEïN� � �¸� ¦ �¯�q�H���T�E¹ ¦ � � �T� � ¡ Ð �T�¸®T��í �EïN� �V¦ £¸¹}�E� � � ½ ¡¢�T®C� ´ �Ò¼ � �T® ½ �¸× ! �T�T�H�¨H¥T£õ�T� ¦ �T� ´ ¡¢�T�T�Áµ�¥T¥H�T· � �¸ T¡ � ®T� Ðõ� �T� ¦ �T¡¢�T�T× � �h¥.�}¨.®T� ´ �õ®C�¯µV¼	¼	� ½ �T¡¢� � � ´ ���P�¯·T·T�T�¯® � � ³´ �T� � Ö*ª«� Ð§� �T� ¦ �T¡¢�T�T¡¯� � �d·T�c£,©Ú¡V�T�¸�d¡Ú® äçæ ° æ±è ° 4	�Òµ � � ´ · �Y� ��·T�T� Ð �V¨.� �d� £õ·T�T¡¢�V¨.�E¥N¡ ¦ � �d���� ªÔ¡ ���d¦ ¡¢�T� º ¡L�¯�H�±¥N� � �¸ T¡ � ®T�T¡ � � � ¨.�T� ��� ���.�Á�T¡¢¹ � ¥ �±� � � ·T�E¥ �  H�E¡ �d� £X¥N� ã � ·T�¸�Á©Ú¡ �¢� ®C� ´�d�¢�H�¯�T�¸ T¡V�T�¸���H� αk

°á �H� �¢� �}£,ª«¡V× ��� � �d� ¡«�V¡¶¥ � ¨.¡¢�T� ¦ � ���d� �T¡ ã ¡¢�T�T× � �H� ¦ �¸¡V�T�T× ä æ ° æ±è@�!äçæ ° #dè �d��� �¯�H� ¦ ¥H� ¦ � ³¡ �d� £q·T�T� �d� ¥N� ¦ �¸� ÍRÉYÄ;:¸Ç=<�ÍRÆ�ÅNÄEÅ§Â=>@?�ÉYÆRÉYÆ�ÂA< ¼ � �T® ½ �T× λk

¦ �d®¸�T¡ ��� �T� ��� �»� � ¥H£Ûä �¢´�°CB ðdè °á  H� ��� �T� �¢� ���H¨.�¯· �d� ®,�EÖ �d� £§¼ � �T® ½ �T� λk(t) = tαk ·T�T�Á·T�T�¯�¸¹ ¦ �­¥ � � º�Ð αk < 1
°

4	� ã ´ ¡ � �V¨å� � �T� ¦ �¯�(�H�!®,¥N� �V� �T T¡ � ®Y�d× � ¡ Ð �T�T®Y¡<¤c�¯� � ¡V�T� º�Ð ¼ � �¸® ½ �T× °�ë ¥T£ � Ð ·¸� ³��� �T�d¡¢�T�¸£ ´�ºì� �T�T¼	�d� ´ �,¹z�T� � ¡ ´ � �T� ¦ �T¡¢�T�T¡¯� �V¦ �V¨N£!¡V�V�Ø®1�H� ¦ �T� ´ ¡V�T�T�Øµ¶¥T¥N�T· � �T T¡ � ®Y� ´7�äj�H� ¦ �T� ´ ¡V�T�T�Õ·T�¯�H�¯¤d�­¥N�T T¡ � ®Y� ´7� è � �T� ¦ �T¡¢�T�TÖ �«´ ¥.�}¨ ã � ´ �<®Y�dµV¼	¼	� ½ �¸¡V� � � ´ ����� ´ ¡VÖ*ª«� ³´ � � �,¥ � � º ¡ � �T�T� � ¥T£T�T�T� �¢� �¬�T�Û®Y�d�d�¯¨.�T�T� � � º�Ð ·,¥N� � ®Y� �¢� £ Ð�°#ë ¥H£<·T�E¥ �  T¡¢�T�T�d�¢� � �H� ¦ �¸¡ ³�T�,£ �¢� �T�}£ �¯� £ê¤c�¯� � ¡¢�T� º ¡§¼ � �T® ½ �T����� ½ ¡V�T®¸� ¨H¥H£é®C� � �d� º�Ð �H� ¦ �¸� ´ ¡V�T� º � � �T� � � � ¡�¥ � �¸�¤E¥H�¸¹z� ��� � ®a®Y�d�¯�d¨N�T�H� � � º�´ ·,¥N� � ®Y� �¢� £ ´�°ED �¯®ê¤ � ¨.¡ � ·¸�d®C�E¹}�¯�¸�T��µ � � �é´ ¡ � �V¨ �¸¡ � ¥H�±©»�T�´ �V¨.�T¼	� ½ �T� � ¡ �d� £Ø�Ò¨H¥T£Û�T� �V�¢´ � � �T¡¢�T�¸£��¯·T·T�¸�d® � � ´ � ½ �T�d�T� º�Ð �T¡ ã ¡¢�T�T× °3 � � �¯� £Á�H�E¹�¨N¡�¥N¡¢�H�q�T� ã ¡ ���d� ·T�¯�H�¯�¢�H�¯¼	� ¦T°¸áFB ð � �d¤d�T�¯� ºa¦d� ·T� ´ �d�¶� � ¡¶¥ � � º ¡�¥N¡ ´�´�º ��T¡¢� � ¥H£¸�T�T� ´ ¡V�¸£¸Ö�ª«� Ðc� £»¼ � �T® ½ �¸£ Ð�°GB ó	·¸� �V¦ £,ª«¡¢� � �T�T¼	�d� ´ �¸¹}� ½ �T� � �H� ¦ �T¡V�¸�¸£q�q·¸� �¢� �T� ³¡¢�T�TÖê¤c�¯� � ¡V�T� º�Ð ¼ � �T® ½ �T× °CáHB �
¨.�d®C�E¹ º�¦ �¯¡ �¯� £Ò�¢¡�¥ � ¨N¡V�T� ¦ � �¢�¯� �T¡ ã ¡V�¸�T×öµ�¥¸¥N�T· � �T T¡ � ®T� Ð

ð



� �H� ¦ �T¡V�T�¸×���� ¦IB #L�Û·H�¯�H�¯¤¯�E¥N�T T¡ � ®T� Ð§� �H� ¦ �¸¡V�T�T× ° 4	�¯®Y�d�T¡ ½ � ¦JB�& �H� �V�V´ � � �T� ¦ �¯Ö �¯� £1�E· ³·T�¸�d® � � ´ � ½ �T�d�T� º ¡l�T¡ ã ¡V�¸�¸£ °á�¦ ¡�¨.¡ ´ �T¡V®Y� � �d� º ¡<�d¤d�¯¹V�H�} T¡V�¸�¸£ ° Kρ(x) � n
³ ´ ¡V�T� º × ® � ¤ � ½ ¡V� � �T� ´ ¦¬� �d T®Y¡ x ��T¡¢¤d�T� ´ 2ρ � �¢� �d�T�d� º ®Y� � �d�¸�d�V��·H�¯�T�­¥T¥N¡¶¥ � � º ®Y�d�d�¯¨.�T�H� � � º�´ � � £ ´ ò Kρ = Kρ(0)

°LK�� ¥H�
x = (x1, x) ä �±° ¡ ° x �â·T�¸�d¡V® ½ �¸£ x �H�õ·,¥N� � ®C� �¢�d� x1 = 0 è�� � � K ′

ρ(x) � (n − 1)
³�´ ¡¢�T�H�E£·T�¸�d¡V® ½ �¸£ Kρ(x)

°ë ¥H£(·¸�T�d�¸¹ ¦ �E¥ � �¸�d�V� ´ �T�}©Ú¡ �¢�¯¦ � E �d¤d�E¹z�H�} T� ´ |E| ¡V�V� n ³�´ ¡¢�T� � Ö ä ¦MB #�� (n + 1)
³´ ¡¢�T� � Ö�è ´ ¡V� �ON ¡¢¤d¡V�¶�,�H� E+ = E ∩ R

n
+

°� �E¥N�}©»� ´ f± = max{±f, 0} °PK�� ¥N� u �Ò�T¡¢·T�T¡¢� º�¦ �H�E£Á¼ � �T® ½ �,£�� � � Au
s = {x : u(x) >

s} �Ò¡V¡ ´ �T�}©Ú¡ ���d¦ � � �T� ¦ �¸£ °
Q R SX�UTWVYX[ZOSX�]\ ^ ���_ZO`ba �dcfegZ hiV»�]j[kX�_Zfc
4	�¯·T� ´ �T� ´ �T  � �Ò·T�­¥N�}©Ò� � ¡�¥ � �H�E£Á¼ � �¸® ½ �¸£ ϕ(τ) � τ > 0 �T�H�E¹ º�¦ �¯¡ �d� £ ÍRÉYÄ;:,Çl<�ÍRÆRÅm?�ÉYÆ=<�Î
ndo É@pgqr<Is[:�Æ=tluRÂRÉ"pwvRÅNÍ
<�ÀLt�Ã

α
¦ �¯®T�T¡ ��� �T� �¢� �L� � ¥H£yxwä ¤ � ¨N¡ ´ �d¤¯�¯¹z�H�} H� �d� µ � � ϕ ∈ Rα è¶�¡ � ¥N�ö¨H¥H£Õ¥NÖ�¤d�d�V� c > 0

ϕ(cτ)/ϕ(τ) → cα ·¸�T� τ → +0. (2.1)

7��H�­¥N�d�¢�T T�T�Ô�d·T�T¡�¨.¡�¥H£¸Ö �¯� £X�T¡V� � ¥T£T�T�T� ´ ¡¢�¸£TÖ*ª«�T¡ � £X¼ � �¸® ½ �T� ¦ �d®T�T¡ �¢� �¸� �¢� �Á¤¯¡ � ®Y�d�¸¡V  ³�T� �¢� � °3 ¦ �d× �¢�d¦ �	�¸¡V� � ¥H£¸�T�T� ´ ¡V�,£TÖ�ªÔ� Ðc� £q¼ � �T® ½ �¸× Ð �d�T� ã ���¸¹ �  T¡¢� º�°Y� �T� ¦ ¡�¨.¡ ´ �T¡¢®C� � �d� º ¡�¸¹��T� Ð �T� � ·T�E¥ � ¹ � ¡ ´�º ¡�¨��­¥N¡¢¡ °cë �¯®,�­¹}� � ¡�¥ �d���d¦ � ´ �}©»�T�«�H�¯× � ���,�H�¯·T�T� ´ ¡V��� ¦«´ �d�T�d�¢�H�¯¼	�T�íîæ��Eï °zÛÍRÉ¯À7Ç�Å Ï ÉYÆRÂ�É|{~}��H°��y���������
ϕ ∈ Rα ���f�I�-������� �|�����"����� �@� ��� ������� �P��� �r� � � ���P 

�f� ��¡¢� � c ∈ [c1, c2] �-� �£�-� ��¤ 0 < c1 < c2 < +∞ �{A�=�5�����
ϕ1 ∈ Rα1 � ϕ2 ∈ Rα2 ���f� ϕ1ϕ2 ∈ Rα1+α2

�=�5���y�
ϕ ∈ Rα �W�f� 1/ϕ ∈ R−α

�¥ �W�5���y�
ϕ1 ∈ Rα1 � ϕ2 ∈ Rα2 � �

α1 > 0 �U�f� ϕ2 ◦ ϕ1 ∈ Rα1α2

�L¦¨§ � � � � � � � � � ϕα2
1 ∈

Rα1α2

�© �ª�5���y�
ϕ ∈ Rα � α > 0 �«�f�w¬�­ �P®¢¯P�"°

ϕ
� ��±��@� � �8�)��� �²� � ® �r�f����� � � ® ��� � � � � � � �� ­ �³° � �

ϕ−1 ∈ R1/α

�
´ ���5�����

ϕ ∈ Rα � α > −1 �µ�f� �P� �f��¶·�@� �
ψ(t) =

∫ t

0
ϕ(τ) dτ

� ¤��r� � � ��° �µ�-� �P§ ��� ψ ∈
Rα+1

�¸ ���5�����
ϕ ∈ C1 � �

τϕ′(τ)/ϕ(τ) → α �-� �
τ → +0 �E�f� ϕ ∈ Rα

�5¹ � � ���O�f��¶	����� ���y�
ϕ ∈ Rα �ª�f� � ­¢ºf� � � � ­@��� � ���-�y��� �W�;� �_� � ¬A¬����y� �P¯P� �P­@����� ° ¬�­ �P®¢¯P�"°

ϕ1 ∈ Rα �µ�8� ® � ° �§ �f�
ϕ1(τ)

ϕ(τ)
→ 1,

τϕ′
1(τ)

ϕ1(τ)
→ α ·T�T� τ → +0. (2.2)

á ¨��­¥ � �T¡V× ã ¡ ´ �H� ´ ·T� � �T¡V¤ � Ö �d� £õ�T¡V®Y� � �d� º ¡ �Y�d¦ ¡¢�c©L¨.¡¢�T�¸£<� ´ ¡V�T� Ð ��·T�d�T�}©Ú¨.¡V�¸� º�Ð�T¡¢� � ¥H£¸�T�T� ´ ¡¢�¸£TÖ*ª«� ´ � � £(·,¥N� � �T� ��� £ ´ � °w� ¡V� ¦ �d¡Û�,¹Û�¸� Ð �H�¯·T� ´ �T�H�¯¡ � �¸¹ ¦ ¡ ��� �T�¯¡��T¡¢�H� ³¦ ¡¢� �¢�¯¦ �¼»	¡¢¤ º ã ¡ ¦ � °½�É@?�?�Ã¾{~}¿{�°£À ­ � � ¡
ϕk ∈ Rαk � k = 1, 2 ���-� �P§ ��� α1 > −1 � α2 > −1 � α1 + α2 > −1

�
Á�Â ��Ã

α = 0
û�ø	Ä}ø�ÅÇÆLÈ���Ä�É�ÃrÅE�­ø	Ê�ËÍÌ¢ø�ÿçû�Î·ÅY
Tÿ þ�Ï­ÿ����±úª
Tÿ���Å�Ð=Ñ ÿ�Ò�Î·ÅYÌ�ú�Ä��±ÿÓÎ û	�±ú�Î û	ÃE��ÈÓÏ�Å@�

ó



Ô ��¶����O�-� � −1 ≤ t1 < t2 ≤ 1

(t2 − t1)
t2∫
t1

ϕ1(|τ |)ϕ2(|τ |) dτ

t2∫
t1

ϕ1(|τ |) dτ ·
t2∫
t1

ϕ2(|τ |) dτ
� 1. (2.3)

Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � ° 4	¡ �C´ �­¥H£,£õ�¯¤¯ª«�T� �¢� ��� t2 ≥ |t1|
°g6 � ´ ¡ � � ´ �R  � �Û¹z� ´ ¡V�T�Û¼ � �T® ½ �T×

ϕ1 � ϕ2 �H�õµ¢® ¦ � ¦ �­¥N¡V� � � º ¡ ¦ � � ¥N¡ � � Ð �T�¯�¸£T¡ �¬� �¯� � �T� ã ¡V�¸�T¡âä ð ° ócè °�� �dµ � � ´7� � � �d�h¥N� � �T�·T�¸¡¶¨H¥N�}©Ú¡¢�T�TÖ$ð ° æd�T· ° ¸ � ´ �±©»�T� �  ¸� � � �d� �.  � �Ò¼ � �T® ½ �T� ϕ1 � ϕ2 �h¥.�±¨.®T�¸¡¯�N�
lim

t→+0

tϕ′
1(t)

ϕ1(t)
= α1, lim

t→+0

tϕ′
2(t)

ϕ2(t)
= α2. (2.4)

3 �d�h¥N� � �T�q·T�T¡�¨H¥N�}©Ú¡¢�T�TÖ$ð ° æ¯�H·T· °/{ � ´ �H¼ � �T® ½ �T�
ψ1(t) =

∫ t

0

ϕ1(τ) dτ, ψ2(t) =

∫ t

0

ϕ2(τ) dτ, ψ(t) =

∫ t

0

ϕ1(τ)ϕ2(τ) dτ

�ö�T¡V� � ¥H£T�T�¸� ´ ¡V�¸£¸Ö�ªÔ�T¡ � £ � ·T�d®C�E¹z� � ¡¶¥H£ ´ � α1 + 1 � α2 + 1 � α1 + α2 + 1
� �d� �¯¦ ¡ �¯�¢�d¦ ¡V�T�T� °6 �¯¼	�T® � �T� � ¡ ´  T� � ¥N� N ≥ 3 � � �¯®Y�d¡E�.  � �

Nα1+1 ≥ 4, Nα2+1 ≥ 4, Nα1+α2+1 ≥ 4. (2.5)

6 � �  ¸¡ � µV® ¦ � ¦ �­¥N¡¢� � �T�¯×Û¹}� ´ ¡V� º¿´ �}©»�T� �  ¸� � � �d� ��  � �»·¸�T� 0 < t ≤ 1/N

ψ1(Nt)

ψ1(t)
≥ Nα1+1

2
,

ψ2(Nt)

ψ2(t)
≥ Nα2+1

2
,

ψ(Nt)

ψ(t)
≥ Nα1+α2+1

2
. (2.6)

� �dµ � � ´7� �H¡ � ¥H� t2 ≥ Nt1 � � �
(t2 − t1)

t2∫
t1

ϕ1(|τ |)ϕ2(|τ |) dτ

t2∫
t1

ϕ1(|τ |) dτ ·
t2∫
t1

ϕ2(|τ |) dτ
� t2ψ(t2)

ψ1(t2)ψ2(t2)
=

ψ(t2)

t2ϕ1(t2)ϕ2(t2)
· t2ϕ1(t2)

ψ1(t2)
· t2ϕ2(t2)

ψ2(t2)
� 1

äj·T¡V� ¦ �d¡ � �d� � �¸� ã ¡¢�T�T¡ � ¥H¡¶¨ � ¡ � �¸¹Úä ð ° #dè �§ä ð °$& è¶�,·T� � ¥N¡�¨.�T¡V¡@�L�¸¹ � �d�V�¸�,  � � ¦d¦ �Y¨ � ä ð ° �Yè�µ � �
·T�¸�d�¸¹ ¦ ¡¶¨.¡¢�T�T¡l� ´ ¡V¡ �Ò¦ � � ¥N¡	·T�T¡�¨.¡�¥#�N�H� ¦ � º × (α1+1)(α2+1)

α1+α2+1
è °K�� ¥N�Á©Ú¡ t2 < Nt1 � � �»·T� � ¡V�d�T¡ ´ ¡ N �¯�¢�H�¯�¸©L�l¨T¥H£Á�T¡V®Y� � �d� º�Ð 1 < θ, θ1, θ2 < N

(t2 − t1)
t2∫
t1

ϕ1(|τ |)ϕ2(|τ |) dτ

t2∫
t1

ϕ1(|τ |) dτ ·
t2∫
t1

ϕ2(|τ |) dτ
=

ϕ1(θt1)ϕ2(θt1)

ϕ1(θ1t1)ϕ2(θ2t1)
� 1

äj·T� � ¥H¡¶¨.�T¡¢¡ � �d� � �T� ã ¡¢�T�T¡ � ¥N¡�¨ � ¡ � �¸¹l·T�T¡�¨H¥N�}©Ú¡¢�T�¸£§ð ° æ¯�T· °Ö� è ° �3 ¥N¡�¨ � Ö�ªÚ�­£ö¥N¡ ´�´ � �C�¯¦ ¡V�c©Ú¨��¯¡ � �T  � � ´ �T�}©Ú¡ ���d¦ �T�~× � �Eª«¡V¡)×�·T� ´ ¡¢�T¡ N ¡V¤¯¡V�¶�¸�C� �¢� �E¡ �d� £× � �¯ª«� ´ ×	�Á� � �¸� � � � ¡�¥ � �T� ´ ¡¢� º¿� �T¡V� � ¥H£T�T�¸� ´ ¡¢�¸£TÖ*ª«¡V× � £§·,¥N� � �T� ���d� Ö °

�



½�É@?�?�ÃI{~} ¥ °dÀ ­ � � ¡
ϕk ∈ Rαk � αk > −1 � k = 1, . . . , n

�¢Õf�³°Ø� ±������ � � � ¤d� � ��ÙÚ� � � �
E ⊂ R

n �r�-�y����� ��� �Û�«���P­
|E|∗ =

∫

E

ϕ1(|x1|) . . . ϕn(|xn|) dx1 . . . dxn.

Ô ��¶������ �³°8�yÜUÝ ��¶	� ε > 0
� � � ����� �Ó°

δ > 0 �~±�� ������° ºf���ª�f� �y¡¢® ���r� ε
�d� � Ý �Ó�@� (ϕk) �~�8� ® ���	�§ �f�8� �³°��;� �Ó¤ ® ­ Ý � �

Kρ(x
0) ⊂ K1

� �-��� � ± � � ��¡¢� ��¶	� � ±��«��� � �«��¶��2� � �rÙÚ� � � � � E
|E ∩Kρ(x

0)| ≤ δ · |Kρ(x
0)| =⇒ |E ∩Kρ(x

0)|∗ ≤ ε · |Kρ(x
0)|∗.

Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � ° 4�¡ �C´ �­¥H£,£é�d¤Eª«�T� ��� ��� ´ �}©Ò�T� �  ¸� � � �d� x0 ∈ R
n
+

°�6 �¯¼	�T® � �¸� � ¡ ´ T� � ¥N� N ≥ 3 � � �¯®Y�d¡E�Y  � � Nαk+1 ≥ 4 � k = 1, . . . , n �c�L¤ � ¨.¡ ´1�  T� � � �¯� � � �E®¸©Ú¡@�T¡@�d�V�T�¯�T�T T� ³¦ �­£Õ�d¤¯ªÔ�T� �¢� ���T  � � � �d T®C� x0 ¥N¡¢©»� � ×¢¤E¥H�¸¹z®Y��×
®Õ®Y�d�d�¯¨.�T�T� � � º�´ ·,¥N� � ®C� �¢� £ ´ xk = 0 ·T�T�
k ≤ m ��×�¨.�­¥N¡V®Y��×�� � ®Y�d�d�¯¨.�T�T� � � º�Ð ·,¥H� � ®Y� ��� ¡V× xk = 0 ·¸�T� k > m äj¹¶¨.¡ �¢� 0 ≤ m ≤ n è¶��Ú� ´ ¡¢�T�T�T�

x0
k ≤ N + 1

N − 1
· ρ, k = 1, . . . , m; x0

k >
N + 1

N − 1
· ρ, k = m+ 1, . . . , n. (2.7)

6 � ´ ¡ � � ´ ��  � �Û·¸�T�<¹z� ´ ¡V�¸¡q¼ � �T® ½ �T× ϕk �H�Áµ¢® ¦ � ¦ �­¥N¡V� � � º ¡ ¦ � � ¥N¡ ´ ¡V�H� |E|∗ ¥NÖ�¤¯� ³�¢� ´ �T�}©Ú¡ �¢�¯¦ � E �C´ �T�}©L�¯¡ �d� £Ë�H� ¦ ¡�¥N�¸ T�T� � � �¯�V�H�¯�¸�T T¡V�¸� � Ö � � � ¨.¡¶¥N¡V�T� � Ö � � � � ¥H£����� ·T�H� ¦ ¡�¨H¥N� ¦ � �¢�¯�Û�Y�d¦ ¡¢�c©L¨.¡¢�T�¸£<¥N¡ ´�´�º �¸¡ ´ ¡¢�¸£T¡ �d� £ °�� �dµ � � ´7��´ �}©Ò�¸� �  T� � � �¯� ��  � � ¦¯� ¡¼ � �T® ½ �¸� ψk(t) =
∫ t

0
ϕk(τ) dτ

� ¨.� ¦ ¥N¡ �¯¦ �d�c£TÖ � �¸¡V�H� ¦ ¡V� ���d¦ � ´
ψk(Nt)

ψk(t)
≥ Nαk+1

2
, 0 < t ≤ 1/N. (2.8)

Ñ ¹»ä ð ° .dè��1ä ð ° 0cè � ¥N¡¶¨ � ¡ � ��  � �
x0

k
+ρ∫

x0
k
−ρ

ϕk(τ) dτ �
{
ψk(ρ) � ρϕk(ρ), k = 1, . . . , m;

ρϕk(x
0
k), k = m + 1, . . . , n,

(2.9)

� � ® � ¨��
|Kρ(x

0)|∗ � ρnϕ1(ρ) . . . ϕm(ρ)ϕm+1(x
0
m+1) . . . ϕn(x0

n). (2.10)6 �¯× ´ ¡ ´�� £ � ¡V·T¡¢� � � ½ ¡¢�T®Y�d× ´ ¡V� º |E ∩ Kρ(x
0)|∗

°ÔÑ ¹F×¢·T�T�T� ½ �T·H�¿�H�E·T�E¥N�¸£¸Ö�ªÔ¡V× � £¦ �E�T� º × ä �V´�° ���H�¯·¸�T� ´ ¡V����íîæ�#Y�UÞP¡V�¯�T¡ ´ �êæ ° æ��¯ïßè � ¥N¡�¨ � ¡ � ��  � �é·T�¸� ¼	�T® � �¸�T� ¦ �¯�¸�T�d× ´ ¡V�T¡
|E ∩Kρ(x

0)| ´ �E® � � ´7�C´ |E ∩Kρ(x
0)|∗ ¨.� ��� �T�¶�¯¡ �d� £ � �d�Ó¨��,�T®Y�d�Ó¨�� E � ´ �T�}©Ú¡ �¢�d¦ � � �T� ¦ �¸£

Es = {x : ϕ1(|x1|) . . . ϕn(|xn|) > s}

·T�¸�«·T�V¨ Ð �V¨N£,ª«� ´ �d¤¯�H�E¹z� ´§¦dº ¤d�H�E�T�T� ´ s ä>¹}� ´ ¡¢�¸£¸£�¼ � �T® ½ �T� ϕk �H�*µV® ¦ � ¦ �­¥N¡¢� � � º ¡¯� ´ �}© ³�T� �  T� � � �¯� �T�T¡ �C´ �­¥T£¸£Õ�d¤Eª«�T� ��� ���¸  � � ´ �T�}©Ú¡ �¢�¯¦ � {ϕ1(|x1|) . . . ϕn(|xn|) = s} ·T�¸� ¦¯� ¡ Ð s� ´ ¡¢Ö �»´ ¡V� � �T�E¥ � è °ß  T¡ ¦ �C¨.�T�T� Kρ(x
0)
� �V¨.¡¢�c©Ò� �¯� £ ¦ ·H�¯�T�­¥T¥N¡¶¥N¡V·T�¸·T¡¶¨.¡

P(ρ) = {x : |xk| < 3ρ, k ≤ m; x0
k − ρ < xk < x0

k + ρ, k > m}.

#



3 ¨.� � �V�¯× ��� �d�T�¯� º �H�¸¹Òä ð ° æ ( è ¦ �C¨.�T�¸�T  � � |Kρ(x
0)|∗ � |P(ρ)|∗

°H� �dµ � � ´7� ¨.� �¢� � � �d T�¸�Ò� ½ ¡ ³�T� �d� |Es ∩ P(ρ)|∗ �N� ¦d¦ �C¨ �Õ� � ´�´ ¡ � �T�¸�Á� |Es ∩ P+(ρ)|∗
°á�¦ ¡�¨.¡ ´Ë´ �T�}©Ú¡ ���d¦ �

Ẽ1(δ̂, ρ) = P+(ρ) ∩ {x : xk > δ̂ρ, k ≤ m}; Ẽ2(δ̂, ρ) = P+(ρ) \ Ẽ1(δ̂, ρ).

Þ��d�Ó¨��¸�T�¯ T¡ ¦ �Y¨.�T�T� |Es ∩ P+(ρ)|∗ ≤ |Es ∩ Ẽ1(δ̂, ρ)|∗ + |Ẽ2(δ̂, ρ)|∗
°

Ñ ¹Òä ð °$à è��õä ð ° æ ( è � ¥N¡¶¨ � ¡ � ��  � �q·T�T�ö¨.� ��� � � �¯ T�T� ´ �±¥ º�Ð δ̂
|Ẽ2(δ̂, ρ)|∗ � |Kρ(x

0)|∗ ·
m∑

k=1

ψk(δ̂ρ)

ψk(ρ)
,

�Á·T� � � ´7� ¨H¥H£X¥NÖ�¤d�¯�V� ε > 0 �T�¯×C¨.¡ �d� £ δ̂ > 0 �T¹z� ¦ � � £,ª«¡V¡ � �E¥ � ®C�»� � ε � (ϕk) � � �E®C�¯¡¯�.  � �
|Ẽ2(δ̂, ρ)|∗ ≤ ε

2
|Kρ(x

0)|∗
°

ë �­¥N¡¢¡¯�H�H�Ú� � �T¡¢¹V®C¡ [δ̂, 1] � ´ ¡V¡ ´ ϕk(ρz) � zαkϕk(ρ)
° ß �d� Öw¨�� ���  T¡ � � ´(¦E� �d�T�¯× ��� �T�d®¸�¦ ä ð °/à èP·T�E¥ �  H�¯¡ ´1� �d� � �¸� ã ¡¢�T�T¡*�H� ´ �T�}©Ú¡ ���d¦ ¡ E1(δ̂, ρ) ä>¹�¨.¡ �V� zk = xk

ρ
� N̂ ¹z� ¦ � � � �l� �E¥ � ®C�

� � δ̂ � (ϕk) � µ �Ò·T�¸�d�¸¹ ¦ �E¥ � �T�¯¡l·¸�E¥N�}©Ò� � ¡�¥ � �T�d¡l T� � ¥N�Yè�Ù
zα1
1 . . . zαm

m > N̂µ =⇒
=⇒ ϕ1(x1) . . . ϕn(xn) > µϕ1(ρ) . . . ϕm(ρ)ϕm+1(x

0
m+1) . . . ϕn(x0

n) =⇒
=⇒ zα1

1 . . . zαm

m >
µ

N̂
.

ß ¤d�¯¹V�H�} T� ´ s = µϕ1(ρ) . . . ϕm(ρ)ϕm+1(x
0
m+1) . . . ϕn(x0

n)
° Þ��d�Ó¨��

|Es ∩ Ẽ1(δ̂, ρ)|∗ ≤
∫

z
α1
1 ... zαm

m >µ/ bN

xk≥bδρ, k=1,...,m
x∈P+(ρ)

ϕ1(x1) . . . ϕn(xn) dx1 . . . dxn ≤

≤ N̂ρnϕ1(ρ) . . . ϕm(ρ)ϕm+1(x
0
m+1) . . . ϕn(x0

n) ·
∫

z
α1
1 ... zαm

m >µ/ bN
zk≤1, k=1,...,m

zα1
1 . . . zαm

m dz1 . . . dzm.

á$� �,¥ � ä ð ° æ ( è	�H�¯×C¨.¡ �d� £ µ �#¹}� ¦ � � £¸ªÔ¡V¡ � �­¥ � ®Y�Ø� � ε � N̂ � αk � k = 1, . . . , m � � �¯®Y�d¡E�7  � �
|Es ∩ Ẽ1(δ̂, ρ)|∗ ≤ ε

2
|Kρ(x

0)|∗
°wáwº ¤d¡V�T¡ ´ µ �H�¯� ´ ¡¢� � ã � ´ �¸¹ ¦ �E¹ ´ �}©Ò� º�Ð � ¦ �¯¹ �¯´ ¡ ´ δ �

¹z� ¦ � � £,ª«¡V¡�� � µ � N̂ �ê�H�E¤d�d�H� (αk) � � �E®���  � � |K+
1 ∩ {z : zα1

1 . . . zαm
m > µ/N̂}| ≥ δ¨H¥T£a¥NÖ�¤d�d�¢� m ≤ n � ¨H¥H£ê¥NÖ�¤d�¯�V� ¦¯º ¤d�d�H� m ·T�d®C�E¹z� � ¡¶¥N¡V× αk �¸¹!� ´ ¡¢Ö�ªÔ� Ðc� £ °�*w� �¹z�¯®C�¯�T T� ¦ �¯¡ � ¨.�d®C�E¹z� � ¡¶¥ �d�¢�¯¦ �q¥H¡ ´�´�º�° �

á âãSÁ�U\�ä�SØå�æU\l�çå	�X�X�èj¼\�\�SÚ���X�[å�é�êØëìå«S[íl�US]î
¾w� ¨.¡ ´ ·T�¸¡¶¨.·T�­¥.�¯�¶� �¯� �N  � � ¦ ä æ ° �Yè

λk ∈ Rαk
, αk < 1, k = 1, . . . , n. (3.1)

6 � ´ ¡ � � ´ �#  � �§·T�T�<¹}� ´ ¡¢�T¡Ò¼ � �T® ½ �T× λk �T�Áµ¢® ¦ � ¦ �±¥N¡V� � � º ¡ ¦ � � ¥N¡ � �H� ¦ �T¡V�¸�T¡�äçæ ° æ±è � � ³Ð �H�¯�,£T¡ �L�¢¦ �dÖ �¢� � � ® �¯� � � �.� ¦ ä æ ° ócè�®Y�d� �¢� �¯� � � ν �¸¹ ´ ¡V�¸£¸¡ �¯� £ ¦ �d�V�H�E�T�T T¡¢�T�T�d¡� T� � ¥N�Ú�H�­¹ °
&



� �dµ � � ´7� � �	�  T¡ � � ´ ·T�T¡¶¨T¥N�}©Ú¡V�T�,£�ð ° æd�H· ° ¸ � ´ �}©»�T� �  T� � � �¯� ���¸¡Ô�d�¢�H�¯�T�T ¸� ¦ �E£Û�d¤¯ªÔ�T� �¢� ���  � � λk ∈ C1(]0, 1]) �H� tλ′
k(t)/λk(t) → αk ·¸�T� t → +0

° 4	�»� � �T� ½ � � ¡¶¥ � �T�d×Ø·¸�E¥ � � � ��¹z�±¨�� ³¨.� ´ ¼ � �T® ½ �T� λk  T¡ � � º�´ ·T�T�V¨.�E¥T©Ú¡V�T�¸¡ ´�°ë �­¥N¡¢¡¯�c·T� � ®Y�E¥ � ® � �¢¡�¥ � ¨.¡V�T� ¦ � �¢�¯� �l¥N�d®C�­¥ � �T�d¡ �V¦ �d× �¢�d¦ �T�c¡V�¢��¨.� �¢� � � �d T�T� �¯�¢� �¯�¸� ¦ � �¯�¦ ® � ¤d¡ KR0(x
0) b Ω

�l´ �­¥ º�´ äj�T�q¼l�¸® � �T�T� ¦ �¯�T� º�´ è@�T¡V¤d�¸� ´ 2R0 �Û·T�T�d�,¹ ¦ �E¥ � � º�´ ½ ¡¢� ³� �T� ´ x0 °Y� �T�qµ � � ´ �c¡ � ¥N� � �d T®C� x0 �H� Ð �V¨.� �d� £w×�¨��­¥H¡V®Y��×�� � k ³ ×L®Y�d�d�¯¨.�T�T� � �T�¯×Ò·,¥N� � ®Y� �¢� �ä �±° ¡ ° |x0
k| ≥ 2R0 è¶� ´ �}©»�T� �  T� � � �¯� ä � ¨ ¦ �¸�¶�E£Õ�H�} H�­¥H�«®Y�d�d�¯¨.�T�H� � �ö�¸¹ ´ ¡V�T� ¦ ·¸�T�ö�T¡¢�d¤ Ð �V¨.� ³´ � ��� � ν è��Y  � � λk ≡ 1 � x0

k = 0
° ÞP�¯®T� ´ �d¤d�H�E¹V� ´ �E¨.� ��� � � �¯ T�T�Ú�H� �¢�V´ � � �T¡ �¯�Ú� ¥ �  H�E×��,®Y�d�Ó¨.�

x0 �H� Ð �z¨N� �d� £m×¢¤E¥N�¸¹V®Y��×	®X�H�} H�±¥ � ®Y�d�d�¯¨.�T�H� � ä �±° ¡ ° |x0
k| < 2R0 � k = 1, . . . , n è °ï ÃC?�É"ðRÃTÆRÂ�É²�H°Cá µ � � ´ ·T�¯�H�¯�¢�H�¯¼	¡��¸¡V�V¨.�T�d®¸�H� � �¸� ¦ �¯¹V�T�T®C�¯Ö � �T¡V� � ¥H£T�T�¸� ´ ¡V�¸£¸Ö�ªÔ�T¡ ³� £X¼ � �T® ½ �¸���N·T�E¥ �  T¡¢�T� º ¡l�H�E¹¢¥H�T T� º�´ �Û·T�T¡V�¯¤d�H�E¹V� ¦ �¯�T�,£ ´ �X�¸¹ λk �H� � �¯®¸©«¡l�T�E¹z�T�¯�d¤d�H�E¹ ³� º ¡Ô�¯�V�¸¡V�¶� �¯º �¸¹Ô�T� Ð ��� ´ ¡VÖ�ªÔ�T¡«®Y�d�T¡¢ T� º ¡Ú·T�¸¡¶¨.¡¶¥ º ¦ � � ¥N¡ °+N ¡V�¢®C� ¦ �C¨.¡ �d� ��  � � ´ �}©»�T�¦dº ¤¯�H� �d� R0 ≤ 1 ��¹}� ¦ � � £¸ªÔ¡V¡ � �E¥ � ®Y�Á� � �H�¯¤d�d�T��ä λi è�� � �E®���  � �X¡ � ¥N� |xk| < 3R0 � ¦d� ¡Úµ � ��¯�¢�T¡V�¶� �dº × ´ �­¥N��� � ¥N�¸ H�¯Ö �¯� £A×@� � ·T�T¡�¨.¡�¥ � � º�Ð ¹z�T�± ¸¡V�T�T×�ä ¡ �¢� ¡ �¢�¯¦ ¡V�¸�T�T� ¦ ®,�­©L¨.� ´<� ¥ �  H�¯¡µ � � �C�¯¦ ¡V�c©Ú¨.¡V�¸�T¡Ô¤ � ¨.¡ � ®Y�d�¸®T�T¡ � �¸¹z�¸�T� ¦ �¯�¸�Yè °á�¦ ¡�¨.¡ ´ �T� ¦¯� Ö � � �¢� ¡ ´7� ®C�¯�d�¯¨.�T�H� �

yk =

xk∫

0

dτ√
λk(τ)

, k = 1, . . . , n. (3.2)

ß  T¡ ¦ �C¨.�T�¸�.·¸�T¡V�d¤¯�H�E¹z� ¦ �¯�T�T¡Òä ó ° ðdè¶� � �¯®�©Ú¡l®C�¯®��Á�d¤d�T� � �T�¯¡Ô®Á�T¡ ´7� � � ¨.� ¦ ¥N¡ �¯¦ �d�c£T¡ �ö�d� ¥N� ³¦ �¸Ö ! ¡�¥ � ¨.¡V�H� ¦ Ω
°.� �dµ � � ´7� ·T�d®C�E¹z� � ¡¶¥ � �Û®C�¯� �¢� �¯� � � ! ¡�¥ � ¨.¡V�T�Ú¨H¥H£X¥NÖ�¤d�d×�¼ � �T® ½ �T� ¦� �hÐ �V¨.� º�Ð ®Y�d�d�¯¨.�¸�H� � � Ð ¹}� ¦ � � � �«� �E¥ � ®Y�Ú� � ¡V¡
·¸�d®C�E¹}� � ¡�¥H£õä � �d� �d¦ ¡ �d�¢�¯¦ ¡V�¸�T�T�T®Y�d� ��� �¯� �¯º è! ¡�¥ � ¨N¡V�H� ¦ �T� ¦dº�Ð ®Y�d�¯�d¨N�T�H� � � Ð ��� � �¯®¸©Ú¡l� � �H�¯¤d�¯�H�Áä λi è °á

y
³ ®C�¯�d�¯¨.�T�H� � � ÐØ� �H� ¦ �T¡¢�T�T¡�äçæ ° æ±è�·¸�T�T�T� ´ �E¡ �§¦ �C¨aä ¨H¥H£ñ×¢·T¡¢�T¡ � �E©Ú¡¢�T� º�Ð ×q¼ � �T® ½ �¸×´�º � � Ð �H�¯�¸£¸¡ ´é��� �¯� º ¡��d¤d�¯¹V�H�} T¡V�T�,£Nè

L̃u ≡ −
n∑

i,j=1

ãij(y)uyiyj
+

n∑

i=1

ãii(y)βi(yi)uyi
= f(y), (3.3)

�Ó¨.¡
βk(yk) =

λ′k(xk)

2
√
λk(xk)

.

6 � ´ ¡ � � ´ �H  � �

σk ≡ lim
yk→0

ykβk(yk) = lim
xk→0

xkλ
′(xk)

λk(xk)
· lim

xk→0

xk∫
0

dτ√
λk(τ)

2xk

/√
λk(xk)

=
αk

2 − αk

∈] − 1, 1[.

á � �C¥ �Ø6 � ´ ¡V T�¯�T�¸£�æ ´ �}©Ò�T� �  T� � � �¯� �.  � �q¡ � ¥N� |xk| < 3R0 � � �
σk −

1 − |σk|
2

≤ ykβk(yk) ≤ σk +
1 − |σk|

2
. (3.4)

ß ¤d�H�­¹
® � ¤c� K3R0 ·¸�T�Õ·T�T¡¢�d¤d�H�E¹V� ¦ �¯�¸�T�<ä ó ° ðdè�¡ ���d� ·T�c£ ´ � � �¢�E¥ � � º ×Á·T�¯�H�­¥T¥H¡�¥N¡¢·T�T·T¡�¨R�H®Y� ³� �d� º ×��¯¤d�¯¹z�T�± ¸� ´ Π̃
°

.



á�¦ ¡�¨.¡ ´Ø� ¡V·T¡¢� � �H�¯¤d�d�_×¢�V¨.�T� ´ ¡¢�T� º�Ð ×�¼ � �¸® ½ �T×��¯�¸¹�®Y� � �¯� º�Ð ¤ � ¨ �Y�	� ®C�¯� �¢� � � �T�T� ¦ �E� º¤c�E� � ¡V� º�°½�É@?�?�Ã ¥ }��H°òÀ ­ � � ¡
Kρ(y

0) ⊂ Π̃
�óÔ ��¶	��� � � � ��­¢� ��°M§"����� � Bk �ª±�� ������° º � �d�f� �y¡¢® ��r� y0

k

�
λk

�
k = 1, . . . , n

� �5�8� ®¢� ��� § �f�O¬�­ �P®¢¯P�P�
wk(yk) = −y2

k + Bkxk
� ±���� ��¡

xk(yk) ô
¬�­ �P®¢¯P�"° ��� Ý �¢�-� � � °���õ@�¿����� � Ý�� �-��� Ü � ��� ����­ Ü º � � �£��� � ��� � � �r� �yö

�y�
0 < ν(1 − (σk)+) ≤ L̃wk ≤ 4ν−1 �

Kρ(y
0) ÷{A�

wk ��� � � � ¶��-���ø��� ®@��� ��­���� � �f� §"® � y0
k �W�-� �P§ ���

C1ρ
2 ≤ wk(y

0
k) − wk(y

0
k + ρ) ≤ C2ρ

2; C1ρ
2 ≤ wk(y

0
k) − wk(y

0
k − ρ) ≤ C2ρ

2, (3.5)

¶����2��� � ��Ù � �f� ��¡¢�P� � ® � ��� �8� � � �
C1, C2 ±�� ������° �ù�f� ��¡¢® �'�r� � � Ý �Ó�@� �

λi

� ÷¥ �P� ­¢ºf� � � � ­@��� ϑ > 0 �P±�� �;����° ºf�����f� �y¡¢® �µ�r� � � Ý �Ó�@� �
λi

� �+�8� ® ���	� § �f�Y� ���y� |1− ρ
y0

k

| ≤
ϑ ���f�

Ĉ1ρ
2 ≤ wk(y

0
k) − wk(y

0
k − ρ) ≤ Ĉ2ρ

2, (3.6)

¶���� ® � ��� �8� � � �
Ĉ1, Ĉ2 �8� ® ÙÚ��±�� �;����° �ú�f� ��¡¢® �f��� � � Ý �Ó�@� �

λi

� ���-� �P§ ��� Ĉ2 ≤ 5
4
Ĉ1

�
Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � ° 4	¡¢·T� � �T¡¶¨ ���d¦ ¡¢�T� º ×a·T�V¨ �  ¸¡ � ¨.�¯¡ � L̃(−y2

k) = 2ãkk(1 − ykβk(yk))
°� � � ®C�­¥ � ® � Lxk = 0 � ¦¯¦ �C¨ � ä ó ° �Yè �V¦ �¯× �¢�¯¦ � �q¦dº ·T�E¥N�¸¡V�T�q·T�T�Õ¥NÖ�¤¯� ´é¦dº ¤¯�d�T¡ Bk

°
ë �­¥N¡¢¡¯�7¹}� ´ ¡ � � ´ �   � �1·¸�T� y0

k = 0
´ �}©»�T��·T�E¥N�}©»� �d� Bk = 0 �7� �¢¦ �d× ���d¦ � {Ë��� �¯�T� ³¦ � �d� £a�d T¡ ¦ �C¨.� º�´�°�K�� ¥N�ê©Ú¡ y0

k 6= 0 � � � ¦¬� �,¥ � � � ´�´ ¡ � �T�¸� ´ �}©»�T� �  T� � � �d� y0
k > 0

°� � � ®C�­¥ � ® � dxk/dyk =
√
λk(xk) � �d� ¥H� ¦ �T¡ w′

k(y
0
k) = 0 ¤ � ¨.¡ �Õ¦¯º ·T�E¥N�T¡¢�T�T�.¡ � ¥N�Ø·T�E¥N�}©»� �d�

Bk =
2y0

k√
λk(xk(y0

k
))

° ß �d´ ¡ � � ´ �.  � �T� � �d�h¥N� � �T�»·T�T¡�¨H¥N�}©Ú¡V�¸�TÖ�ð ° æd�¸·T· ° ¥ ³ ´ �
yk√

λk(xk(yk))
∈ R1−σk

� ¦ �E¹z�H� ��� �¯Ö�ª«�E£Á¼ � �¸® ½ �¸£�� (3.7)

�±° ¡ ° Bk ¹}� ¦ � � � � � � y0
k

´ �d�T� � �d�T�T�¸���Ø·T� � � ´7� ·T�T�Ø¼	�T® � �T�¸� ¦ �¯�T�¸� ´ Bk ¼ � �T® ½ �¸£ wk

¦ �¯¹ ³�H� �¢� �¯¡ � �H� ] −∞, y0
k[ � � ¤ º�¦ �E¡ � �H� ]y0

k,+∞[
°Ñ�´ ¡V¡ ´

wk(y
0
k) − wk(y

0
k + ρ) = ρ2 + 2y0

k

(
ρ+

xk(y
0
k)√

λk(xk(y0
k))

− xk(y
0
k + ρ)√

λk(xk(y0
k))

)
.

² �E¹¢¥.�E�¶�E£ xk(y
0
k + ρ) ·T�L¼	�d� ´7� ¥N¡«Þ�¡V×,¥N�¯�H�¸�T·T�­¥ �  H�¯¡ ´

wk(y
0
k) − wk(y

0
k + ρ) = ρ2

(
1 − y0

k

2
√
λk(xk(y0

k))
· λ′k(xk(y

0
k + θρ))

)
, (3.8)

�Ó¨.¡ θ ∈]0, 1[
°Ñ ¹Òä ó ° .dè ¦ �C¨N�T�T�T  � �

∣∣∣y
0
k · λ′k(xk(y

0
k + θρ))

2
√
λk(xk(y0

k))

∣∣∣ ≤
∣∣∣(y0

k + θρ) · λ′k(xk(y
0
k + θρ))

2
√
λk(xk(y0

k + θρ))

∣∣∣ = |(y0
k + θρ)βk(y

0
k + θρ)|,

� � ® � ¨�� 1−σk

2
ρ2 ≤ wk(y

0
k) − wk(y

0
k + ρ) ≤ 3−σk

2
ρ2 °

0



áw� �d�T�d¡X�T¡¢�H� ¦ ¡¢� �¢�¯¦ � ¦ ä ó ° #¯è	¨.�d®C�E¹ º�¦ �¯¡ �¯� £é�T¡ � ®Y�E¥ � ®C� � ¥H�±©»�T¡¢¡ ° 7��T�­¥N�d�¢�T T�T�éä ó ° 0cè¶�� ´ ¡¢¡ ´
wk(y

0
k) − wk(y

0
k − ρ) = ρ2

(
1 − y0

k

2
√
λk(xk(y0

k))
· λ′k(xk(y

0
k − θρ))

)
.

� �T¡�¨.·T�E¥N�}©»� ´ � �T�± T�­¥.�¸��  � � ρ ≤ δy0
k �.�Ó¨.¡« ¸� � ¥N� δ ∈]0, 1[ ¤ � ¨.¡ �Õ¦¯º ¤d�H�¯�T�Ò�T�¸©Ú¡ °�á�� �,¥ �·T�¸¡¶¨H¥N�}©Ú¡¢�T�¸£§ð ° æd�T· °Ö� � 6 � ´ ¡V H�E�T�¸£�æ	� � �d� � �T� ã ¡¢�T�¸£!ä ó ° .dè ´ �}©»�T� �  T� � � �d� �.  � �

y0
k

√
λk(xk(y

0
k − θρ))

(y0
k − θρ)

√
λk(xk(y0

k))
≤

( y0
k

y0
k − θρ

)1−σk

· 4 − |σk|
3

≤ 4 − |σk|
3(1 − δ)1−σk

,

�X·T� � � ´7�
∣∣∣ y0

k

2
√
λk(xk(y0

k))
· λ′k(xk(y

0
k − θρ))

∣∣∣ ≤ 4 − |σk|
3(1 − δ)1−σk

· |(y0
k − θρ)βk(y

0
k − θρ)|.

á�º ¤¯�H� ¦ δ = 1 − (1 − (1 − |σk|)2/9)
1

1−σk �T·T�­¥ �  T� ´(¦ µ � � ´é� ¥ �  H�¯¡
1 − |σk|
2 + |σk|

ρ2

2
≤ wk(y

0
k) − wk(y

0
k − ρ) ≤ 7 + 5|σk|

2 + |σk|
ρ2

2
.

�
�d���d�»� ¡V·T¡¢� � δy0
k ≤ ρ ≤ 2y0

k

° ÞP�d�Ó¨.�L�,¹�·¸�T¡¶¨ º ¨ � ªÔ¡V×§� ½ ¡V�T®¸��·T�E¥ �  T�¯¡ ´

wk(y
0
k) − wk(y

0
k − ρ) ≥ wk(y

0
k) − wk(y

0
k − δy0

k) ≥ 1 − |σk|
2 + |σk|

· (δy0
k)

2

2
≥ 1 − |σk|

2 + |σk|
· δ

2

8
ρ2.

3 ¨.� � �V�¯× ��� �d�¸�d� º � xk√
λk(xk)

= xk · dyk/dxk �T� yk(xk) ∈ R 2−αk
2

°Tá � �,¥ � ·T�T¡�¨H¥N�}©Ú¡V�¸�¸£�ð ° æ¯�
· ° ¸ �H� 6 � ´ ¡V H�E�T�¸£<æ ´ �±©»�T� �  ¸� � � �d� �.  � � Bkxk(y

0
k) ≤ 2(2 − αk)(y

0
k)

2 �¸�Û·T� � � ´7�
wk(y

0
k) − wk(y

0
k − ρ) ≤ wk(y

0
k) − wk(−y0

k) = 2Bkxk(y
0
k) ≤ 4(2 − αk)(y

0
k)

2 ≤ 4
2 − αk

δ2
ρ2.

�
�d���d� �N�H�¯®Y�d�¸¡ ½ � ρ ≥ 2y0
k

° ÞP�d�Ó¨�� −ρ ≤ y0
k − ρ ≤ −ρ

2
�T�Á·T� � � ´7�

ρ2

4
≤ −wk(−

ρ

2
) ≤ wk(y

0
k)−wk(y

0
k − ρ) ≤ wk(

ρ

2
)−wk(−ρ) ≤ 2Bkxk(ρ)+ ρ2 ≤ (9− 4αk)ρ

2,

  � �q¹z�¯®C�¯�T T� ¦ �¯¡ � ¨.�d®C�E¹z� � ¡¶¥ �d���d¦ �ö· °û{�°á �d� ¥H� ¦ �¸£ Ð · ° ¥ � ´ ¡V¡ ´ y0
k > 0 � |y0

k − ρ| ≤ ϑy0
k

°N� �dµ � � ´7�
Bk

(
xk(y

0
k) − xk(ϑy

0
k)

)
− (1 − ϑ2)(y0

k)
2 =

= wk(y
0
k) − wk(ϑy

0
k) ≤ wk(y

0
k) − wk(y

0
k − ρ) ≤ wk(y

0
k) − wk(−ϑy0

k) =

= Bk

(
xk(y

0
k) + xk(ϑy

0
k)

)
− (1 − ϑ2)(y0

k)
2.� � � ®Y�E¥ � ® � xk(yk) ∈ R1+σk

� ¦1� �,¥ �H6 � ´ ¡V H�E�T�¸£ æ ´ �}©Ò�¸� �  T� � � �¯� �9  � � xk(ϑy
0
k) ≤

2ϑ1+σkxk(y
0
k)
°cë �­¥N¡¢¡¯� ¦Ô� �C¥ � ·¸�T¡¶¨H¥H�±©«¡V�T�¸£Xð ° æ¯�C· ° ¸ �¸� 6 � ´ ¡V H�E�T�¸£Ûæ ´ �}©Ò�T� �  T� � � �d� �¸  � �

(1 − ϑ)(2 − αk)

(1 + ϑ)2
ρ2 ≤ (1 − ϑ)(2 − αk)(y

0
k)

2 ≤ Bkxk(y
0
k) ≤

≤ (1 + ϑ)(2 − αk)(y
0
k)

2 ≤ (1 + ϑ)(2 − αk)

(1 − ϑ)2
ρ2,

�X·T� � � ´7�
(
1 − αk − c(ϑ, σk)

)
ρ2 ≤ wk(y

0
k) − wk(y

0
k − ρ) ≤

(
1 − αk + c(ϑ, σk)

)
ρ2,

�Ó¨.¡ c→ 0 ·T�T� ϑ→ 0
°ß �¢� �­¥H� �V�»¦dº ¤d�H� �¯� ϑ � �E®��H  � � c(ϑ, σk) ≤ 1−αk

9
·T�T� ¦d� ¡ Ð k = 1, . . . , n

°
�

à



ü ýòX]XÛ�]þ]é
�]ÿÁ�ªe�jÁ��� e�X[V¼ÿØå��
á � ¦d� ¡ Ð ¥N¡ ´�´ � Ð µ � �¯�V�X·H�¯�H�E�V�H�¯¼l�Ò·¸�T¡¶¨.·¸�E¥.�¯�¶�¯¡ �d� £���  � �Õ¼ � �T® ½ �,£ v ∈ W 2

n(K3R0) ·T� � ¥N¡·T¡¢�T¡ Ð �V¨��»® y ³ ®Y�d�d�¯¨.�T�H� � � ´ �T¡¢� � �T� ½ � � ¡�¥ � �H� ¦ ® � ¤d¡ Kρ(y
0) ⊂ Π̃ � � ¨.� ¦ ¥N¡ �¯¦ �d�c£T¡ �Ò¦ �T¡ ´

�T¡¢�H� ¦ ¡¢� �¢�¯¦¯� L̃v ≥ −f(y) · °ô¦T°Ná�¦ ¡�¨.¡ ´ �d¤d�¯¹V�H�} T¡V�¸�T¡ λ = det(Λ) =
∏n

k=1 λk

°
9Ûºõ� ¥N¡�¨ � ¡ ´ ®,¥.� �¢� �T ¸¡ � ®Y�d× �hÐ ¡ ´ ¡�íôóEï °}� ¡V� ¦ �­£�¥N¡ ´�´ ��·T�¯®,�­¹ º�¦ �¯¡ � �±  � �@¡ � ¥N� ¦ ®C�¯®Y� ´P³ � �® � ¤d¡ ´ �T�}©Ú¡ �¢�¯¦ � � �T� ¦ �¸£ Av

s � ´ ¡V¡ � ¨.� �¢� � � �d T�T�»¤d�E¥ � ã � Ö ´ ¡¢� � � � �»�T¡¢®Y� � �d� º × ´ ¡V� � ã �T×® � ¤ ½ ¡¶¥N�T®Y� ´ ¥H¡¢©»� �<¦<´ �¸�±©«¡ �¢�¯¦ ¡ � �T� ¦ �¸£ Av
s/2 ä � ·T�¯·T�H� ¦ ®Y�d×â�H�Ø·T�T� ¦¯� Ö5 H� �¢�¯�<� �H� ¦E³

�T¡¢�T�¸£Hè °�� �E¥ � ®,¥N�d�¸�T�d¡§�H�­¹ ¦ �¯�¸�T¡ ×¶¥N¡ ´�´ �!� � �Eª«¡ ´ ´ �T�}©Ú¡ �¢�d¦ ¡¢×§�d¤-,�£ � �¸£¸¡ �d� £ � ¡ ´ ��  � �´ �T�}©Ú¡ �¢�¯¦ � ���r�f­��y� �;� ��� s £ ¦ ¥H£¸¡ �¯� £m× � �¯ª«� ´ ×dä � ´ ¡¢¡ �Ò´ �­¥ � Ö ´ ¡V� � è °½�É@?�?�Ã © } �H°�� ­¢ºf� � � � ­ Ü � ® � ��� �8� � � �
ζ ∈]0, 1[ � η ∈]0, 1[ � γ > 0

�
C3 > 0 �A±�� ������°P 

º � �ç�f� �y¡¢® �¼��� n � ν �£� � Ý �Ó�@� �
λi

� ���8� ®¢� �	� § �f�¼� ���y� � �C°�® � ® ��¶��   �f� s > 0
�;� ��� �y� � � �� ���@� � � ��� � � � |Kρ(y

0) ∩ Av
s| ≥ (1 − ζ)|Kρ(y

0)| �W�f�
v ≥ s

2
− C3ρ

γ
∥∥∥ f+√

λ

∥∥∥
n,Kρ(y0)

¦
Kηρ(y

0). (4.1)

Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � °H� � �¢� �T�d� ´ ¤c�¯� � ¡¢�T� � Ö ¼ � �T® ½ �TÖ
W (y) =

1

C1ρ2

n∑

k=1

wk(yk) + C̃, (4.2)

�Ó¨.¡ wk �Õ¼ � �T® ½ �¸� ¦ ® � ¤¯¡ Kρ(y
0) �H�d·T�¸¡¶¨.¡¶¥N¡V�T� º ¡ ¦ ¥N¡ ´�´ ¡«ó ° æd� C1 �Õ®Y�d� ��� �¯� � �Õ�¸¹öä ó ° #dè¶�� C̃ ·T�V¨.¤d�¸�H�¯¡ �¯� £��,¹ �¯� ¥N� ¦ �¸£ W (y0) = 1

°TÑ ¹Òä ó ° #¯è � ¥N¡�¨ � ¡ � ��  � � W ∣∣
∂Kρ(y0)

≤ 0
°

� ¡V�T¡¢×C¨.¡ ´¿¦
x
³ ®Y�d�d�¯¨.�T�H� �dº �<�d¤d�¯¹V�H�} T� ´ x0 �d¤¯�H�E¹ y0 � Πρ(x

0) ·¸�Y£ ´ � � �V�E¥ � � º ×1·T� ³�H�±¥T¥N¡�¥H¡V·T�T·¸¡¶¨X�L�d¤¯�H�E¹ Kρ(y
0)
°G6 �O×¢·T¡V�¸¡ � �}¨.®C� ´ �A×�¼ � �T® ½ �¸× � � Ð �H�¯�T� ´ ·T�¸¡¢©»�T�T¡��¯¤d�¯¹z�T� ³ T¡¢�T�¸£ °ß  T¡ ¦ �C¨.�T�T�R¼ � �T® ½ �¸£ sW (x) − v(x) �T¡¢·T�E¥N�}©»� � ¡¶¥ � �H�§�T� ∂Πρ(x

0)
°�� �T� ´ ¡V�,£¸£!®1�T¡V×·T�¸�T� ½ �T· ´ �¯® � � ´7�C´ �f7*¥N¡¢® � �¯�C¨N�T� ¦ ��äÓíîæ & ïßè��H·T�­¥ �  T� ´

( max
Πρ(x0)

(sW − v)+)n ≤ N1(n)|Πρ(x
0))| ·

∫

AsW−v
0 ∩Πρ(x0)

(L(sW (x) − v(x)))n
+

det(A)
dx ≤

≤ N1(n)

νn
|Πρ(x

0))| ·
∫

AsW−v
0 ∩Kρ(y0)

(L̃(sW (y) − v(y)))n
+√

λ(x(y))
dy.

3 �d�h¥.� � �T�L¥N¡ ´�´ ¡ló ° æd�T· °Ö� � L̃(sW − v) ≤ 4nν−1

C1ρ2 s+ f+(x)
°N� �¯µ � � ´7�

(sW − v)+ ≤ N2(n)

ν
|Πρ(x

0))| 1
n ·

(
s
|AsW−v

0 ∩Kρ(y
0)|

1
n∗

νC1ρ2
+

∥∥∥ f+√
λ

∥∥∥
n,Kρ(y0)

)
,

�Ó¨.¡E�.�¯�H�­¥N�¯�V�T T�¸�Ú¥H¡ ´�´ ¡Ôð ° ðC�
|E|∗ =

∫

E

dy1 . . . dyn
n∏

k=1

√
λk(xk(yk))

.

æ (



� � � ®Y�E¥ � ® � W ≤ 1 �w¥N¡V�¢®Y� ¦ �C¨N¡ �d� �*  � � (
AsW−v

0 ∩ Kρ(y
0)

)
⊂ Kρ(y

0) \ Av
s

°@á�¦ ¡�¨N£
�d¤¯�¯¹z�H�} T¡¢�T�T¡ ε = |Kρ(y0)\Av

s |∗
|Kρ(y0)|∗ �T·T�­¥ �  T� ´

v(y) ≥ sW (y) − N2(n)

ν
|Πρ(x

0))| 1
n ·

(
s

(ε|Kρ(y
0)|∗)

1
n

νC1ρ2
+

∥∥∥ f+√
λ

∥∥∥
n,Kρ(y0)

)
. (4.3)

6 � ´ ¡ � � ´ �H  � �

|Πρ(x
0))| · |Kρ(y

0)|∗
ρ2n

=

n∏

k=1

y0
k
+ρ∫

y0
k
−ρ

√
λk(xk(yk)) dyk ·

y0
k
+ρ∫

y0
k
−ρ

dyk√
λk(xk(yk))

ρ2
.

3 �d�h¥.� � �T�ê¥N¡ ´�´ ¡(ð ° ðC��·T� � ¥H¡¶¨.�T¡¢¡ ¦dº �T�E©Ú¡V�¸�T¡Ë�¯�V�H�¯�¸�T T¡V�¸��®Y�d� ��� �¯� � �¯×���¹z� ¦ � � £,ª«¡V×� �E¥ � ®Y�q� � �H�¯¤d�d�T�Ûä λi è °N� �dµ � � ´7� � ½ ¡V�T®C�Ûä�� ° ócè ���  T¡ � � ´ ä ó ° #¯è�¨��¯¡ � ·T�T� y ∈ Kηρ(y
0)

v(y) ≥ s
(
1 − nC2

C1
η2 −N3ε

1
n

)
−N4|Πρ(x

0))| 1
n

∥∥∥ f+√
λ

∥∥∥
n,Kρ(y0)

(4.4)

ä>¹�¨.¡ �V� C2 �Ò®Y�d� ��� �¯� � �Ò�¸¹Òä ó ° #¯è��H� N3 � N4 ¹}� ¦ � � £ �q� �E¥ � ®C�»� � n � ν �Á�H�¯¤d�¯�H�Áä λi èhè °� � � ®Y�E¥ � ® � √
λk(xk(yk)) ∈ Rσk

�H¼l�¯� ´7� ¥.�Áä ð ° æ ( è�¨��E¡ �

|Πρ(x
0)| � ρn

m∏

k=1

√
λk(xk(ρ)) ·

n∏

k=m+1

√
λk(xk(y0

k)) ≤ N5ρ
nγ, (4.5)

�Ó¨.¡ γ = 1
2
− 1

2n

∑n
k=1(σk)− > 0 �H� N5 ¹}� ¦ � � � �»� �E¥ � ®Y�q� � �H�¯¤d�d�T�Ûä λi è °� �V¨ �¢� � ¦ � ´ ä�� ° #dè ¦ ä�� ° �Yè���·¸�E¥N�}©Ò� ´ η =

√
C1/(4nC2) � C3 = N4N

1
n

5

° ß ��� �­¥N� �¢� ¹}� ´ ¡ ³� � �d� �C  � � � �d�h¥N� � �T�	¥N¡ ´�´ ¡
ð ° ó�� ½ ¡¢�T®C� |Kρ(y
0) \Av

s| ≤ ζ · |Kρ(y
0)| ·T�T�Ú¨.� �¢� � � �d T�¸� ´ �­¥N� ´

ζ �d¤d¡ � ·T¡¢ T� ¦ �¯¡ � ε ≤ (4N3)
−n �H  � �«¨��¯¡ � ä � ° æ±è ° �3 ¥N¡�¨ � Ö�ªÚ�­£Ë¥N¡ ´�´ �<·T�¯®,�­¹ º�¦ �¯¡ � ��  � �<·T�E¥N�}©»� � ¡¶¥ � �H�­£F×¢·¸�z¨N·T�d�T®C�P×»¨H¥H£ v �H�<�¢�H�¯�T�¨.� �¢� � � �d T�T�!¤¯�E¥ � ã �d�V�õ·T�V¨.® � ¤c�¸�7¥N¡�©L�Eª«¡¢×(¤E¥N�,¹z®Y�1®Ë®C�¯�d�¯¨.�T�H� � �T�d× ·,¥H� � ®Y� ��� ��� ´ �±©«¡ �¤ º9�¯� ·¸¡V�T¡¢¤d�T� ã ¡V�H�q T¡V�T¡�¹Ôµ �¯� ·,¥H� � ®Y� ���d� ·¸� � �d�T®Y� ´7� × ´ � ��� �T® � × °½�É@?�?�Ã © }Ö{�°�� ­¢ºf� � � � ­ Ü � ® � ��� �8� � � �

ϑ̂ ∈]0, 1
4
[

�
C4 > 0 �g±�� �;���Ó° º � �«�f� ��¡¢® �8�r�

n � ν �I� � Ý �Ó�@� �
λi

� �W�8� ®¢� �	� § �f�8� �����
0 ≤ y0

m ≤ (1− ϑ̂)ρ � �C°w� � ® �r�f�Ó�y��¶	� m � �P­ � � ¡ � �C°
�r�-�y���;� � � �P� � � � �

m = 1
� � � � �³°M® � ® ��¶	�   �f� s > 0

� �]� � ��Ù � � � � � {ϑ̂2ρ} × K ′
(1−bϑ)ρ

(y0)��� ��� �y� � � � � ���@� � � ��� � � � v ≥ s ���f�
v ≥ s

2
− C4ρ

γ
∥∥∥ f+√

λ

∥∥∥
n,Kρ(y0)

¦ ·H�¯�H�­¥¸¥N¡�¥N¡¢·T�T·T¡�¨.¡ ] − ϑ̂2ρ, ϑ̂2ρ[×K ′
bϑρ

(y0), (4.6)

�Ó¨.¡ γ �ö®Y�d� �¢� �¯� � �»�¸¹�¥N¡ ´�´�º � ° æ °Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � ° 4	¡ �C´ �­¥H£,£Ô�d¤Eª«�T� ��� ��� ´ �}©Ò�¸� �  T� � � �¯� ϑ̂ ≤ ϑ �±�Ó¨.¡ ϑ �	®Y�d� ��� �¯� � �
�¸¹¥N¡ ´�´�º ó ° æd�H· ° ¥ °Há�¦ ¡�¨.¡ ´ �d¤d�¯¹V�H�} T¡V�T�¸¡ ŷ0 = (−ϑ̂ρ, y0) �Á·T� ��� �T�¯� ´ ¤c�E� � ¡V�¸� � Ö�¼ � �T® ½ �¸Ö
Ŵ (y) =

1

C1((1 − ϑ̂)ρ)2

n∑

k=2

wk(yk) −
w1(y1)

Ĉ1(ϑ̂(ϑ̂+ 1)ρ)2
+ C̃, (4.7)

ædæ



�Ó¨.¡ wk �X¼ � �T® ½ �T� ¦ ® � ¤d¡ Kρ(ŷ0) �.�¯·T�T¡¶¨N¡�¥N¡¢�T� º ¡ ¦ ¥H¡ ´�´ ¡�ó ° æ¯� C1 � Ĉ1 �Õ®Y�d� �¢� �E� �dº �¸¹
ä ó ° #¯è��1ä ó °$& è � �d� �d¦ ¡ �d�¢�¯¦ ¡V�¸�T�T��� C̃ ·T�V¨.¤¯�T�H�¯¡ �d� £Û�¸¹ �d� ¥H� ¦ �¸£ Ŵ (ϑ̂2ρ, y0) = 1

°
² � �V�V´ � � �T� ´ ·T�c£ ´ � � �¢�E¥ � � º ×Ø·T�¯�H�­¥T¥H¡�¥N¡¢·T�T·T¡�¨ � �E¥Hª«�¸� º ϑ̂(ϑ̂ + 1)ρ ��·¸�T� ´�º ®C�¯Ö�ªÔ�T×

®X·,¥N� � ®Y� �¢� � y1 = ϑ̂2ρ Ù
˜̂
Πρ =] − ϑ̂ρ, ϑ̂2ρ[×K ′

(1−bϑ)ρ
(y0) ⊂

(
Kρ(ŷ0) ∩Kρ(y

0)
)
.

Ñ ¹
ä ó ° #dè��Cä ó °$& è � ¥N¡¶¨ � ¡ � �¯  � � Ŵ ∣∣
ebΠρ

≤ 1 �±� Ŵ ≤ 0 �H� ∂ ˜̂
Πρ �}¹z��� � ®,¥NÖ� ¸¡V�T�T¡ ´ �V�H�¯�¸� y1 = ϑ̂2ρ

°
ë �­¥N¡¢¡¯� � �d�h¥.� � �T�L¥H¡ ´�´ ¡�ó ° æ¯�T· °Ö� �

L̃Ŵ ≤ 1

ρ2
·
(4(n− 1)ν−1

C1(1 − ϑ̂)2
− ν(1 − (σ1)+)

Ĉ1ϑ̂2(ϑ̂+ 1)2

)
.

ß ¤d�¯¹V�H�} T� ´ ϑ1 ·T�E¥N�}©»� � ¡¶¥ � � º ×ö®Y�d�¸¡V� ��¦dº �H�E©Ú¡¢�T�¸£ ¦ ·T� � ¥H¡¶¨.�T¡¢× � ®Y�d¤¯®C¡ ° ÞP�d�Ó¨��	·T�T� ϑ̂ ≤
ϑ1 � ´ ¡V¡ ´ L̃Ŵ ≤ 0

°� ¡V�T¡¢×C¨.¡ ´�¦ x ³ ®Y�d�d�¯¨.�¸�H� �dº ���d¤d�¯¹V�H�} T� ´ Π̂ρ ·¸�Y£ ´ � � �V�E¥ � � º ×l·H�¯�H�­¥¸¥N¡�¥N¡¢·T�T·T¡�¨Ô���d¤¯�H�E¹
˜̂
Πρ

°y6 �Ø×�·T¡V�T¡ � �±¨N®,� ´ �A×	¼ � �T® ½ �T× � � Ð �H�E�T� ´ ·T�¸¡¢©»�T�T¡	�d¤d�¯¹V�H�} T¡V�¸�¸£ °ß  T¡ ¦ �C¨.�T�T�C¼ � �T® ½ �¸£ sŴ (x)− v(x) �T¡¢·T�E¥N�}©»� � ¡¶¥ � �H�Ô�T� ∂Π̂ρ

°C� �T� ´ ¡¢�¸£¸£»®Ò�¸¡V×ö·T�¸�T� ³½ �¸· ´ �¯® � � ´7�C´ �'7@¥N¡V® � �E�C¨.�T� ¦ �¸�N·T�E¥ �  T� ´

( max
bΠρ

(sW − v)+)n ≤ N1(n)|Π̂ρ| ·
∫

bΠρ

(L(sW (x) − v(x)))n
+

det(A)
dx ≤

≤ N1(n)

νn
|Π̂ρ| ·

∥∥∥ f+√
λ

∥∥∥
n

n,
ebΠρ

.

7��H�­¥N�d�¢�T T�T�Úä�� ° #dè��±� ´ ¡¢¡ ´ |Π̂ρ| ≤ N6ρ
nγ �E�Ó¨N¡ N6 ¹z� ¦ � � � �
� �E¥ � ®Y�
� � �H�¯¤d�¯�H�«ä λi è ° 3 �  ¸¡ � � ´

ä ó ° #¯è��#ä ó °/& è�·T�T� y ∈] − ϑ̂2ρ, ϑ̂2ρ[×K ′
bϑρ

(y0) ·¸�E¥ �  H�¯¡ ´

v(y) ≥ s

[
Ŵ (ŷ0) − (n− 1)C2ϑ̂

2

C1(1 − ϑ̂)2
+

(1 − ϑ̂)2

(1 + ϑ̂)2

]
− C4ρ

γ
∥∥∥ f+√

λ

∥∥∥
n,Kρ(y0)

ä>¹�¨.¡ �V� C2 �Ò®Y�d� ��� �¯� � �Ò�¸¹Òä ó ° #¯èhè °á�� �,¥ � ä ó °$& è Ŵ (ŷ0) ≥ 1 − bC2
bC1

≥ −1
4

°�� �dµ � � ´7�Û´ �±©»�T� ¦¯º ¤d�H� �¯� ϑ̂ ≤ min{ϑ, ϑ1}
� �¯®��

  � �d¤ º ¦dº �H�E©Ú¡¢�T�T¡ ¦ ® ¦ �±¨.�T� � �T�¯× � ®C�¯¤d®Y¡�¤ º ¥H�q�¸¡ ´ ¡¢� � ã ¡ 1
2
�H  � �Ú¨.�¯¡ � ä�� °$& è ° �3 ¥N¡�¨ � Ö�ªÚ�­£<¥N¡ ´�´ �Õ·T�¯¹ ¦ �E¥H£T¡ � �H� � ·T�T� ��� �H�¯�¸� �d� �H� ¦ ¡ �¢� ® � ¤Û·T�­¥N�}©Ò� � ¡�¥ � � � Öi×�·T�V¨ ³·T�¯�T® � ×�¨T¥H£ v �¸·T�E¥ �  T¡¢�T� � Ö ¦ ¥N¡ ´�´ ¡�� ° æ�¨H¥H£ ´ �­¥H�d�V�L·T�V¨.® � ¤d� °½�É@?�?�Ã © } ¥ °�� ­¢ºf� � � � ­ Ü � ® � ��� �8� � � �

κ ∈]0, 1[
�
C5 > 0 ��±�� �;���Ó° º � �[�f� ��¡¢® ��r� n � ν �w� � Ý ���¢� �

λi

� ���8� ®¢� �	� § �f�f� ���y� � �³°²® � ® ��¶	�   �f� s > 0
�;� ��� ��� � � � � ���@� � � ��� � � �

|K ρ
2
(y0) ∩ Av

s| ≥ (1 − ζ)|K ρ
2
(y0)| �W�f�

v ≥ κs− C5ρ
γ
∥∥∥ f+√

λ

∥∥∥
n,Kρ(y0)

�
K ρ

2
(y0) (4.8)

� ±���� ��¡
ζ ∈]0, 1[

�
γ > 0 ô ® � ��� �8� � � �H� ± � ���Y� �
	y�����-�

æ±ð



Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � ° 4�¡ �C´ �­¥H£,£¬�d¤¯ªÔ�T� �¢� ��� ´ �}©Ò�¸� �  T� � � �d� y0 ∈ R
n
+

°P� �¸¡¶¨.·T�­¥N�}©Ò� ´� �H�} H�­¥.�¸�P  � � f ≡ 0
°�� �T� ´ ¡¢�T� ¦ ¥N¡ ´�´7� � ° æÕ® ® � ¤ � K ρ

2
(y0) �P·T�E¥ �  T� ´ � ½ ¡¢�T® � v ≥ s

2

¦
K ηρ

2
(y0)

°
� �E¥N�}©»� ´ η̂ = min{η, ϑ̂4} äj¹¶¨.¡ �¢� ϑ̂ �a®Y�d� �¢� �E� � � �¸¹õ¥N¡ ´�´�º � ° ðdè ° 4l� ´ �T�}©Ú¡ ���d¦ ¡

Kρ(y
0) ∩ {yk > bη

3
ρ, k = 1, . . . , n} ®Y�dµV¼	¼	� ½ �¸¡V� �¯º βi �d�¢�H�¯�T�¸ T¡V� º ���§� Ð Ln

³ �T�d� ´�º ¦� �,¥ � ä ó ° �Yè�� ½ ¡V�¸� ¦ �¯Ö �d� £ �¢¦ ¡V� ÐC� ®Y�d� �¢� �¯� � �d×����¸¡�¹}� ¦ � � £¸ªÔ¡V×�� � ρ � y0 °�� �T� ´ ¡V�¸£,£m×¶¥H¡ ´P³´7� �Á�H� � ·T�E¥H¹z�¯�T�T�< T¡¢�T�T�,¥ � � º�Ð ·¸£ � ¡V�A×ÛäÓíôó¸� N ¡ ´�´ �Áð ° ð­ï>è¶��·T�E¥ �  T� ´ � ½ ¡¢�T® � v ≥ κ1s �H�´ �T�}©Ú¡ �¢�¯¦ ¡ K
(1− bϑ3

2
)ρ

(y0)∩ {yk ≥ bϑ4

2
ρ, k = 1, . . . , n} äj¹�¨N¡ �V� κ1 ¹z� ¦ � � � �L� �E¥ � ®C�Ú� � n � ν �

�H�E¤d�d�H�Áä λi èÓè °� �T¡¶¨N·T�E¥N�}©»� ´ �¯  � ��® � ¤ K
(1− bϑ3

2
)ρ

(y0) ·¸¡V�T¡ � ¡V®C�¯¡ � ®,�E® � Ö ³ �¸�T¤ � ¨ � ®Y�d�d�¯¨.�T�H� � � � Ö ·,¥N� ��³
®Y� ���d� äß¨H¥H£l�d·¸�T¡¶¨.¡¶¥N¡V�¸�T� �¢� ��� y1 = 0 è °±² � �¢�V´ � � �T� ´§¦¯� ¡ ¦ �¯¹ ´ �}©»� º ¡�® � ¤d�T®T� K bϑ2

2
ρ
� ½ ¡�¥N�¸®C� ´

¥N¡�©L�EªÔ�T¡ ¦ ·T�E¥ � ·T�¸� �¢� �H�¯� ���d¦ � Ð yk > 0 � k = 2, . . . , n �N� ¦dº ¥H¡¢¹}�EÖ�ª«�¸¡«�¸¹«·¸�E¥ � ·T�T� ��� �H�E� ³���d¦ � y1 > 0 �H�q�h¥ � ¤d�T� � bϑ3

2
ρ
°�� �T� ´ ¡¢�¸£¸£�®��T� ´ ¥N¡ ´�´7� � ° ð,�N·T�E¥ �  T� ´ � ½ ¡V�¸® � v ≥ κ1

2
s �H�´ �T�}©Ú¡ �¢�¯¦ ¡ K

(1− bϑ2

2
)ρ

(y0)∩ {|y1| ≤ bϑ4

2
ρ; yk >

bϑ2

2
ρ, k = 2, . . . , n} °Tá �¸� ¦d� ·T�T� ´ ¡V�¸£,£²×¶¥N¡ ´P³´7� �q�H� � ·T�E¥H¹z�¯�T�T�Û T¡V�¸�T�,¥ � � º�Ð ·¸£ � ¡¢�A×Òä ¦ � ¦¯� �d�¸� ´ �d� � �E� � ¡zè��.·T�E¥ �  T� ´ � ½ ¡V�¸® � v ≥ κ2s�H� ´ �T�}©Ú¡ �¢�d¦ ¡ K

(1− bϑ3

2
)ρ

(y0) ∩ {yk ≥ bϑ4

2
ρ, k = 2, . . . , n} ��¹}�X� � ®C¥NÖ� T¡¢�T�T¡ ´ ×�®C�¯�T�C¨.�d�T�P×

�h¥ � ¤d�¸� º bϑ2

2
ρ
¦ �d®T�T¡ �¢� �T� �¢� �§·,¥N� � ®Y� �¢� � y1 = 0 äj¹¶¨.¡ �¢� κ2

� �¯®,©Ú¡l¹z� ¦ � � � �q� �E¥ � ®C�q� � n � ν�X�H�¯¤¯�d�H�Áä λi èÓè °� �T�V¨.�E¥H©Ú�E£Xµ � � � ·¸�T� ½ ¡ �V� � ´�º �T¡	¤d�E¥N¡¢¡l ¸¡ ´ ¹z� n ã �¯�V� ¦ ·T�E¥ �  ¸� ´ � ½ ¡V�T® � v ≥ 2κs
¦

® � ¤d¡ K
(1− bϑ3

2
)ρ

(y0) �N¹}�»� � ®,¥HÖ� T¡¢�T�T¡ ´ ®T�T¡ �¢� �d�d¤d�H�­¹z�T�d�¢� � � ´�´ ¡ � �T�¸ T�T�d�¢�¾×�®C�¯�T�C¨.�d�T�P×��h¥ �c³
¤d�¸� º ϑ̂2ρ

¦ �d®T�¸¡ �¢� �T� ��� �!·,¥H� � ®Y� ��� ¡V× yk = 0 � k = 1, . . . , n
° 4	�¯®Y�d�T¡ ½ �R·¸�T� ´ ¡V�,£¸£Ø¥N¡ ´�´7�

� ° ð ¦ ® � ¤d� Ð K ρ
2
� ¦dº ¥H¡¢¹}�EÖ�ª«� Ð �,¹�·¸�E¥ � ·T�T� ��� �H�E� �¢�¯¦ � yk > 0 �H�l�h¥ � ¤¯�T� � bϑ

2
ρ � ´�º ·T�E¥ �  ¸� ´

� ½ ¡V�T® � v ≥ κs
¦ ® � ¤d¡ K ρ

2
(y0)

°
ë ¥H£��H� �V�¢´ � � �¸¡V�T�¸£«�d¤¯ª«¡¢�V� � ¥ �  H�E£�� �¢� �±¥N� �V� ¹}� ´ ¡ � � �¯� �¯  � �
�H�*®,�­©L¨.� ´ ã �¯�¢¡��¸¹w� ½ ¡¢� ³

®T� ¦dº  ¸� � �¯¡ �¯� £ ¦ ¡�¥N�T ¸�T�H� ¦ �C¨�� cργ
∥∥∥ f+√

λ

∥∥∥
n,Kρ(y0)

�T�Ó¨N¡ ¦d� ¡�®Y�d� ��� �¯� �¯º c ¹}� ¦ � � £ �L� �E¥ � ®Y�L� �
n � ν �X�H�E¤d�d�H�Áä λi è °y*w� �«¨��¯¡ � ä�� ° 0cè ° �N ¡ ´�´ �d� ° ó»£ ¦ ¥H£T¡ �d� £Ø·¸�Y£ ´�º�´ �E�H�­¥N�d�¢� ´HN ¡ ´�´�º ð ° ó§íôóEï ���§� ½ ¡¢�T®C� ! ¡�¥ � ¨.¡V�T�q¨H¥H£§�¸¡ ³ã ¡V�T�¸£ � �H� ¦ �¸¡V�T�¸£éä ó ° ódè ¦¯º�¦ �V¨.� �d� £õ�¸¹»�T¡V¡ ��� �¯�C¨��¯� � � º�´ � ·¸� � �d¤¯� ´ ä �V´�° íôó¸� B ð­ïßè °#� � � ¥N¡·T¡¢�T¡ Ð �V¨�� ¦ x ³ ®C�¯�d�¯¨.�T�H� �¯º�´�º ·¸�E¥ �  H�¯¡ ´ � ½ ¡V�¸® � ¨H¥H£§�¸¡ ã ¡¢�T�¸£ � �H� ¦ �T¡V�¸�¸£ äçæ ° æ±è ° 3 ¼l�¯� ³´7� ¥N�T� � ¡ ´Ë� �E¥ � ®C�q·T� � ¥N¡¶¨N�T�T×��¸¡¢¹ � ¥ �}� � �±°��ÉYÅNÍ�É@?�Ã © } © °MÀ ­ � � ¡ ¬�­ �P®¢¯P�"°

u ∈ W 2
n,loc(Ω) ­¢��� ��� ��� � �Ó� ° ��� ­��@� �;� � �P�PÜ ���¢����� � �

|u| ≤M0

�
Ω

�³À ­ � � ¡Ç® �
��¬=¬ �P¯P� � � � �M���¢����� ­¢�;� ��� ��� � �Ó� °PÜ � ­ ��� � ���"° � ���¢�¿���� 	���¢��	-� � ��õ@����� �� f
det(Λ)

∈ Ln(Ω)
�«Ô ��¶	��� �f��ÜUÝ � �¾� �E�y��¶	� �;� ­¢�E��� �P� � � ���r��� Ý�� � � � �

Ω′ b Ω
� �-�@� � ��� ����� �� ¯ � �P® �

‖u‖Cbγ(Ω′) ≤Mbγ ,

¶���� γ̂ �r�-�y����� �C° ��� �Ó° �f� ��¡¢® � n � ν �£� � Ý �Ó�y��� �
λi

� ��� Mbγ � ® �y���«�ç�f��¶	���W±�� �;����� �b�r� M0 �∥∥ f
det(Λ)

∥∥
n,Ω

� Ü¸Ý���� (Ω′, ∂Ω)
�

� â å�S[å«ä2\�XÛ�[ÿX�ªe5jX��� e�X[V¼ÿ[å��
á µ � � ´ ·H�¯�T�¯�V�H�E¼l¡l¤ � ¨.¡ � �H� �¢�V´ � � �T¡V�¸� � �H� ¦ �T¡¢�T�T¡Òäçæ ° #dè9·T�T� �d� ¥N� ¦ �¸£ Ð äçæ ° ðdè ³ äçæ ° �Yè¶�#ä ó ° æ±è °3 Ð ¡ ´ �Ò·T�­¥ �  T¡V�T�,£§�V¡¶¥ � ¨.¡¢�T� ¦d� ®T� Ð � ½ ¡¢�T�d® ¦Ò�¢� ªÔ¡ �¢�¯¦ ¡V�¸�T� ´ ·T� ¦¯� �d�c£T¡ � ·T�T¡�¨ º ¨ � ª«�¸×<·T� ³

æ}ó



�H�E�V�H�¯¼L��·¸�dµ � � ´7� ¹�¨.¡ �V� ¤ � ¨ �Y� ¨.�¯� º�� �E¥ � ®Y�Á¼	�d� ´7� ¥N�T�T� ¦ ®T� � �d� �¯¦ ¡ �¯�¢�¯¦¯� Ö�ª«� Ð ¥N¡ ´�´ �®T�T� � ®T�¸¡ � ®,�­¹}�¯�T�,£L®l¨.�d®C�E¹z� � ¡¶¥ �d�¢�¯¦ � ´�°cáw¦ ¡¶¨.¡ ´ �d¤d�¯¹V�H�} T¡V�T�,£ Qρ(x, t) = Kρ(x)×]t−ρ2, t[ �
Q′

ρ(x, t) = K ′
ρ(x)×]t− ρ2, t[

°ë �d®C�E¹}� � ¡�¥ �d�¢�¯¦ � � ¥N¡¶¨ � Ö*ª«¡V×�¥H¡ ´�´�º ¨N� � ¥N� ¦ �T�L·T� ¦¯� �d�c£T¡ � ¥N¡ ´�´7� ð ° ó °½�É@?�?�Ã ´ } �H°dÀ ­ � � ¡
ϕk ∈ Rαk � αk > −1 � k = 1, . . . , n

�¢Õf�³°Ø� ±������ � � � ¤d� � ��ÙÚ� � � �
E ⊂ R

n+1 �r�-�y���;� ��� � �«���P­
|E|? =

∫

E

ϕ1(|x1|) . . . ϕn(|xn|) dx1 . . . dxndt.

Ô ��¶���� � �C° ��ÜUÝ ��¶	� ε > 0
� � � ����� �Ó°

δ > 0 ��±�� �;���Ó° ºf���w�f� �y¡¢® �¾��� ε
�|� � Ý �Ó�@� (ϕk) ��8� ® ����� § �f�]� �³°M�;� ��¤ ¯P�@���P� ����� �

Qρ(x
0, t0) ⊂ K1×]0, T [

� �-�y� � ± � � �y¡¢� ��¶	� � ±������ � ����¶	�� � ��Ù � � � � � E
|E ∩Qρ(x

0, t0)| ≤ δ · |Qρ(x
0, t0)| =⇒ |E ∩Qρ(x

0, t0)|? ≤ ε · |Qρ(x
0, t0)|?.� �T�Ø·T�T¡¢�d¤d�H�­¹z� ¦ �E�T�T�Ø®Y�d�d�¯¨.�T�T� � ä ó ° ðdè � �H� ¦ �T¡V�¸�T¡Áäçæ ° #dè@·T�T�T�T� ´ �¯¡ �X¦ �Y¨(äß¨H¥H£ ×¢·T¡V�¸¡ ³� �E©Ú¡V�¸� º�Ð ×	¼ � �T® ½ �¸× ´�º ·¸� ³ ·T�¸¡¢©»�T¡ ´7�Õ� � Ð �T�¯�¸£T¡ ´(�¢� �E� º ¡��¯¤d�¯¹z�T�± ¸¡V�T�¸£Hè

M̃u ≡ ∂tu−
n∑

i,j=1

ãij(y, t)uyiyj
+

n∑

i=1

ãii(y, t)βi(yi)uyi
= f(y, t). (5.1)

á ¥N¡ ´�´ � Ð # ° ð ³ # ° ��·¸�T¡¶¨.·¸�E¥.�¯�¶�¯¡ �d� £��H  � �«¼ � �T® ½ �¸£ v ∈ W 2,1
n+1(K3R0×]0, T [) ·T� � ¥N¡
·T¡¢�T¡ ³Ð �z¨.��® y ³ ®Y�d�d�¯¨.�¸�H� � � ´ �¸¡V� � �T� ½ � � ¡�¥ � �H� ¦ ½ �C¥N�T�C¨.�¸¡ Qρ(y
0, t0) ⊂ (Π̃×]0, T [) � � ¨.� ¦ ¥N¡ ³�¯¦ �d�c£T¡ �Ò¦ �T¡ ´ �T¡¢�H� ¦ ¡¢� �¢�¯¦¯� M̃v ≥ −f(y, t)

°
½�É@?�?�Ã ´ }¿{�°�� ­¢ºf� � � � ­ Ü � ® � ��� �8� � � �

ζ̃ ∈]0, 1[ � η̃ ∈]0, 1[ � γ̃ > 0
�
C6 > 0 �A±�� ������°P 

º � �ç�f� �y¡¢® �¼��� n � ν �£� � Ý �Ó�@� �
λi

� ���8� ®¢� �	� § �f�¼� ���y� � �C°�® � ® ��¶��   �f� s > 0
�;� ��� �y� � � �� ���@� � � ��� � � � |Qρ(y

0, t0) ∩ Av
s| ≥ (1 − ζ̃)|Qρ(y

0, t0)| �W�f�
v ≥ s

2
− C6ρ

eγ
∥∥∥ f+√

λ

∥∥∥
n+1,Qρ(y0 ,t0)

¦
Qeηρ(y

0, t0).

Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � ·T� �hÐ ¡ ´ ¡ � ¥N¡¶¨ � ¡ � ¥H¡ ´�´ ¡�� ° æ °Há�´ ¡ ��� �»¤c�¯� � ¡¢�T�T�d×Á¼ � �T® ½ �T� W ä �¢´�°ä � ° ð¯èhè ¦¯¦ �V¨.� �d� £X¼ � �T® ½ �¸£ W(y, t) = W (y) + t0−t
ρ2 �T� ¦d´ ¡ �¢� �q·¸�T�T� ½ �¸·H� ´ �¯® � � ´7�C´ �87*¥N¡¢® ³� �¯�C¨.�T� ¦ ��� � ·T�E¥ � ¹ � ¡ �d� £Ë¡V�V�Ø·T�¯�H�¯¤d�­¥N�T T¡ � ®C�E£ ¦ ¡¢� � �,£aäÓíîæ�.­ï ò �¢´�°�� �¯®¸©«¡Øí æ�0Eï��êíîæ à ïßè °g*w� �¨��E¡ � �¯�H�­¥H�d�	�T¡V�H� ¦ ¡V� ���d¦ ��ä�� ° ócè¶Ù

v(y, t) ≥ sW(y, t) −N7|Πρ(x
0))| 1

n+1 ·
(
s

(ε|Qρ(y
0, t0)|∗)

1
n+1

ρ2
+

∥∥∥ f+√
λ

∥∥∥
n+1,Qρ(y0 ,t0)

)
,

�Ó¨.¡ N7 ¹z� ¦ � � � �Ò� �E¥ � ®Y�Õ� � n � ν �§�T�¯¤d�d�H��ä λi è���� ε = |Qρ(y0,t0)\Av
s |∗

|Qρ(y0 ,t0)|∗
°Të �±¥ � �T¡¢× ã ¡¢¡l¨.�d®C�E¹z� ³� ¡�¥ �d���d¦ �»·T�T� Ð �V¨.� � ·T�H�E® � �T ¸¡ � ®¸�§¤d¡¢¹l�¸¹ ´ ¡V�T¡¢�T�T× ° �½�É@?�?�Ã ´ } ¥ °�� ­¢ºf� � � � ­ Ü � ® � ��� �8� � � �

ϑ̃ ∈]0, 1
4
[

�
C7 > 0 �g±�� �;���Ó° º � �«�f� ��¡¢® �8�r�

n � ν �I� � Ý �Ó�@� �
λi

� �W�8� ®¢� �	� § �f�8� �����
0 ≤ y0

m ≤ (1− ϑ̃)ρ � �C°w� � ® �r�f�Ó�y��¶	� m � �P­ � � ¡ � �C°
�r�-�y���;� � � �P� � � � �

m = 1
� � � � �³°£® � ® ��¶	�   �f� s > 0

� �ç� � �rÙÚ� � � � � {ϑ̃2ρ} ×Q′
(1−eϑ)ρ

(y0, t0)��� ��� �y� � � � � ���@� � � ��� � � � v ≥ s ���f�
v ≥ s

2
− C7ρ

eγ
∥∥∥ f+√

λ

∥∥∥
n+1,Qρ(y0,t0)

¦ ½ �,¥N�T�Y¨.�T¡ ] − ϑ̃2ρ, ϑ̃2ρ[×Q′
eϑρ

(y0, t0),

æ��



�Ó¨.¡ γ̃ �ö®Y�d� �¢� �¯� � �»�¸¹�¥N¡ ´�´�º # ° ð °Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � ·T� �hÐ ¡ ´ ¡ � ¥N¡�¨ � ¡ � ¥N¡ ´�´ ¡Y� ° ð,�¯¥N� ã �Ô¦d´ ¡ �¢� �Ô¤c�¯� � ¡¢�T�T�d×»¼ � �¸® ½ �T� Ŵä �V´�° ä�� ° .dèÓè ¦d¦ �z¨N� �d� £Ø¼ � �T® ½ �¸£ Ŵ(y, t) = Ŵ (y) + t0−t
ρ2 �.��� � ·T�E¥ � ¹ � ¡ �d� £�·T�¸�T� ½ �T· ´ �E® � � ³´7�C´ �f7*¥N¡¢® � �¯�C¨.�¸� ¦ �Ô¨H¥H£Á·H�¯�H�E¤d�E¥N�T ¸¡ � ®¸� ÐX� �H� ¦ �T¡¢�T�T× ° �½�É@?�?�Ã ´ } © °�� ­¢ºf� � � � ­ Ü � ® � ��� �8� � � �

κ̃ ∈]0, 1[
�
C8 > 0 ��±�� �;���Ó° º � �[�f� ��¡¢® ��r� n � ν �w� � Ý ���¢� �

λi
� ���8� ®¢� �	� § �f�f� ���y� � �³°²® � ® ��¶	�   �f� s > 0

�;� ��� ��� � � � � ���@� � � ��� � � �
|Q ρ

2
(y0, t0 − 3ρ2

4
) ∩ Av

s| ≥ (1 − ζ̃)|Q ρ
2
(y0, t0)| ���f�

v ≥ κ̃s− C8ρ
eγ
∥∥∥ f+√

λ

∥∥∥
n+1,Qρ(y0,t0)

�
Q ρ

2
(y0, t0)

� ±���� ��¡
ζ̃ ∈]0, 1[

�
γ̃ > 0 ô ® � ��� �8� � � �H� ± � ���Y� ���¢�¿���-�

Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � ·T� �hÐ ¡ ´ ¡ � ¥H¡¶¨ � ¡ � ¥N¡ ´�´ ¡Ø� ° ó °�áw´ ¡ �¢� � N ¡ ´�´�º ð ° ðâíôóEï � ¥N¡�¨ � ¡ � �H�®C�E©Ú¨.� ´ ã �¯�V¡Ú·¸�T� ´ ¡V�,£ �d�dN ¡ ´�´7� ó ° ð�íôóEï ���  T¡ � � ´ê� �d�¢�T��  � �Õ�H� ´ �T�}©Ú¡ �¢�¯¦ ¡ Qρ(y
0, t0) ∩

{yk >
eϑ4

3
ρ, k = 1, . . . , n} ®Y�dµ¢¼	¼l� ½ �T¡V� �dº βi �d�¢�H�¯�T�T ¸¡V� º �,�l� Ð Ln+2

³ �T�¯� ´�ºé¦l� �,¥ � ä ó ° �Yè� ½ ¡V�T� ¦ �¯Ö �¯� £ �¢¦ ¡V� ÐC� ®Y�d� �¢� �E� � �d×����T¡�¹z� ¦ � � £,ª«¡V×Û� � ρ � y0 ° �N ¡ ´�´ �]# ° �Ò£ ¦ ¥H£T¡ �d� £Ø·¸�Y£ ´�º�´ �E�H�­¥N�d�¢� ´HN ¡ ´�´�º ó ° ó§íôóEï ���§� ½ ¡¢�T®C� ! ¡�¥ � ¨.¡V�T�q¨H¥H£§�¸¡ ³ã ¡V�T�¸£ � �H� ¦ �¸¡V�T�¸£éä # ° æ}è ¦¯º�¦ �V¨.� �d� £õ�¸¹»�T¡V¡ ��� �¯�C¨��¯� � � º�´ � ·¸� � �d¤¯� ´ ä �V´�° íôó¸� B óEïßè °#� � � ¥N¡·T¡¢�T¡ Ð �V¨�� ¦ x ³ ®C�¯�d�¯¨.�T�H� �¯º�´�º ·¸�E¥ �  H�¯¡ ´ � ½ ¡V�¸® � ¨H¥H£§�¸¡ ã ¡¢�T�¸£ � �H� ¦ �T¡V�¸�¸£ äçæ ° #dè ° 3 ¼l�¯� ³´7� ¥N�T� � ¡ ´Ë� �E¥ � ®C�q·T� � ¥N¡¶¨N�T�T×��¸¡¢¹ � ¥ �}� � �±°
��ÉYÅNÍ�É@?�Ã ´ } ´ °�À ­ � � ¡ ¬�­ �P®¢¯P�"°

u ∈ W 2,1
n+1,loc(Q) ­¢��� ��� ��� � �Ó� ° ��� ­��¢� �;� � �P�PÜ ���¢����� �� |u| ≤ M0

�
Q

��À ­ � � ¡£® �
��¬A¬ �P¯P� � � � �����¢����� ­¢�;� ��� ��� � �Ó� °PÜ �è­ ��� � �;�"° � ���¢�¿���� 	���¢��	-� ���õ@����� �=� f
det(Λ)

∈ Ln+1(Q)
��Ô ��¶	��� �E�yÜUÝ ��� � �E�y��¶	� �;� ­¢�E��� �P� ��� ¯P�@���P� ���y� Q′ = Ω′×]δ, T [ �

Ω′
b Ω � � �-�¢� � ��� �y��� �d� ¯ � �P® �

‖u‖Cγ(Q′) ≤Mγ , (5.2)

¶���� γ �r�-�y����� �C° ��� �Ó° �f� ��¡¢® � n � ν �£� � Ý �Ó�y��� �
λi

� ��� Mγ � ® �y���«�ç�f��¶	���W±�� �;����� �b�r� M0 �∥∥ f
det(Λ)

∥∥
n+1,Q � δ � ÜTÝ���� (Ω′, ∂Ω)

°
ï ÃC?�É"ðRÃTÆRÂ�ÉM{�°�á ä·# ° ðdè��¢¡�¥ � ¨.¡V�T� ¦d� ®C�E£<�T�d� ´ �¸��®C�¯®��d¤ º  T�T�¸��¤d¡V�T¡ �d� £ ¦ ·H�¯�H�E¤d�E¥N�T ¸¡ ³� ®C�¯× ´ ¡ � �T�T®Y¡

d ·H�¯� ((x1, t1), (x2, t2)
)

= |x1 − x2| + |t1 − t2|1/2.

� R ä å�þ]þ]S]\2j¼e��]^ å«kX�]\��X�]î c SÁ��� ���X�_Z'c
á �d¤¯ª«¡ ´ � ¥ �  H�E¡¯��¡ � ¥N� � �H� ¦ �T¡V�¸�T¡Xäçæ ° æ±è�� ´ ¡¢¡ � ¥N� ã � �¸¹ ´ ¡V�T� ´�º ¡Ô®C�¯µV¼	¼	� ½ �T¡¢� �dº �.¨.�E©Ú¡¦ �H� ¦ �¸� ´ ¡V�T�¸�Ûµ¶¥T¥N�T· � �T T¡ � ®Y� ´ � ¥ �  H�E¡§ä λk ≡ 1 � k = 1, . . . , n è¶���T¡ ¦ �¯¹ ´ �}©»�T�Û�¯¤d¡ � ·T¡V T� �d���� ªÔ¡ ���d¦ � ¦ �¯�T�T¡��T¡ ã ¡¢�T�¸£ u ∈ W 2

n,loc(Ω)
°T� �dµ � � ´7� �T¡V�T¡�¨.®Y�Ú�H� �¢�V´ � � �T� ¦ �¯Ö � �-�P�-�y� ®@��� �«�  ¯P� � �P�P� ���y���f� �P�"°»� �T� ¦ �T¡¢�T�¸£1äçæ ° æ±è °HÑ�´ ¡V�T�T�¸�H·T�E¥N�}©»� ´ ¨T¥H£ ε ∈]0, ε0]

λ
(ε)
i (t) =

{
λi(t) ·¸�T� |t| ≥ ε;

λi(ε) ·¸�T� |t| ≤ ε,

�¯·¸·T�T�d® � � ´ �T� � ¡ ´ ä ¦L�V´�º�� ¥N¡ �hÐ �V¨.� ´ � ��� �§· °ñ¦T° è ´ � � �¸� ½ � Ã �h¥.�±¨.®T� ´ � ´ � � �T� ½ � ´ � ³ ¼ � �T® ³½ �,£ ´ � Ã(ε) � � ¨N� ¦ ¥N¡ �d¦ �d�c£¸Ö�ª«� ´ �é·T�T� ¦d� ¡ Ð ε �d� ¥H� ¦ �TÖ5�H� ¦ �T� ´ ¡V�¸�T�d×âµ�¥T¥H�T· � �¸ T�T� ��� � �

æ�#



®Y�d� ��� �¯� � �d× ν �H�d·¸�T¡¶¨.¡¶¥N� ´(´ � � �T� ½ º
Λ(ε)(x) = ÜTÝ Þ¯à {λ(ε)

1 (|x1|), λ(ε)
2 (|x2|), . . . , λ(ε)

n (|xn|)},

A(ε) =
√

Λ(ε)Ã(ε)
√

Λ(ε),

�»�H� �V�¢´ � � �¸� ´ ·T� � ¥N¡¶¨.� ¦ � � ¡¶¥ � �T� �¢�d� �T� ¦ �T� ´ ¡¢�T�T��µ�¥T¥N�¸· � �T ¸¡ � ®¸� Ðö� �H� ¦ �T¡V�T�¸× � �h¥N�±¨.®T� ´ �®Y�dµ¢¼l¼	� ½ �T¡V� � � ´ �
L(ε)u(ε) ≡ −

n∑

i,j=1

a
(ε)
ij (x)u(ε)

xixj
= f (ε)(x), (6.1)

�Ó¨.¡ f (ε) �
·T� � ¥N¡¶¨.� ¦ � � ¡¶¥ � �T� �¢�d� �h¥.�±¨.®T� Ð ¼ � �T® ½ �T×�� � �¯®T� Ð �­  � � ∥∥f(ε)−f
det(Λ)

∥∥
n,Ω

→ 0 ·T�T� ε→ 0
°

3 � �¯�C¨.�¯� � �T�E£Lµ�¥T¥H�T· � �¸ T¡ � ®,�­£ � ¡V�d�T�,£Áä �¢´�° �E�H�¯·T� ° �,í ð ( � ! ¥ °������ ïßèR·T�d®C�E¹ º�¦ �¯¡ � �d  � � � �H� ¦E³�T¡¢�T�¸£�ä &¸° æ}è»� ´ ¡VÖ � ·T�T� ¦d� ¡ Ð ε > 0 ®,¥.� �¢� �T T¡ � ®T�¸¡õ�T¡ ã ¡¢�T�¸£ u(ε) ∈ C∞(Ω)
° �Ô� �T® ½ �¸£

u �T�E¹ º�¦ �E¡ �d� £ ÃGv=v�ÍRÅ�tÍqdÂl?�ÃCu�ÂRÅNÆ�ÆRÌf? ÍRÉ"!õÉYÆRÂ�É@? � �H� ¦ �T¡V�T�,£êäçæ ° æ±è¶��¡ � ¥N� �¢� ªÔ¡ �¢�¯¦¯� ¡ �·T�V¨.·¸� � ¥N¡�¨.� ¦ � � ¡�¥ � �T� ���d�â� �T� ¦ �T¡¢�T�T×�ä &¸° æ±èL� � Ð �¸¡ ã ¡¢�T�T× u(εk) ��®Y� � �d� º ¡ �hÐ �V¨N£ �d� £ ·T�T�
εk → 0 ® u · °ñ¦¸°H¦ Ω

°
ï ÃC?�É"ðRÃTÆRÂ�É ¥ °YÑ ¹*�T¡¢¹ � ¥ �}� � � �öíîæVï � ¥N¡�¨ � ¡ � �¸  � �l¹z�±¨��} H� ë �T�T� Ð ¥N¡9¨H¥H£q�H� ¦ �T� ´ ¡V�¸�T��µ¶¥ ³¥N�¸· � �T ¸¡ � ®Y�d�¢� � �H� ¦ �T¡¢�T�¸£¬äçæ ° æ±è�� ´ ¡V¡ � �¯·T·¸�T�d® � � ´ � ½ �T�d�T�¸�d¡«�T¡ ã ¡V�¸�T¡l¨H¥H£X¥NÖ�¤ º�Ð �T¡V·T�¸¡ ³� º�¦ � º�Ð �V�H�E�T�T T� º�Ð ¨��¯�¸� º�Ð�°�¾ �E¥N¡V¡ � �¯�V�T� �hÐ �V¨.� ´ � �¢�¯� �T¡ ã ¡V�T�T× ¹}�±¨��}  ë �¸�T� Ð ¥N¡§¨H¥H£� �H� ¦ �T¡V�T�¸×êä &¸° æ±è�®!�¯·¸·T�T�d® � � ´ � ½ �T�d�¸�T� ´7� �T¡ ã ¡V�T�¸Ö-�H� ¦ �¸� ´ ¡V�T�T� ¦ Ω

° ß ¨.�H�¯®Y�T�#®C�¯®!·¸� ³®C�E¹z�¯�T� ¦ íñð,æVï�ä �V´�°T� �E®¸©Ú¡»í ðdð}ï>è¶�,¨��E©Ú¡�¨T¥H£Á�H� ¦ �T� ´ ¡V�T�T�qµ�¥¸¥N�T· � �T T¡ � ®Y�d�V� � �H� ¦ �T¡V�¸�¸£¬ä æ ° æ±è�¯·¸·T�T�d® � � ´ � ½ �T�d�¸�T�d¡Ú�T¡ ã ¡V�¸�T¡Ú¹}�±¨��} T� ë �T�T� Ð ¥H¡Ú·T�T� n ≥ 3 � ¦ �d�d¤¯ªÔ¡«�V� ¦ �d�c£���¹z� ¦ � � � � � �·T� � ¥N¡�¨.� ¦ � � ¡�¥ � �T� �¢� � Ã(ε) °
á µ � � ´ ·H�¯�T�¯�V�H�E¼l¡Ô¤ � ¨.¡ �ö�¯�¢� �¯�¸� ¦ ¥N¡¢�H�Õ�V¡�¥ � ¨.¡V�¸� ¦ � ���d�[�yÜUÝ ��¶	� �¯·¸·T�T�d® � � ´ � ½ �T�d�¸�T�d�V��T¡ ã ¡¢�T�¸£ � �T� ¦ �T¡¢�T�¸£(äçæ ° æ±è
·T�T� �d� ¥N� ¦ �¸£ Ð äçæ ° ðdè ³ äçæ ° �Yè¶��ä ó ° æ±è °�ë ¥H£�µ � �d�V� ¦d¦ ¡¶¨N¡ ´ ·T�¸¡V�d¤d�T� ³

¹V� ¦ �¯�T�¸¡«®Y�d�d�¯¨.�T�H� � ·T�ö¼	�d� ´7� ¥N¡Xä ó ° ðdè � ¹z� ´ ¡V�¸�d× λk �H� λ(ε)
k �Ø�d¤¯�¯¹z�H�} T� ´ Π̃(ε) ·T�¯�H�­¥T¥H¡ ³¥N¡¢·T�T·T¡�¨��Ò�d¤d�T�E¹ K3R0 ·T�T�Áµ � � ´ ·¸�T¡V�d¤¯�H�E¹z� ¦ �¯�T�T� ° ß �¯´ ¡ � � ´ �.  � � ¦ �T� ¦dº�Ð ®Y�d�d�¯¨.�T�T� � � Ð�d·¸¡V�H� � �d� L(ε) ¤ � ¨.¡ � � ´ ¡ �d�q¦ �C¨

L̃(ε)u ≡ −
n∑

i,j=1

ã
(ε)
ij (y)uyiyj

+

n∑

i=1

ã
(ε)
ii (y)β

(ε)
i (yi)uyi

,

ä>¹�¨.¡ �V� β(ε)
k (yk) =

λ′

k
(xk)

2
√

λk(xk)
· χ[ε,+∞[(|xk|) è °½�É@?�?�Ã ¸ }��N° À ­ � � ¡
ρ > 0

�#� ­¢ºf� � � � ­@��� ε̂ > 0 �5±�� �;���Ó° ºf���¼�f� ��¡¢® �_�r� ρ � n � ν �� � Ý �Ó�@� �
λi

� ���8� ® ���	� § �f�8�-� �
0 < ε ≤ ε̂

� �-�@� � ��� ����� � ��� ����­ Ü ºf���2­¢� � ���PÙ ��� �P� � ö
À ­ � � ¡ ¬�­ �P®¢¯P�"°

v ∈ C2(Π̃(ε))
� ���r�E� �P¯ �;�f� ��¡¢� � �m® ­ Ý � Kρ(y

0) ⊂ Π̃(ε) � ­¢��� ��� �  
� � ��� ° ��� �Ø� ��� � ���¢� � � ��� � � ­ L̃(ε)v ≥ −f (ε)(y)

���5���y� � �³°m® � ® ��¶	�   �f� s > 0
��� ��� �y� � � �� ���@� � � ��� � � � |K ρ

2
(y0) ∩ Av

s| ≥ (1 − ζ
2
)|K ρ

2
(y0)| ���f�

v ≥ κ

2
s− 2C5ρ

γ
∥∥∥ f

(ε)
+√
λ(ε)

∥∥∥
n,Kρ(y0)

�
K ρ

2
(y0)

� ±���� ��¡
ζ

�
γ ô ® � ��� �8� � � �H� ± � ���µ� �$	y��� � κ

�
C5 ô ® � ��� �8� � � �ñ� ± � ���µ� �$	y� õ��-�

Õ � ® ��±��;�f� ��¡@� � � � ·T� ¦¯� �d�c£T¡ �!�hÐ ¡ ´7� �,¹ B � °7ë � ��� � � �¯ T�T�!¹}� ´ ¡ � � �d� �w  � � ¦d� ¡ ¦ ¡�¥N�¸ T� ³� º �#¼	�T� � �¸�T� � Ö�ªÔ�T¡ ¦ ¨.�¯®,�­¹}� � ¡�¥ �d���d¦ ¡Ò¥H¡ ´�´ � ° æ ³ � ° ó,��·T�T� ε → 0
�hÐ �V¨N£ �¯� £â®1·T�T¡�¨.¡�¥N� ´�H� ¦ �T� ´ ¡¢�T�T� ° �

æ &



Ñ ¹�¥N¡ ´�´�º &,° æ � ¥N¡¶¨ � ¡ � �H  � �Ú¡ � ¥N� v �»�¸¡V� � �T� ½ � � ¡�¥ � �H�E£X¼ � �T® ½ �¸£ ¦ ® � ¤d¡ Kρ(y
0) ⊂ Π̃ �

®Y� � �d�H�E£ � ¨.� ¦ ¥N¡ �d¦ �¯�Y£¸¡ � �T¡V�H� ¦ ¡V� ���d¦¯� L̃v ≥ −f(y)
� �-�P�-�y� ®@��� �«� ¯P� � �P� ��� � � �W��� � � � �¨H¥T£ �T¡V¡Ëä ¦ �¯¹ ´ �}©»�T�T� ·T� � ¥N¡Ø�¸¹ ´ ¡¢�T¡V�¸�¸£a�H� ´ �T�}©Ú¡ ���d¦ ¡ ´ ¡¢� º � � ¥ � è ¦dº ·T�E¥H�T¡V�T� �Y�d¦ ¡V� ³©Ú¨.¡V�¸�T¡ö¥N¡ ´�´�º � ° ó ä � ¹}� ´ ¡¢�T�d× ζ → ζ

2
� κ → κ

2
� C5 → 2C5 è °�� � � ®Y�E¥ � ® � ¨��­¥ � �T¡V× ã �T¡�H� �V�¢� ©Ú¨.¡V�¸�¸£Ø�¸¹Xíôó¸� B ð­ïP�T¡ � �¸¡V¤ � Ö � �h¥N�±¨.®Y� �¢� �õ¼ � �T® ½ �T×�� � ¡V�d�T¡ ´ �_� ° �Ò� �¢� �¯¡ �d� £ ¦ ¡¢�T�T�d×�Ò¨H¥H£Û�¯·¸·T�T�d® � � ´ � ½ �T�d�¸� º�Ð �T¡ ã ¡V�T�T× °

7�·¸·T�T�d® � � ´ � ½ �T�d�¸� º ¡��T¡ ã ¡¢�T�¸£Ú¨H¥H£ � �H� ¦ �T¡¢�T�¸£�äçæ ° #dèP�¯·T�T¡¶¨N¡�¥H£¸¡ �d� £Õ�¯�H�­¥N�¯�V�T T�¸� °­ë ¥H£�T� ÐÕ� �¯®¸©Ú¡ � ·¸�H� ¦ ¡�¨H¥N� ¦ �fÞP¡¢�d�T¡ ´ �¼# ° # °

% ¦ ¡ �¢�d´ �õ·¸�T�¸¹z�T� � ¡¶¥N¡V�'& ° 7 ° 7*¥ ÐC�Y� � ¦E� ��®Y� � �d� º ×ê·T�T¡�¨.� ��� � ¦ �,¥ ´ �T¡ ¦ �¯¹ ´ �±©»�T� ���d��¯¹V�H�¯®Y� ´ � �¯�d� £ � � �¢� � �¯� ¡V×!í æ±ð±ï ¦ � � ®Y�d·¸� � � °
( þX�Øe�\2j XÛ�[é��USØå«éEV¼S]î

í æ¢ïç4 °ñá�°ÇD � º ¥H� ¦ � 9õ°ñá�° 3 �E¼l�¯�T� ¦ ��) � ® �r�f�Ó�y��� ��� � ��� � � �£�y�
�f� �P�P� �P���@� Ý � �y�P§ � ��®¢� ¤­��¢� �;� � �P�P�|�J� ±������ � � � � �|® ����¬A¬ �P¯P� � � �8�r� � � Ñ ¹ ¦¸° 7Ç4 3U3U3 ² � 3 ¡V� °�´ � �±° ��Þ ° �)�ä æ à 0 ( è��+*læd� 3 ° æ & æ��.ær.)# °
í ð±ï 9<° á�° 3 �¯¼	�d�T� ¦ �,) ���@� � � ��� � � �.-«��� � � ® �[� �³° � �¢�y� �P� �P§ � ��®¢� ¤�­��@� ��� � �P�P��� ¶	� �y¡ ���  

��� � � � � ¡_� ¤O�y���f� �P�P� � 6 4 3 N ß 9�Ñ �GÞ °$à)& äçæ à 0 ( è�� 3 ° ð-.dð}�¸ð-0). °
íñó­ï ß ° 7 °=N �}¨ º ©Ú¡V� � ®C�E£��L4 ° 4 °=% �H�­¥ � ½ ¡ ¦ �,�0/ ¯ � �P®¢��® � ��� �8� � � �21 � ��¡ �����@�w� �³° ¬�­ �P®¢ ¯P�P� �ç­¢��� ��� ��� � �Ó� °PÜ º � ¤M�@� ��� ���«��� � �3� �¢��� �P� �P§ � ��® ���«­ �@��� �@� �;� ���«��� � �¾�P���@� Ý �  ���P§ � ��® ���«­ ®@� ��± �@�y�P� � �P� ����­ � ���@� � � ��� � � ­ �E� ����¶��¢� �P�P§ � �P�P� � �_® ����¬A¬ �P¯P� � � �8�r� � �6 4 3 N ß 9ÛÑ �PÞ ° æ��@.Õäçæ à 0¢#dè�� 3 ° .dðz� à � °
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