Отзыв научного руководителя о работе

Александра Юрьевича ЛУЗГАРЕВА


Для меня большая честь поддержать своего ученика Александра Юрьевича Лузгарева, которого я считаю совершенно блестящим математиком с огромным исследовательским потенциалом, одним из самых сильных математиков своего поколения в Петербурге. Я знаю Сашу со времени его обучения на первом курсе математико-механического факультета СпбГУ, в 2001 году он начал работать под моим руководством, вначале как студент, а с осени 2004 года как аспирант. 

Еще в студенческие годы он опубликовал первую свою статью, совместную с Игорем Певзнером. Эта статья посвящена порождению арифметических подгрупп, она послужила одной из отправных точек недавних замечательных работ Максима Всемирнова. 

С тех пор я наблюдал его дальнейшее стремительное развитие как математика, и в идейном и в техническом отношении. Это относится как к его замечательной работе о надгруппах F4 в группе типа E6 так и, в особенности, к его недавним работам об уравнениях для групп типов E7 и E8. У меня нет сомнения, что в настоящее время он вырос в математика огромной практической силы, способного к самостоятельной исследовательской работе на высочайшем профессиональном уровне. 

Основные научные интересы Александра Лузгарева связаны со структурной теорией алгебраических групп, в особенности с исключительными группами, теорией представлений и алгебраической K-теорией. Им уже получены замечательные результаты по следующим темам.


● Надгруппы исключительных групп.

● Уравнения, определяющие исключительную группу.

● Структурная теория алгебраических групп.

Эти результаты по своей глубине, содержательности и особенно по технической мощи находятся на уровне лучших мировых достижений в области теории алгебраических групп и алгебраической K-теории.  Сейчас я коротко опишу эти достижения А.Ю.Лузгарева.


Надгруппы исключительных групп. Начиная с 1989 года я неоднократно ставил вопрос об описании надгрупп классических групп в естественных представлениях. В течение последних восьми лет этот вопрос был наконец-то полностью решен в цикле работ Виктора Петрова, моих и Ю Хонга. Эти работы (вместе с работами Алексея Степанова о надгруппах subring subgroups) подняли всю проблематику описания промежуточных подгрупп на совершенно новый технический уровень. Дело в том, что наряду со всей традиционной техникой, они используют всю мощь нескольких глубоких методов – как арифметических, так и геометрических – развитых за последнее десятилетия, в частности, метода разложения унипотентов, и метода локализации-пополнения Бака (являющегося дальнейшим развитием метода локализации и склейки Квиллена–Суслина–Васерштейна и, в свою очередь, усовершенствованного Хазратом и мною) 


В этот момент я предложил Александру Лузгареву получить аналогичные результаты 

для надгрупп групп Шевалле типов E6 и E7 в минимальных представлениях, т.е., иными словами, в соответствующих полных линейных группах GL(27,R) и GL(56,R). Ставя эту задачу, я радикально недооценил ее реальную трудность. Однако уже в дипломной работе Лузгареву удалось построить все совершенные промежуточные подгруппы. Оказывается, в случае E6 все такие подгруппы соответствуют идеалам I в R и имеют вид EE6(27,R,I)=E(E6,R)E(27,R,I).  В случае E7 такие подгруппы соответствуют парам идеалов, EEpE7(56,R,I,A)=E(E6,R)Ep(56,R,A)E(56,R,I). Для понимающего человека эти результаты – и в особенности их доказательства! – говорят сами за себя. При их доказательстве Саша проявил полное понимание и творческое овладение как классической техникой элементарных вычислений в группах Шевалле, развитой Шевалле, Титсом, Картером, Стейнбергом, Абе и другими, так и современными методами основанными на теории представлений и К-теории исключительных групп, развитыми в работах Мацумото, Стайна, моих, Плоткина и Степанова.
Несомненной вершиной деятельности Лузгарева в этом направлении является его работа (Алгебра и Анализ, 2008, N.6), в которой полностью описываются надгруппы группы Шевалле F4  в группе Шевалле типа E6. Особо подчеркну, что это делается для совершенно произвольного кольца, без условия обратимости 2. Доказательство этого результата занимает 40 страниц, опирающихся на всю мощь нескольких известных методов и насыщенных самыми разнообразными новыми идеями и техникой! Во-первых, автору приходится преодолевать такого же типа трудности, что в наших с Виктором Петровым работе о надгруппах Ep(2l,R). Во-вторых, ему приходится опираться на всю мощь геометрических методов в теории групп Шевалле, в частности, на наши недавние работы с Михаилом Гавриловичем и Сергеем Николенко. Но на это накладываются дополнительные трудности, проистекающие из теории представлений и геометрии, а также то, что теперь редукцию к параболической подгруппе невозможно провести в один шаг, так что извлечение корневого элемента превращается в настоящий tour de force. Вся эта работа, начиная с угадывания ответа, была проделана лично Александром.

И на меня и на Витю Петрова произвело огромное впечатление то мастерство, с которым все эти трудности преодолеваются, та свобода, с которой автор привлекает самые разнообразные технические средства и проводит труднейшие вычисления в исключительных группах. 

Уравнения, определяющие исключительную группу. В нашей совместной с Сашей работе (Алгебра и Анализ, 2007, N.5), дано явное описание уравнениями группы Шевалле типа E6. А именно, доказано, что для совершенно произвольного коммутативного кольца R нормализатор ее группы точек совпадает с группой точек ее схемного нормализатора (= расширенной группы Шевалле), совпадает с нормализатором ее элементарной группы и соответствующим транспортером. 

При этом сами уравнения, задающие расширенную группу Шевалле, выписаны абсолютно явно. Изначально эта задача возникла как часть проекта описания надгрупп исключительных групп в минимальных представлениях. Ясно, однако, что ее значение далеко выходит за эти рамки, а полученные Лузгаревым результаты будут иметь – и уже имеют – приложения всюду, где приходится проводить явные вычисления в исключительных группах.


В самое последнее время аналогичные результаты, также для совершенно произвольного коммутативного кольца R, получены для группы Шевалле типа E7 в минимальном представлении. Лузгареву удалось впервые снять при этом ограничение 2(R*. До этого подобное ограничение накладывалось во всех работах (а многие авторы, более тесно привязанные к йордановой технике, дополнительно предполагали, что 3(R*). Лузгареву удалось заметить, что вместо одного инварианта степени 4 нужно рассматривать все четырехмерное пространство таких инвариантов. Для алгебры Ли типа E7 это открытие независимо сделал Джекоб Лурье. Работы Лурье и Лузгарева отвечает на давно назревший вопрос и позволяет снять ограничение 2(R* во всех результатах структурной теории, где оно до сих пор накладывалось.

В настоящее время близки к завершению аналогичные результаты для групп типов El в присоединенных представлениях. В моей работе (Алгебра и Анализ, 2008, N.5), описана старшая орбита уравнений на орбиту вектора старшего веса в присоединенных представлениях, так называемые квадратные уравнения. Александру Лузгареву удалось блестяще завершить мою работу и явно написать все уравнения на орбиту вектора старшего веса, не прибегая при этом к продвинутым геометрическим доктринам, наподобие теории стандартных мономов (Сешадри, Лакшмибаи, ...), не используя работы по инцидентностым геометриям (Куперстейн, Коэн, ...) и т.д. 


Эта работа Лузгарева неожиданно приобрела совершенно новое звучание в связи с недавними результатами московских математиков, в особенности Елены Буниной и Антона Клячко, посвященными описанию автоморфизмов групп Шевалле. В этих работах стандартное описание автоморфизмов сведено к вычислению нормализаторов групп Шевалле в присоединенных уравнениях, а это ровно то, что мы умеем делать при помощи полученных нами уравнений. Есть полная уверенность, что теперь мы в состоянии получить полную классификацию автоморфизмов исключительных групп над произвольными коммутативными кольцами.

 Структурная теория алгебраических групп. Одним из центральных вопросов структурной теории является описание нормальных подгрупп групп точек. Этой проблематике посвящены многие сотни работ, опубликованных в течение последних 130 лет. Несколько лет назад в моей работе с Михаилом Гавриловичем был предложен еще один метод доказательства результатов о нормальном строении исключительных групп Шевалле. Оказалось, что можно предложить принципиально новое доказательство основных структурных теорем для групп типов E6 и E7, которое, как и в случае классических групп, не использует практически никакой информации о группе, кроме той, которая была доступна уже Мацумото и Стайну к середине 70-х годов (``второй взгляд''). 

Это доказательство является совершенно прямым и конструктивным и значительно элементарнее доказательств, основанных на локализации и склеивании, принадлежащих Абе, Васерштейну и другим. В то же время оно значительно проще доказательства полученного мною и Плоткиным уже хотя бы тем, что в нем не идет речи о знаках  уравнений, структурных константах действия и т.д. Но еще более замечательно то, что оно использует лишь вложения A2(E6 и A2(E7, и, таким образом, является A2-доказательством, в отличие от A5-доказательства для E6 и A7-доказательства для E7, известных ранее. Это чрезвычайно важно, так как полученная свобода позволяет стабилизировать еще один столбец и применить те же идеи для доказательства результатов на уровне K2.

В дальнейшем мы с Сергеем Николенко смогли получить аналогичное A2-доказательство для группы Шевалле типа F4. Оказывается, и в этом случае проще всего пользоваться тем же 27-мерным представлением, которое использовалось для E6 и которое для F4 перестает быть неприводимым.
У группы типа E8 нет микровесовых представлений и она не является скручиванием группы, имеющей такие представления, поэтому до недавнего времени она не поддавалась никаким усилиям. Однако в самое последнее время с учетом полученных Сашей уравнений в присоединенном представлении нам удалось получить A2-доказательство в присоединенном представлении группы Шевалле типа E8. Это в известном смысле завершает работу, которую я начал с Алексеем Степановым и Евгением Плоткиным около 20 лет назад. С другой стороны, это открывает совершенно новые перспективы в смысле решения дальнейших, более трудных задач структурной теории.
В каком-то смысле мне легче оценить работы Саши Лузгарева, чем работы Вити Петрова. Дело в том, что Петров значительно расширил область применимости развитых в моей школе методов, в направлении неалгебраических классических групп (нечетные унитарные группы), в направлении изотропных редуктивных групп (его недавние совместные работы с Анастасией Ставровой), и по типу рассматриваемых задач. В то же время, Лузгарев работает над задачами ровно такого типа, которыми занимался я сам, и использует ровно те же методы, которые использовал я сам, но при этом делает такие вещи, которые мне сейчас делать было бы трудно, и на которые я смотрю с восхищением и гордостью.

Перечисленные работы Лузгарева несомненно относятся к числу самых важных работ по теории исключительных групп за последние десятилетия и могут вырасти в большое научное направление (и, в частности, составить основу докторской диссертации). 

С моей точки зрения, уже этого более чем достаточно, чтобы продемонстрировать квалификацию и техническую мощь Александра Лузгарева, совершенно удивительные для математика его возраста. В настоящее время он работает над несколькими дальнейшими трудными задачами в области алгебраических групп и алгебраической K-теории и я ожидаю от него новых блестящих достижений в самое ближайшее время. 

Я считаю, что уже сегодня Александр Лузгарев вполне сложившийся математик огромной практической силы. Уже сейчас как по пониманию предмета и изобретательности, так и по технической силе он находится на уровне 10-15 лучших специалистов в своей области. У меня нет никаких сомнений, что работы А.Ю.Лузгарева представляют собой блестящие достижения нашей науки, а сам Александр Лузгарев является одним из самых ярких математиков своего поколения в Петербурге и заслуживает самой высокой поддержки. 

            Научный руководитель,  

            д.ф.-м.н., профессор






Николай Александрович 

                                                                                                                  ВАВИЛОВ
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