
Zapiski nauqnyhseminarov POMITom 338, 2006 g.N. A. Vavilov, A. �. Luzgarev, I. M. PevznerGRUPPA XEVALLE TIPA E6V 27-MERNOM PREDSTAVLENIINasto�wa� rabota, �vl��wa�s� prodol�eniem [163, 164], po-sv�wena detal~nomu komp~�ternomu izuqeni� de�stvi� gruppyXevalle G(E6; R) na minimal~nom module V ($1). �ta rabotanosit tehniqeski� harakter i opiraets� glavnym obrazom na� realizaci� 27-mernogo modul� kak vnutrennego modul� Xe-valle v unipotentnom radikale paraboliqesko� podgruppy tipaP7 v gruppe Xevalle G(E7; R),� obxirnye komp~�ternye vyqisleni�, provedennye s ispol~-zovaniem sistemy Mathematica.My uqityvaem rezul~taty, sv�zannye s iskl�qitel~no� 27-merno� �ordanovo� algebro�, no predpoqitaem neposredstvennoimi ne pol~zovat~s�, a peredokazyvat~ vse pr�mymi metodami.Naximi osnovnymi cel�mi zdes~ �vl��ts� �vny� vybor itabul�ci� znakov strukturnyh konstant �togo de�stvi�, sogla-sovannyh s vyborom polo�itel~nogo bazisa Xevalle v rabo-te [163], postroenie poliline�nyh invariantov i uravneni� na�lementy matric iz gruppy Xevalle G(E6; R) v �tom predsta-vlenii, a tak�e �vna� tabul�ci� kornevyh �lementov v �tompredstavlenii. Dl� udobstva ispol~zovani� poluqa�wies� ta-blicy vosproizvod�ts� v treh sledu�wih numeraci�h:� estestvenna� numeraci�,� numeraci�, sv�zanna� s ograniqeniem na A5,� numeraci�, sv�zanna� s ograniqeniem na D5.Issledovani�, sostavivxie osnovu nasto�we� raboty, vypolneny vramkah proektov RFFI 01{01{00924 (SPbGU) i 03{01{00349 (POMIRAN)i INTAS 03-51-3251 i byli podder�any grantami Minvuza `Geometri� kor-nevyh podgrupp' PD02{1.1{371 i `Nadgruppy poluprostyh grupp' E02{1.0{61. Pervy� avtor priznatelen tak�e za podder�ku programmy Minvuza\Razvitie nauqnyh xkol Sankt-Peterburga v oblasti teoretiqesko� iprikladno� matematiki" na zakl�qitel~nom �tape raboty nad nasto�we�stat~e�. 5



6 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERNasto�wa� rabota �vl�ets� obwim naqal~nym fragmentom ne-skol~kih planiruemyh state�, posv�wennyh� K-teorii iskl�qitel~nyh grupp,� izuqeni� nadgrupp gruppy G(E6; R) v polno� line�no� grup-pe GL(27; R),� opisani� nekotoryh klassov podgrupp v G(E6; R),� stroeni� unipotentnyh radikalov paraboliqeskih pod-grupp,� geometrii kornevyh podgrupp,� zadaqam poro�deni�.x1. Strukturnye konstantyVse naxi oboznaqeni�, otnos�wies� k korn�m, vesam, alge-bram Li, algebraiqeskim gruppam i predstavleni�m, soverxen-no standartny i sledu�t [2, 3, 4, 21, 23], sm. tak�e [158, 130],gde mo�no na�ti mnogo dal~ne�xih ssylok. My ne napominaemopredelenie grupp Xevalle i osnovnyh podgrupp v nih, sm., na-primer, [1, 2, 5, 21, 25{30, 123, 145, 146, 158, 160, 162, 164]. Vnasto�wem paragrafe my lix~ zafiksiruem osnovnye ispol~zu-emye v dal~ne�xem oboznaqeni�.Pre�de vsego, pust~ � { privedenna� neprivodima� sistemakorne� ranga l, � = f�1; : : : ; �lg { fundamental~na� sistema v �,�+ i �� { sootvetstvu�wie mno�estva polo�itel~nyh i otri-catel~nyh korne�. �lementy � nazyva�ts� prostymi korn�mi,i my vsegda ispol~zuem dl� nih tu �e numeraci�, qto v [3]. Takkak osnovna� qast~ raboty posv�wena sisteme � = E6 i otqastisisteme � = E7, to nas budet interesovat~ glavnym obrazom slu-qa�, kogda vse korni � ime�t odinakovu� dlinu { takie sistemybudut nazyvat~s� sistemami s prostymi sv�z�mi =simply-laced,v protivopolo�nost~ sistemam s kratnymi sv�z�mi =multiply-laced. Kak obyqno, W = W (�) oboznaqaet gruppu Ve�l� sistemy�; w� { otra�enie otnositel~no korn� � 2 � i si = w�i, 1 6 i 6 l,{ fundamental~nye otra�eni�.Postroenie grupp Xevalle osnovano na vybore bazisa Xe-valle v prosto� kompleksno� algebre Li L tipa �. Napomnim,qto vybor podalgebry Kartana H v L opredel�et kornevoe raz-lo�enie L = HLPL�, gde L� { odnomernye kornevye podpro-stranstva, invariantnye po otnoxeni� k H. Dl� ka�dogo korn�



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 7� 2 �+ vyberem kako�-to nenulevo� kornevo� vektor e� 2 L� ioto�destvim koren~ � s line�nym funkcionalom h na H, dl�kotorogo [h; e�] = �(h)e�. Ograniqenie formy Killinga alge-bry Li L na H nevyro�deno i, tem samym, ustanavlivaet ka-noniqeski� izomorfizm H �= H�, tak qto my mo�em da�e sqi-tat~, qto � 2 H. Vproqem, obyqno udobnee rassmatrivat~ ko-korni h� = 2�=(�; �). Takim obrazom, l�bo� vybor nenulevyhe� 2 L�, � 2 �+, odnoznaqno opredel�et e�� 2 L��, � 2 �+takie, qto [e�; e��] = h�. Mno�estvo fe�; � 2 �; h�; � 2 �g�vl�ets� bazisom algebry Li L, nazyvaemym bazisom Ve�l�.Pri �tom [h�; e�] = A��e� , gde A�� = 2(�; �)=(�; �) 2 Z{ qislaKartana. Strukturnye konstanty N�� opredel��ts� ravenstvom[e�; e�] = N��e�+� . Bazis Ve�l� mo�no normirovat~ tak, qtobyvse strukturnye konstanty N�� byli celymi, v �tom sluqae onnazyvaets� bazisom Xevalle, a mno�estvo fe�; � 2 �g { siste-mo� Xevalle.Dl� sistem s prostymi sv�z�mi vsegda N�� = 0;�1, takqto nam nu�no tol~ko zafiksirovat~ znaki strukturnyh kon-stant. My zafiksiruem polo�itel~ny� bazis Xevalle, koto-ry� opredel�ets� tem svo�stvom, qto N�� > 0 dl� vseh �kstra-special~nyh par, sm. [155, 46, 86, 163]. Dl� sistem s prostymisv�z�mi �to uslovie oznaqaet v toqnosti, qto N�i;� = +1 ka�dy�raz, kak �i+� 2 � obladaet tem svo�stvom, qto esli �j+ = �i+�dl� kakogo-to fundamental~nogo korn� �j i kakogo-to polo�i-tel~nogo korn� , to j > i.Znaki strukturnyh konstant v polo�itel~nom bazise Xeval-le zatabulirovany v [163] i dl� udobstva sverki s dal~ne�ximivyqisleni�mi my vosproizvodim ottuda tablicu 3, soder�awu�strukturnye konstanty algebry Li tipa E6 dl� polo�itel~no�poloviny sistemy Xevalle e�, � 2 �+. Ostal~nye tri qetver-ti polno� tablicy strukturnyh konstant legko vosstanovit~pri pomowi sootnoxeni�. Pri �tom dl� kontrol� vyqisleni�v [163], provodilis~ dvum� principial~no razliqnymi sposoba-mi:� pri pomowi induktivnogo algoritma Titsa [155], sm. tak�e[46],� pri pomowi kocikla Frenkel�{Kaca [75], sm. tak�e [76, 104,142].Vyqisleni� pri pomowi algoritma Titsa provodilis~ i ranee



8 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNER[45, 86], no obyqno dl� drugogo por�dka korne�. S drugo� sto-rony, oqevidny� vybor formy i znakov v algoritme Frenkel�{Kaca ne vedet k polo�itel~nomu bazisu Xevalle. V [163] sohra-nena forma Kartana, no modificirovany znaki, inymi slovami,tam sqitaets�, qto "(�) = �1 dl� nekotoryh polo�itel~nyh kor-ne�. S drugo� storony, v [50, 54] opisano postroenie tablicystrukturnyh konstant v polo�itel~nom bazise Xevalle, v koto-rom znaki vseh polo�itel~nyh korne� ravny +1, no modifici-rovana biline�na� forma, kotora� bol~xe ne zadaets� qislamiKartana.Pust~ teper~ G = G(�; R) est~ odnosv�zna� gruppa Xevalletipa � nad kol~com R. Vybor bazisa Xevalle zadaet, v qast-nosti, raswepimy� maksimal~ny� tor T = T (�; R) v gruppe Xe-valle G i parametrizaci� kornevyh unipotentnyh podgrupp X�,� 2 �, otnositel~no tora T . Fiksiruem �tu parametrizaci�,pust~ x�(�) { �lementarny� kornevo� unipotent, otveqa�wi�� 2 �, � 2 R. Pri �tomX� = �x�(�) j � 2 R	:Dl� dvuh �lementov x, y gruppy G qerez [x; y] oboznaqaets�ih levonormirovanny� kommutator xyx�1y�1. Kommutacionna�formula Xevalle utver�daet, qto[x�(�); x�(�)] =Yxi�+j�(N��ij�i�j)dl� l�byh �; � 2 � takih, qto � + � 6= 0, i �; � 2 R. Proiz-vedenie v pravo� qasti formuly berets� po vsem korn�m vidai� + j� 2 �, i; j 2 N, v nekotorom fiksirovannom por�dke. Pri�tom strukturnye konstanty gruppy Xevalle N��ij ne zavis�tot � i �. �sno, qto N��11 = N�� sut~ v toqnosti strukturnyekonstanty algebry Li L v sootvetstvu�wem bazise Xevalle.Dl� sistemy s prostymi sv�z�mi edinstvenna� polo�itel~na�line�na� kombinaci� korne� � i �, kotora� mo�et byt~ kornem,�to ih summa �+ �. Takim obrazom v �tom sluqae kommutacion-na� formula Xevalle prinimaet vid [x�(�); x�(�)] = e v sluqae,esli �+ � ne �vl�ets� kornem, i vid[x�(�); x�(�)] = x�+�(N����);esli � + � �vl�ets� kornem. Takim obrazom, v �tom sluqae po-stroennye v [163] tablicy strukturnyh konstant odnovremenno



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 9�vl��ts� tablicami strukturnyh konstant grupp Xevalle ti-pov E6, E7 i E8. Qto kasaets� drugih sistem korne�, sm. formulyv [46], a tak�e tablicy i dal~ne�xie ssylki v [164].x2. Moduli Ve�l�Obyqno my rassmatrivaem gruppu Xevalle G = G(�; R) vme-ste s de�stviem na module Ve�l� V = V (!) dl� nekotorogodominantnogo vesa !. V nasto�we� rabote my rassmatrivaemtol~ko sluqa�, kogda starxi� ves ! modul� V fundamental~-ny�, ! = $r . Odnako, vo mnogih voprosah strukturno� teoriiudobnee provodit~ vyqisleni� v predstavleni�h, ne �vl��wih-s� fundamental~nymi, ili da�e v privodimyh predstavleni�h,esli pri �tom poluqa�ts� bolee prostye uravneni�.Pust~, kak i vyxe, � { privedenna� neprivodima� sistemakorne� ranga l. Oboznaqim qerez Q(�) ee rexetku korne�, aqerez P (�) { ee rexetku vesov. Napomnim, qto P (�) sostoitiz celoqislennyh line�nyh kombinaci� fundamental~nyh vesov$1; : : : ; $l, kotorye obrazu�t dvo�stvenny� bazis po otnoxeni�k bazisu �_1 ; : : : ; �_l , gde �_ = 2�=(�; �). Kak obyqno, P++(�) obo-znaqaet konus dominantnyh celyh vesov, �vl��wihs� neotrica-tel~nymi celoqislennymi line�nymi kombinaci�mi fundamen-tal~nyh vesov $1; : : : ; $l.Fiksiruem dominantny� ves ! 2 P++(�) i pust~ V = V (!) {modul~ Ve�l� gruppy G so starxim vesom !. Sootvetstvu�weepredstavlenie G �! GL(V ) budet oboznaqat~s� qerez � = �(!).Qerez � = �(!) oboznaqaets� nabor vesov modul� V = V (!) suqetom kratnosti. Dl� oboznaqeni� mno�estva vesov, rassma-trivaemyh bez kratnosti, my obyqno budem pisat~ �(!). V na-sto�we� rabote nas budut interesovat~ glavnym obrazom tol~komikrovesovye moduli, sm. [4, 123, 126, 130, 158, 162] i soder�a-wies� tam ssylki. Dl� mikrovesovogo predstavleni� vse vesa�kstremal~ny i, znaqit, ime�t kratnost~ 1, tak qto v �tom slu-qae � = �(!) sovpadaet s Ve�levsko� orbito� starxego vesa,� = W!.V dal~ne�xem my fiksiruem dopustimy� bazis v�, � 2 �,modul� V . Napomnim, qto bazis nazyvaets� dopustimym, eslivypoln��ts� dva sledu�wih uslovi�.� Ka�dy� vektor v� de�stvitel~no �vl�ets� vektorom vesa �,esli rassmatrivat~ � kak ves bez kratnosti.



10 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNER� De�stvie kornevyh unipotentov x�(�), � 2 �, � 2 R v ba-zise v�, � 2 �(!), zadaets� matricami, �lementy kotoryh sut~polinomy ot � s celymi ko�fficientami.Lemma Macumoto, sm. [123, 146], utver�daet, qto dl� mikrove-sovyh predstavleni� mo�no tak normirovat~ dopustimy� bazis,qtoby x�(�)v� = v� + c���v�+�;gde vse strukturnye konstanty de�stvi� c�� ravny �1. V de�-stvitel~nosti, v dal~ne�xem my vsegda vybiraem kristalli-qeski� bazis, v kotorom vse strukturnye konstanty c�� ravny+1 dl� prostyh i otricatel~nyh prostyh korne�, t.e. c�� = +1,esli � 2 ��. Suwestvovanie takogo bazisa vytekaet iz obwihrezul~tatov D�. L�stiga i M. Kaxivara, �lementarnye doka-zatel~stva privedeny v [162] i [6].My myslim vektor a 2 V , a =P v�a�, kak stolbec koordinata = (a�), � 2 �. Pri �tom �lement b kontragradientnogo modul�V � estestvenno predstavl�t~ sebe kak stroku b = (b�), � 2 �. Ra-zumeets�, po otnoxeni� k vesam �� kontragradientnogo modul�V � kartina obratna�: �lementy V � predstavl��ts� stolbcamib = (b�), � 2 ��, a �lementy V { strokami a = (a�), � 2 ��. Po-�tomu my ewe raz obrawaem vnimanie na to, qto my indeksiruemkak stolbcy, tak i stroki vesami modul� V { indeksy �; �; � it.d. prinadle�at �. Inymi slovami, nam udobno numerovat~ ko-ordinaty vektora iz V � vesami modul� V i zapisyvat~ ih kakstroki { v to vrem� kak obyqno oni numeru�ts� vesami samogomodul� V � i zapisyva�ts� kak stolbcy.Odin iz principial~nyh tehniqeskih momentov sostoit v tom,qto �lementy �tih strok �vl��ts� ne line�no upor�doqennymi,a lix~ qastiqno upor�doqennymi, v sootvetstvii s por�dkom na�, zadavaemym vyborom sistemy prostyh korne� �. A imenno,my polagaem, qto � > �, esli � � � = Pmi�i, gde mi > 0. Priopisanno� vyxe interpretacii �lementov modul� V �lementygruppy Xevalle estestvenno myslit~ kak matricy g = (g��),�; � 2 �, po otnoxeni� k bazisu v�. Kak obyqno, stolbcami �to�matricy �vl��ts� stolbcy koordinat vektorov gv�, � 2 �, pootnoxeni� k bazisu v�, � 2 �. My budem qasto pol~zovat~s�sledu�wim oboznaqeniem: �-� stolbec matricy g budet obozna-qat~s� qerez g��, a �-� stroka { qerez g��.



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 11x3. Vnutrennie moduli XevalleKak obyqno, my oboznaqaem qerez U = U (�; R) podgruppu, po-ro�dennu� vsemi kornevymi podgruppami X�, otveqa�wimi po-lo�itel~nym korn�m � 2 �+, a qerez B = TU { standartnu�borelevsku� podgruppu. Dl� l�bogo mno�estva J � � prostyhkorne� my oboznaqaem qerez �J podsistemu v �, poro�dennu�J , qerez PJ > B { sootvetstvu�wu� standartnu� paraboliqe-sku� podgruppu v G, qerez LJ { ee faktor Levi, �vl��wi�s�reduktivno� gruppo� tipa �J , a qerezUJ = hX�; � 2 �+ n�J i{ ee unipotentny� radikal. V sluqae, kogda R = K �vl�ets�polem, LJ = T hX�; � 2 �J i:Pri �tom PJ �vl�ets� polupr�mym proizvedeniem PJ = LJ iUJ ,gde LJ de�stvuet na normal~nom delitele UJ sopr��eniem.My rassmatrivaem tak�e protivopolo�nu� paraboliqesku�podgruppu P�J s to� �e podgruppo� Levi LJ i protivopolo�nymunipotentnym radikalomU�J = hX��; � 2 �+ n�J i:V de�stvitel~nosti my budem interesovat~s� preimuwestven-no sluqaem maksimal~nyh paraboliqeskih podgrupp. Fiksiruemr, 1 6 r 6 l, i polo�im J = Jr = � n f�rg. Sootvetstvu�wa�maksimal~na� paraboliqeska� podgruppa, ee podgruppa Levi iunipotentny� radikal budut oboznaqat~s� qerez Pr, Lr , Ur , so-otvetstvenno. Polo�im �r = �+ n �J i oboznaqim qerez �r(h)mno�estvo korne� � 2 �r , ime�wih �r-uroven~ h. Inymi slova-mi, �r(h) = f� =Xmi�i; mr = hg:�sno, qto �r(h) = ; pri h > hr, gde qerez hr oboznaqen ko�ffi-cient, s kotorym �r vhodit v razlo�enie maksimal~nogo korn�.Ob�edinenie vseh �r(h), h > k, budet oboznaqat~s� qerez e�r(k),pri �tom e�r(1) = �r. Polo�im Ur(h) = QX�, gde proizvede-nie berets� po vsem korn�m � 2 e�r(h) v proizvol~nom por�dke.Iz kommutacionno� formuly Xevalle vytekaet, qto Ur(h) pod-gruppa v Ur , priqem Ur(1) = Ur . Na samom dele Ur(h) poqti vse-gda sovpadaet s h-m qlenom ni�nego central~nogo r�da gruppy



12 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERUr , no my opredelili Ur(h) kak proizvedenie vseh kornevyh pod-grupp, otveqa�wih korn�m urovn� > h, imenno dl� togo, qtobyizbe�at~ obsu�deni� malen~kih iskl�qeni�.Struktura posledovatel~nyh faktorov Ur(h)=Ur(h+1) kak Lr-module� horoxo izvestna, sm., naprimer, [36, 132]. A imenno,dl� l�byh r, 1 6 r 6 l, i h, h 6 hr , faktor-gruppaUr(h)=Ur(h+ 1) �= �X�; � 2 �r(h)�vl�ets� Lr-modulem Ve�l� so starxim vesom !, gde ! { �le-ment �r(h) naibol~xe� vysoty. Po�snim, qto zdes~ req~ ideto pr�mo� summe abelevyh grupp, v to vrem� kak v opredeleniiUr(h) figurirovalo proizvedenie podgrupp fiksirovanno� grup-py. Sformulirovannoe vyxe utver�denie predstavl�et sobo�trivial~ny� qastny� sluqa� rezul~tatov raboty [36], s zame-no� neprivodimyh module� na moduli Ve�l�, qtoby izbe�at~upominani� ob oqen~ plohih prostyh qislah.V de�stvitel~nosti qawe nas interesuet ne sama podgruppaLevi Lr , a ee kommutant1 Gr = [Lr; Lr]. Esli r fiksirovano, tomy pixem prosto �, �(h) vmesto �r , �r(h) i t.d. Takim obrazom,� = � [ � [ (��). Samym bol~xim i, kak pravilo, naibolee in-teresnym �vl�ets� faktor �=�(2). Osobenno va�ny sledu�wiedva sluqa�:� unipotentny� radikal Ur abelev, Ur(2) = 1,� unipotentny� radikal Ur �kstra-specialen, Ur(2) = X�, gde� { maksimal~ny� koren~ �.Primerom abeleva sluqa� �vl�ets� 27-merny� modul~ dl�E6, kotory� realizuets� kak U7 v gruppe tipa E7, a primerom�kstra-special~nogo sluqa� �vl�ets� 56-merny� modul~ dl� E7,kotory� realizuets� kak U8=U8(2) v gruppe tipa E8. V de�stvi-tel~nosti osnovna� qast~ vyqisleni� v nasto�we� rabote provo-dilas~ { ili dublirovalas~! { imenno v tako� realizacii grup-py Xevalle tipa G(E6; R), i my detal~no obsudim ee v x5.x4. Sistemy korne� tipa ElV nasto�we� rabote, kak i v rabote [163], my ispol~zuem1Kak vsegda, govor� o normalizatorah, kommutantah, central~nyh r�-dah i pr. podgrupp v G my imeem v vidu kommutant Lr v smysle teoriialgebraiqeskih grupp, a ne kommutant ee gruppy toqek!



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 13giperboliqesku� realizaci� sistem korne� tipa El v (l + 1)-mernom prostranstve Minkovskogo [16], 240 = 2�82�+ 2�83�+ 2�82�+2�81�. �ta realizaci� znaqitel~no udobnee dl� vyqisleni�, qemobyqnye realizacii v �vklidovom prostranstve.� Realizaci� El kak �lementov minimal~no� normy v kol~cecelyh oktav K�li, 240 = 2�81�+ 24 � 7+ 24 � 7, gde 7 = 22+ 2+ 1 est~koliqestvo pr�myh { i dopolneni� k nim { na ploskosti Fano,kotoru� ispol~zovali Kokseter i Fre�dental~.� Izlagaema� v bol~xinstve standartnyh uqebnikov po grup-pam i algebram Li realizaci� Kartana, 240 = 4�82�+ 27.Delo v tom, qto v giperboliqesko� realizacii vse ko�ffici-enty korne� po otnoxeni� k ortonormirovannomu bazisu�vl��ts� celymi. V to �e vrem� my sohran�em obyqnu� nume-raci� prostyh korne� iz [3]. Tak kak vse vyqisleni� nasto�we�stat~i samym suwestvennym obrazom zavis�t ot �to� realiza-cii sistem korne� tipa E6 i E7, to se�qas my sovsem korotkoee napomnim, v [91] ili [163] mo�no na�ti mnogo dal~ne�xih de-tale�. Razumeets�, v de�stvitel~nosti �ta realizaci� �kviva-lentna obyqno� realizacii E8 v terminah kompaktnyh oktav O,izomorfizm ustanavlivaets� posredstvom SL(2;O) �= Spin(9; 1;R),sm. [37]. Poskol~ku v nasto�we� stat~e nas interesu�t vyqisle-ni�, a ne differencial~na� geometri� ili geometri� qisel, myne budem razvivat~ �tu temu.Rassmotrim vewestvennoe vektornoe prostranstvo U = Rl;1razmernosti l + 1 s nevyro�dennym simmetriqeskim skal�r-nym proizvedeniem ( ; ) : U � U ! R signatury (l; 1). Zafik-siruem v nem ortonormirovanny� bazis e0; e1; : : : ; el tako�, qto(e0; e0) = �1 i (ei; ei) = 1 dl� vseh 1 6 i 6 l. V pervu� oqered~nas budet interesovat~ sluqa� l = 8. Oboznaqim qerez L 6 R8;1rexetku, sosto�wu� iz vseh vektorov v 2 R8;1, vse koordinatykotoryh �; �1; : : : ; �8 v razlo�enii po bazisu e0; e1; : : : ; e8 celye,v = �e0 + �1e1 + : : :+ �8e8; �; �1; : : : ; �8 2Z:Oboznaqim teper~ qerez � mno�estvo vseh vektorov v 2 L,koordinaty kotoryh udovletvor��t sledu�we� sisteme urav-neni�: � 3�� (�1 + : : :+ �8) = 0;��2 + �21 + : : :+ �28 = 2:



14 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERVse rexeni� �to� sistemy uravneni�, udovletvor��wie nera-venstvam 0 6 � 6 3; �1 > : : : > �8;pereqisleny v sledu�we� tablice.� �1 �2 �3 �4 �5 �6 �7 �80 1 0 0 0 0 0 0 �11 1 1 1 0 0 0 0 02 1 1 1 1 1 1 0 03 2 1 1 1 1 1 1 1Legko proverit~, qto vse ostal~nye celoqislennye rexeni�poluqa�ts� iz �tih pri pomowi sledu�wih dvuh tipov preobra-zovani�.� Proizvol~na� perestanovka �1; : : : ; �8.� Odnovremenna� smena znaka vseh koordinat.Takim obrazom, s toqnost~� do znaka ka�dy� �lement � imeetsledu�wu� formu:8>>>><>>>>: �ij = ei � ej; i > j;ijh = e0 + ei + ej + eh;�ij = 2e0 + e1 + : : :+ bei + : : :+ bej + : : :+ e8;�i = 3e0 + e1 + : : :+ 2ei + : : :+ e8;gde indeksy i; j; h = 1; : : : ; 8 poparno razliqny, a xl�pkab nadindeksom oznaqaet, qto �tot indeks sleduet propustit~.Legko proverit~, qto ograniqenie skal�rnogo proizvedeni�na giperploskost~ V ortogonal~nu� k vektoru 3e0 + e1 + : : :+ e8,polo�itel~no opredeleno i qto � predstavl�et sobo� sistemukorne� tipa E8 v V , sm. [16], [163]. Zafiksiruem v � sledu�wu�sistemu polo�itel~nyh korne� � = f�1; : : : ; �8g:�1 = e2� e1; �2 = e0+ e1 + e2 + e3; �3 = e3 � e2; �4 = e4 � e3;�5 = e5 � e4; �6 = e6 � e5; �7 = e7 � e6; �8 = e8 � e7:



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 15Numeraci� �tih korne� sleduet [3] i privedena na sledu�we�diagramme:Pereqislennye vyxe korni �i, ijh, �ij i �i predstavl��t sobo�mno�estvo �+ polo�itel~nyh korne� otnositel~no fundamen-tal~no� sistemy korne� �.Qtoby poluqit~ ots�da sistemu korne� tipa E7, dostatoq-no vz�t~ te korni iz E8, dl� kotoryh �8 = 0 { ili, qto to �esamoe, dl� kotoryh �8 ne po�vl�ets� v ih razlo�enii po fun-damental~nym korn�m. Toqno tak �e, dl� togo, qtoby poluqit~sistemu korne� tipa E6 dostatoqno vz�t~ te korni iz E8, dl�kotoryh �7 = �8 = 0 { ili, qto to �e samoe, dl� kotoryh kak �7,tak i �8 ne po�vl��ts� v ih razlo�enii po fundamental~nymkorn�m.V dal~ne�xem my ispol~zuem dl� korne� sistemu oboznaqe-ni�, izvestnu� kak zapis~ Dynkina = Dynkin notation, inymislovami, diagrammy Dynkina s koordinatnymi metkami. Pri�tom koren~ � 2 �+, dl� kotorogo� = p�1 + q�2 + r�3 + s�4 + t�5 + u�6 + v�7 + w�8dl� nekotoryh p; q; r; s; t; u; v; w 2 N0, oboznaqaets� qerez� = prstuvwq :Takim �e obrazom, estestvenno, opisyva�ts� i korni sistemE7 i E6. Summa ko�fficientovht(�) = p + q + r + s + t+ u+ v +wnazyvaets� vysoto� korn� �. V ka�do� sisteme korne� otno-sitel~no fiksirovannogo por�dka imeets� edinstvenny� koren~maksimal~no� vysoty, nazyvaemy� maksimal~nym ili starximkornem. V zapisi Dynkina maksimal~nye korni sistem E6 i E7



16 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERime�t vid2e0 + e1 + : : :+ e6 = (2; 1; 1; 1; 1; 1; 1) = 123212 ;2e0 + e2 + : : :+ e7 = (2; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1) = 2343212 :Vysoty �tih korne� ravny 11 = 12 � 1 i 17 = 18� 1, sootvet-stvenno. Dl� �konomii mesta v tablicah vmesto zapisi Dynki-na my budem ispol~zovat~ stroqnu� zapis~ Dynkina = stringDynkin notation, v kotoro� koren~ � zapisyvaets� stroko� ko�f-ficientov pqrstuvw. V �to� zapisi maksimal~nye korni sistemE6 i E7 ime�t vid 122321 i 2234321, sootvetstvenno.Dl� korne� vse ko�fficienty v razlo�enii po prostym kor-n�m ime�t odinakovy� znak, no esli nu�no oboznaqit~ celoqi-slennu� line�nu� kombinaci� prostyh korne� s raznymi zna-kami, to minusy v forme Dynkina prin�to stavit~ ne pered ko-�fficentami, a nad nimi. Naprimer, �1 � �2 v forme Dynkinazapisyvaets� kak 100001 .V dal~ne�xem my vsegda upor�doqivaem polo�itel~nye kor-ni v sootvetstvii s por�dkom, nazyvaemym po-angli�ski heightlexicographic. �tot por�dok regul�rny�, v tom smysle, qto kor-ni men~xe� vysoty vsegda predxestvu�t korn�m bol~xe� vy-soty, i leksikografiqeski� na korn�h danno� vysoty. My pi-xem � � �, esli � predxestvuet � otnositel~no �togo por�d-ka. Po opredeleni� �to znaqit, qto libo ht(�) < ht(�), li-bo ht(�) = ht(�) i celoe qislo, predstavlennoe stroqno� for-mo� Dynkina korn� �, bol~xe, qem celoe qislo, predstavlennoestroqno� formo� Dynkina korn� �.V rabote [163] priveden kod, kotory� poro�daet tablicy kor-ne� sistem El v giperboliqeskom bazise i v bazise prostyh kor-ne�. My ne budem vosproizvodit~ �tot kod, kotory� prosto pe-revodit privedennoe vyxe opredelenie na �zyk Mathematica, aograniqims� otvetom, tem bolee, qto v [163] polo�itel~nye kor-ni pereqisleny tol~ko v zapisi Dynkina, no ne v giperboliqe-sko� zapisi. V de�stvitel~nosti, vyqisleni� proizvodilis~ kakraz v giperboliqesko� forme, tak qto osnovnym ob�ektom �vl�-ets� sledu�wi� spisok positiveE6:ff0,-1,1,0,0,0,0g,f1,1,1,1,0,0,0g,f0,0,-1,1,0,0,0g,f0,0,0,-1,1,0,0g,f0,0,0,0,-1,1,0g,f0,0,0,0,0,-1,1g,



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 17f0,-1,0,1,0,0,0g,f1,1,1,0,1,0,0g,f0,0,-1,0,1,0,0g,f0,0,0,-1,0,1,0g,f0,0,0,0,-1,0,1g,f0,-1,0,0,1,0,0g,f1,1,0,1,1,0,0g,f1,1,1,0,0,1,0g,f0,0,-1,0,0,1,0g,f0,0,0,-1,0,0,1g,f1,0,1,1,1,0,0g,f0,-1,0,0,0,1,0g,f1,1,0,1,0,1,0g,f1,1,1,0,0,0,1g,f0,0,-1,0,0,0,1g,f1,0,1,1,0,1,0g,f0,-1,0,0,0,0,1g,f1,1,0,0,1,1,0g,f1,1,0,1,0,0,1g,f1,0,1,0,1,1,0g,f1,0,1,1,0,0,1g,f1,1,0,0,1,0,1g,f1,0,0,1,1,1,0g,f1,0,1,0,1,0,1g,f1,1,0,0,0,1,1g,f1,0,0,1,1,0,1g,f1,0,1,0,0,1,1g,f1,0,0,1,0,1,1g,f1,0,0,0,1,1,1g,f2,1,1,1,1,1,1ggPosle togo, kak �tot spisok odna�dy vyqislen, u�e ne imeetznaqeni�, otkuda on vz�ls�. Naqal~ny� fragment �togo spiskadliny xest~ff0,-1,1,0,0,0,0g,f1,1,1,1,0,0,0g,f0,0,-1,1,0,0,0g,f0,0,0,-1,1,0,0g,f0,0,0,0,-1,1,0g,f0,0,0,0,0,-1,1ggvybirals� v kaqestve sistemy prostyh korne� rootbaseE6, po-sle qego dl� vseh ostal~nyh korne� rexaets� sistema line�nyhuravneni�, vyra�a�wa� ih qerez rootbaseE6, qto daet stroq-nu� formu Dynkina. My ne privodim analogiqnye spiski pos-itiveE7 i rootbaseE7, kotorye poro�da�ts� soverxenno analo-giqno, no dl� udobstva pol~zovani� posledu�wimi tablicamiv tablicah 1 i 2 vosproizvod�ts� spiski polo�itel~nyh korne�sistem E6 i E7 otnositel~no height lexicographic order.x5. Vesa E6Po opredeleni� bazis fundamental~nyh vesov weightbaseE6dvo�stvenen k bazisu prostyh korne� rootbaseE6. Edinstvenny�n�ans, kotory� neobhodimo pri �tom uqityvat~, sostoit v tom,qto v giperboliqesko� realizacii korni E6 �ivut v semimer-nom, a ne v xestimernom prostranstve. Qtoby ubrat~ lixn��razmernost~ pri postroenii vesov neobhodimo prover�t~ eweortogonal~nost~ { v smysle �vklidova skal�rnogo proizvedeni�!{ poluqa�wihs� vektorov sledu�wemu vektorutestvectorE6=f3,-1,-1,-1,-1,-1,-1g;Takim obrazom fundamental~nye vesa $1; : : : ; $6 �vl��ts� re-xeni�mi sledu�wih sistem line�nyh uravneni�:omegaE6[i ]:=LinearSolve[Append[rootbasebisE6,testvectorE6],



18 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERTable[If[j==i,1,0],fj,1,7g]] /; 1<=i<=6Spisok rootbasebisE6 otliqaets� ot spiska rootbaseE6 rov-no v odno� pozicii, a imenno, ego vtoro� �lement imeet vidf-1,1,1,1,0,0,0g. �to sdelano dl� togo, qtoby rexenie by-lo ortogonal~no �2 v smysle giperboliqeskogo skal�rnogo pro-izvedeni�. Tak kak ostal~nye �i ne soder�at e0, dl� nihbezrazliqno, berets� li �vklidovo ili giperboliqeskoe ska-l�rnoe proizvedenie, po�tomu ih men�t~ ne nu�no. Razume-ets�, s takim �e uspehom my mogli domno�it~ matricu Ap-pend[rootbasebisE6,testvectorbisE6], gdetestvectorbisE6=f3,1,1,1,1,1,1g;sprava na matricu Grama DiagonalMatrix[f-1,1,1,1,1,1,1g]. Te-per~ vyqislenieweightbaseE6=Table[omegaE6[i],fi,6g]vozvrawaet koordinaty fundamental~nyh vesov v ortonormiro-vannom bazise prostranstva R6;1:ff1,-1/3,2/3,2/3,2/3,2/3,2/3g,f2,1,1,1,1,1,1g,f2,1/3,1/3,4/3,4/3,4/3,4/3g,f3,1,1,1,2,2,2g,f2,2/3,2/3,2/3,2/3,5/3,5/3g,f1,1/3,1/3,1/3,1/3,1/3,4/3ggDominantny� (cely�) ves { �to v toqnosti line�na� kombi-naci� fundamental~nyh vesov s neotricatel~nymi celymi ko�f-ficientami ili, qto to �e samoe, ves, skal�rnye proizvedeni�kotorogo so vsemi prostymi korn�mi neotricatel~nye celye.Sledu�wa� funkci� �vl�ets� testom dominantnosti:dominantE6Q[u ]:=And@@Table[Block[fxxx=hip[u,rootbaseE6[[i]]g,xxx>=0&&IntegerQ[xxx]],fi,6g]]Qerez hip zdes~ oboznaqeno giperboliqeskoe skal�rnoe proiz-vedenie v Rl;1, kotoroe vvodits� sledu�wim obrazom:hip[u ,v ]:=-u[[1]]*v[[1]]+Sum[u[[i]]*v[[i]],fi,2,Length[u]g] /; Length[u]==Length[v]hip[u ]:=hip[u,u]Sledu�wi� primitivny� kod slu�il nam, qtoby porodit~mno�estvo vesov �(!) predstavleni� so starxim vesom !. Qtobyizbe�at~ beskoneqnogo vyqisleni�, nu�no, koneqno, prover�t~dominantnost~ !:weightsE6[u ]:=Block[fi,j,list=fug,len=hip[u],weg,



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 19For[j=1,j<=Length[list],j++,For[i=1,i<=6,i++,we=list[[j]]-rootbaseE6[[i]];If[hip[we]<=len&&!MemberQ[list,we],list=Append[list,we]]]];Return[list]] /; dominantE6Q[u]�tot tekst qudoviwno ne�ffektiven, tak kak, naprimer, u�e po-ro�denie pri pomowi nego 27 vesov predstavleni� V (!1) zanima-et okolo 0.02 sekundy. Vero�tno, v dannom sluqae da�e prosta�rekursi� byla by luqxe. Odnako, poskol~ku razmernost~ vsehrassmatrivaemyh nami predstavleni� ne prevoshodit 248, myne pytalis~ optimizirovat~ kod.x6. 27-merny� modul~ dl� E6Teper~ vyqislenieminimalE6=weightsE6[omegaE6[1]]vozvrawaet spisok iz 27 vesov minimal~nogo modul�. �ti vesaprivedeny v tablice 3, vmeste s ih vyra�eni�mi v forme Dyn-kina v bazise iz prostyh korne� i v bazise fundamental~nyhvesov, sootvetstvenno. �ti vyra�eni� poluqeny kak rexeni� si-stem line�nyh uravneni�:rootformE6[u ]:=LinearSolve[Transpose[rootbaseE6],u]weightformE6[u ]:=LinearSolve[Transpose[weightbaseE6],u]Obratite vnimanie, qto v otliqie ot polo�itel~nyh korne�vesa modul� V ($1) raspolo�eny v �to� tablice ne v por�dke ras-polo�eni� vesov, a v por�dke ih ubyvani� , naqina� so starxegovesa $1, ime�wego vysotu 8, do mladxego vesa �$6, ime�wegovysotu �8.Odnako, v de�stvitel~nosti qasto udobnee ispol~zovat~ dl�vyqisleni� realizaci� V ($1) kak vnutrennego modul� Xevallev gruppe G(E7; R). A imenno, rassmotrim standartnu� parabo-liqesku� podgruppu P7 6 G(E7; R). Kommutant G7 = [L7; L7] eepodgruppy Levi �vl�ets� odnosv�zno� gruppo� Xevalle tipaE6, priqem de�stvie G7 sopr��eniem na abelevom unipotentnomradikale U7 prevrawaet U7 v G(E6; R) modul~ V ($1). Kak sle-duet iz teoremy 1 raboty [162], sistema x�(1), � 2 � = �7, ot-veqa�wa� polo�itel~nomu bazisu Xevalle, �vl�ets� kristal-liqeskim bazisom modul� V ($1). Po�tomu my mo�em proqitat~konstanty de�stvi�, vybrav iz tablicy strukturnyh konstant



20 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERdl� algebry Li tipa E7 stroki, otveqa�wie korn�m iz E6, istolbcy, otveqa�wie korn�m iz �.Kommentari�. Dl� vosstanovleni� istoriqesko� perspektivyzametim, qto v de�stvitel~nosti hod sobyti� byl pr�mo pro-tivopolo�en. Vnaqale Evgeni� Plotkin, pol~zu�s~ tablicamiPol� Gilki i Gari Ze�tca iz [86] i dopolnitel~nymi neopu-blikovannymi tablicami, kotorye oni nam prislali, qastiqnovruqnu�, qastiqno pri pomowi komp~�tera narisoval tablicykonstant de�stvi� kak dl� �togo, tak i dl� nekotoryh drugihpredstavleni�, kotorymi my pol~zovalis~ pri proverke sovpa-deni� znakov v pervo� versii razlo�eni� unipotentov. Posle�togo pervy� avtor ewe raz vyqislil �ti tablicy na komp~�-tere, obratil vnimanie na svo�stva polo�itel~nosti i zame-til, kak na osnove �tih svo�stv proqest~ vse strukturnye kon-stanty neposredstvenno po vesovo� diagramme, na osnove qegookazalos~ vozmo�nym dat~ apriornye dokazatel~stva razlo�e-ni� unipotentov v mikrovesovyh predstavleni�h. Posle �togoRod�er Karter istolkoval �ti svo�stva kak sledstvi� polo�i-tel~nosti kristalliqeskogo bazisa, i imenno v takom vide �toizlo�eno v [162].Vyberem sredi polo�itel~nyh korne� E7 te, kotorye prinad-le�at E6, i te, kotorye prinadle�at �:positiveE6insideE7=Select[positiveE7,Last[rootformE7[#]]==0&]minimalE6insideE7=Select[positiveE7,Last[rootformE7[#]]==1&]Vproqem, korni E6 vnutri E7 v tom �e por�dke poluqa�ts� iprosto dorisovyvaniem 0 k korn�m E6 v obyqnom por�dke:positiveE6insideE7=Map[Append[#,0]&,positiveE6]Vesa modul� V ($1) kak korni E7 pereqisleny v por�dke vozra-stani� vysoty v tablice 4. Vidno, qto pol~zovat~s� �to� ta-blice� gorazdo udobnee, qem predyduwe�, tak kak teper~ vseko�fficenty v razlo�enii vesov kak po prostym korn�m E7,tak i po sootvetstvu�wemu giperboliqeskomu bazisu �vl��ts�neotricatel~nymi celymi qislami.Faktiqeski my provodili vyqisleni� imenno v tako� reali-zacii. V qastnosti, teper~ dl� postroeni� tablicy konstant



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 21de�stvi� ostaets� lix~ vybrat~ iz postroenno� v [163] tabli-cy strukturnyh konstant dl� E7 stroki s nomerami, sootvet-stvu�wimi pozici�m �lementov positiveE6insideE7, i stolbcy snomerami, sootvetstvu�wimi pozici�m �lementov minimalE6in-sideE7, v spiske positiveE7. Rezul~tat voproizveden v tablice 6.Iz qistogo l�bopytstva my povtorili vyqisleni� iz [163],nu�nye dl� postroeni� �to� tablicy. Pri �tom my poluqilioqerednoe blest�wee podtver�denie mysli Knuta, qto komp~�-tery stanov�ts� vse luqxe i luqxe, v to vrem� kak vse ostal~-noe stanovits� vse hu�e i hu�e. Na samom dele, da�e pri pomo-wi rekurrentnogo algoritma vyqislenie �to� tablicy zanimaetmen~xe des�ti sekund, t.e. men~xe, qem v 1990-e gody zanimalovyqislenie odno� ee stroki!Vvidu sledu�wego oqevidnogo fakta (po povodu ego dokaza-tel~stva sm., naprimer, [162, lemma 4]) konstanty de�stvi� dl�otricatel~nyh korne� tak�e qita�ts� po �to� tablice.Lemma. Dl� l�bogo � 2 �+ i l�bogo � 2 � imeet mesto raven-stvo c�+�;�� = c�;�:V de�stvitel~nosti v praktiqeskih vyqisleni�h qasto udob-nee pol~zovat~s� ne tablice� konstant de�stvi�, a matrice�znakov predstavleni� V ($1), stroki i stolbcy kotoro� zanu-merovany vesami �togo predstavleni�, a v pozicii (�; �) stoitko�fficient c�;���, s kotorym kornevo� �lement x���(1) priba-vl�et v� k v�, libo 0, esli � � � ne �vl�ets� kornem. Matricaznakov predstavleni� V ($1) dl� numeracii vesov kak korne� E7privedena v tablice 7.x7. Vesova� diagramma V ($1)Va�nym instrumentom pri izuqenii i ispol~zovanii pred-stavleni� iskl�qitel~nyh grupp �vl��ts� vesovye diagrammy.Vesovye diagrammy byli opredeleny Dynkinym v 1951 godu iispol~zovalis~ ego uqenikami, v pervu� oqered~ Vinbergom, od-nako nikogda ne po�vl�lis~ v ih opublikovannyh rabotah, kakskazal avtoram sam Evgeni� Borisoviq, glavnym obrazom iz-zaqisto tehniqeskih trudnoste� vkl�qeni� kartinok v matemati-qeski� tekst v dokomp~�ternu� �pohu! Oni vizualiziru�t de�-stvie �lementov iz gruppy na dannom module i, v izvestnom smy-



22 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERsle, slu�at zameno� obyqnyh matriqnyh vyqisleni�. V sluqaemikrovesovyh predstavleni� oni sovpada�t s kristalliqeskimigrafami Kaxivara. Podrobnoe obsu�denie vesovyh diagramm imno�estvo dal~ne�xih ssylok mo�no na�ti v rabotah [158, 130,162].Pervonaqal~no vesovye diagrammy voznikli v teorii pred-stavleni� kak qisto kombinatorny� ob�ekt, opisyva�wi� por�-dok Br�a na faktorah gruppy Ve�l� { pervy� vzgl�d, sm. biblio-grafi� v [158, 130]. Vskore posle �togo bylo osoznano, qto pripomowi nih oqen~ udobno opisyvat~ de�stvie gruppy/algebryLi s toqnost~� do znakov { vtoro� vzgl�d, sm. [123, 146, 158,130]. Nakonec, sravnitel~no nedavno vy�snilos~, qto v de�stvi-tel~nosti vesovye diagrammy polnost~� opisyva�t de�stvie,vkl�qa� znaki { treti� vzgl�d.Vesova� diagramma predstavleni� � �to pomeqenny� { ili, vterminologii Kaxivara, okraxenny� { orientirovanny� graf,� verxiny kotorogo otveqa�t vesam predstavleni� �, obyqnos kratnost�mi,� dve verxiny � i � soedin��ts� strelko� s metko� i = cvetai, napravlenno� ot � k �, esli � � � = �i �vl�ets� i-m prostymkornem.Pri �tom strelki obyqno ne stav�ts�, i polo�itel~nymi napra-vleni�mi sqita�ts� napravleni� sprava nalevo i snizu vverh.Razumeets�, esli vesa � i/ili � kratnye, nu�no ewe utoqnit~,qto imenno podrazumevaets� pod �tim ravenstvom. V obwem slu-qae rexenie problemy kratnoste� soverxenno netrivial~no ibylo poluqeno tol~ko v znamenityh rabotah L�stiga i Kaxi-vara v kontekste teorii kvantovyh grupp. Vskore posle �togoLittel~mann predlo�il porazitel~no krasivy� �lementarny�,no ves~ma hitroumny� podhod k postroeni� �tih grafov { mo-del~ pute�. Odnako, dl� mikrovesovyh predstavleni� kratnostivseh vesov ravny 1, tak qto nikakih problem ne voznikaet.
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Vesova� diagramma qasto ispol~zuets� tak�e kak stenografi-qeska� zapis~ sootvetstvu�wego vesovogo grafa. Verxinami ve-sovogo grafa snova �vl��ts� vse vesa predstavleni� �, no teper~rebra otveqa�t vsem polo�itel~nym korn�m (a ne tol~ko pro-stym korn�m, kak v sluqae vesovo� diagrammy). Inymi slovami,vesa � i � soedin��ts� strelko� s metko� � 2 �+, napravlenno�iz � v �, esli � � � = �. Vesovye grafy qasto udovletvor��toqen~ sil~nym svo�stvam regul�rnosti i vstreqa�ts� v gromad-nom koliqestve rabot po kombinatorike, koneqnym geometri�mi upakovke sfer, sm. [42] i soder�awies� tam ssylki. Vesovo�graf tipa (E6; $1) { ili ego dopolnenie! { nazyvaets� obyqnografom Xlefli. On vpervye voznik v teorii algebraiqeskihpoverhnoste�. A imenno, rassmotrim poverhnost~, poluqa�wu-�s� iz kompleksno� proektivno� ploskosti P2 razdutiem l toqekv obwem polo�enii. Graf Xlefli opisyvaet konfiguraci� 27pr�myh, voznika�wih na �to� poverhnosti pri l = 6.Toqnee, pust~ P3 = P3(K) { trehmernoe proektivnoe prostran-stvo nad C . My ispol~zuem vyra�enie kubiqeska� giperpoverh-nost~ kak sokrawenie dl� gladko� poverhnosti X � P3 stepeni3. Pust~ (x0; x1; x2; x3) { odnorodnye koordinaty v P3. Togda X�vl�ets� mno�estvom rexeni� kubiqeskogo uravneni�X aijklxi0xj1xk2xl3 = 0; i + j + k + l = 3:Poqti l�bo� vybor 20 ko�fficientov aijkl privodit k gladko�poverhnosti: dopustimye vybory obrazu�t otkrytoe podmno�e-stvo v P19.Znamenita� klassiqeska� teorema algebraiqesko� geometriiutver�daet, qto na ka�do� kubiqesko� giperpoverhnosti X ime-ets� 27 pr�myh, priqem konfiguraci� �tih pr�myh ne zavisit



24 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERot rassmatrivaemo� poverhnosti. A imenno, esli Y i Z { dvetakie pr�mye na X, to libo Y \ Z = ;, libo Y i Z transver-sal~no pereseka�ts� v edinstvenno� toqke. V algebraiqesko�geometrii �tu kartinku prin�to izobra�at~ kak graf, verxinykotorogo sootvetstvu�t pr�mym, priqem dve verxiny v tom itol~ko tom sluqae soedin��ts� rebrom, kogda sootvetstvu�xiepr�mye pereseka�ts�.Tol~ko qto upom�nuta� teorema utver�daet, qto poluqa�wi�-s� graf ne zavisit ot vybora X. Po�tomu my mo�em vybrat~ dl�vyqisleni� osobenno prostu� model~. Sama� izvestna� kubiqe-ska� giperpoverhnost~, �to, razumeeets�, kubiqeska� poverhnost~Ferma, zadavaema� uravneniemx30 + x31 + x32 + x33 = 0:Pust~ � = e2�i=3 { pervoobrazny� koren~ iz 1 stepeni 3. Togda27 pr�myh mo�no opisat~ sledu�wim obrazom:h 1ij i = f(x0; x1; x2; x3) 2 P3 j x0 + �ix1 = 0; x2 + �jx3 = 0g;h 2ij i = f(x0; x1; x2; x3) 2 P3 j x0 + �ix2 = 0; x1 + �jx3 = 0g;h 3ij i = f(x0; x1; x2; x3) 2 P3 j x0 + �ix3 = 0; x1 + �jx2 = 0g;gde v ka�dom sluqae 0 6 i; j 6 2. Tot fakt, qto pr�mye voznika�tgruppami po 3, srazu vyzyvaet v pam�ti konstrukci� Fre�den-tal� E6. Estestvenno, �to ne prosto sovpadenie. Rexiv neskol~-ko sistem algebraiqeskih uravneni�, legko poluqit~ sledu�wiepravila:� h rij i peresekaet h rkl i, esli i tol~ko esli i = k ili j = l;� h 1ij i peresekaet h 2kl i, esli i tol~ko esli i�j � k� l (mod 3);� h 1ij i peresekaet h 3kl i, esli i tol~ko esli i+j � k� l (mod 3);� h 2ij i peresekaet h 3kl i, esli i tol~ko esli i+j � k+ l (mod 3).Narisovav teper~ sootvetstvu�wi� graf, legko ubedit~s�,qto �to v toqnosti dopolnenie vesovogo grafa predstavleni�



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 25(E6; $1). A imenno, v vesovom grafe ka�dy� ves soedinen rov-no s 16 drugimi vesami, v to vrem� kak v grafe, opisyva�wemkonfiguraci� 27 pr�myh, ka�da� pr�ma� peresekaets� rovno s10 drugimi pr�mymi.Tol~ko qto opisanna� konstrukci� 27 pr�myh demonstrirova-la simmetri� tipa 3A2. Mo�no dat~ drugie opisani�, v kotoryhotqetlivo vidny drugie simmetrii. Naprimer, v kontekste raz-duti� xesti toqek p1; : : : ; p6 2 P2 horoxo vidna simmetri� tipaA5. A imenno, v �tom sluqae 27 pr�myh mo�no opisat~ sledu�-wim obrazom, sm. [24, teorema 4.9]:� 6 iskl�qitel~nyh krivyh razduti� � : X �! P2;� sobstvennye proobrazy = strict transforms 15 pr�myh pipj ,i 6= j;� sobstvennye proobrazy = strict transforms 6 konik, proho-d�wih qerez p1; : : : ; bpi; : : : ; p6, 1 6 i 6 6.V knige [18] ta �e konfiguraci� opisana v terminah simme-trii tipa D5. x8. Ograniqenie na A5 i D5Pri dokazatel~stve rezul~tatov o gruppah Xevalle nad kol~-cami obyqno proishodit libo indukci� po razmernosti kol~ca{ takie dokazatel~stva nazyva�ts� arifmetiqeskimi, { libo porangu gruppy { takie dokazatel~stva nazyva�ts� geometriqe-skimi, { libo i to i drugoe. Dl� gruppy tipa E6 bol~xinstvoobyqnyh geometriqeskih dokazatel~stv osnovany na redukcii kgruppe tipa D5 pri pomowi vyqisleni� s �lementami, le�awi-mi v gruppe tipa A5, libo k gruppe tipa A5 pri pomowi vyqi-sleni� s �lementami, le�awimi v gruppe tipa D5. �ti gruppys neobhodimost~� voznika�t po to� prosto� priqine, qto priredukcii k men~xemu rangu obyqno udal�ets� odna iz kra�nihverxin diagrammy Dynkina. Udalenie �1 ili �6 v sisteme E6daet D5, a udalenie �2 daet A5. Tak qto �to v toqnosti podgrup-py Levi maksimal~nyh paraboliqeskih podgrupp P1 i P6 ili P2,sootvetstvenno. Sluqa� E7 neskol~ko slo�nee v qastnosti i po-tomu, qto dl� nego pri redukcii k men~xemu rangu estestvennovoznika�t tri razliqnye podgruppy tipov E6, D6 i A6.Po�tomu dl� mnogih vyqisleni� neobhodimo horoxo poni-mat~, kak 27-merny� E6-modul~ ustroen s toqki zreni� ograniqe-



26 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERni� na podsistemyA5 i D5. Kak ograniqeni� V ($1) na podgruppy�tih tipov raskladyva�ts� na neprivodimye komponenty, horo-xo izvestno i legko posqitat~. Kak ob��sneno v [130], dl� �togodostatoqno prosto zaqerknut~ rebra s metko� 2 ili 1 v vesovo�diagramme.Takim obrazom,V (E6; $1) # A5 = V (A5; $1) � V (A5; $4)� V (A5; $1);V (E6; $1) # D5 = V (D5; 0)� V (D5; $4) � V (D5; $1):Obratite vnimanie, qto numeraci� prostyh korne� i vesov vpravo� qasti { �to obyqna� numeraci� v A5 i D5, sootvetstven-no, a vovse ne ih numeraci� kak prostyh korne� E6. Govor� po-prostomu, pri ograniqenii na A5 27-merny� modul~ V ($1) ras-kladyvaets� na dva estestvennyh 6-mernyh modul� i 15-merny�modul~, �vl��wi�s� qetverto� vnexne� stepen~� estestvennogo.Pri ograniqenii na D5 on to�e raskladyvaets� na tri slaga-emyh: odnomerny� modul~, poluspinorny� modul~ razmernosti16 i 10-merny� estestvenny� modul~.Pri rassmotrenii V ($1) kak vnutrennego modul� Xevalle vgruppe tipa E7 �ti razlo�eni� srazu usmatriva�ts� sledu�-wim obrazom. Tak kak iz vseh prostyh korne� tol~ko �2 imeetnenulevo� ko�fficient pri e0, to A5-komponenty razliqa�ts�po znaqeni� ko�fficienta pri e0, kotory� dl� vesov V ($1) mo-�et prinimat~ znaqeni� 0,1 i 2. Takim obrazom, dl� poluqe-ni� vesov v por�dke, soglasovannom s A5-vetvleniem, dostatoqnovybrat~ iz spiska vesa s sootvetstvu�wimi znaqeni�mi pervo�komponenty i potom snova soedinit~ poluqivxies� spiski:minimalE6branchA5=Apply[Join,Table[Select[minimalE6insideE7,First[#]==i&],fi,0,2g]]S drugo� storony, D5-komponenty udobno razliqat~ nepo-sredstvenno po znaqeni� ko�fficienta pri �1, v razlo�enii pobazisu prostyh korne�, kotory� dl� vesov V ($1) tak�e prinima-et tri znaqeni� 0,1 i 2. Takim obrazom, prowe vsego primenit~k vesu rootformE7, a potom prodelat~ bukval~no to �e samoe, qtov predyduwem sluqae:minimalE6branchD5=Apply[Join,Table[Select[minimalE6insideE7,First[rootformE7[#]]==i&], fi,0,2g]]



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 27x9. Matrica znakovTeper~ u nas vse gotovo dl� togo, qtoby �vno vyqislit~ ta-blicy znakov predstavleni� V ($1) i kornevye �lementy. V ra-bote [163] my dvum� sposobami vyqisl�li strukturnye konstan-ty algebry Li tipa El: pri pomowi rekurrentnogo algoritma,mu[l,i,j], i pri pomowi kocikla Frenkel�{Kaca, kac[l,i,j].Poluqa�wa�s� tablica strukturnyh konstant E6 vosproizvede-na kak tablica 5. A iz tablicy dl� E7 my vyberem nu�nu� namqast~:minimalE6insideE7sign=Table[nu[7,positiveE6insideE7[[i]],minimalE6insideE7[[j]]], fi,1,36g,fj,1,27g]]Opredelenna� v [163] funkci� nu[7,x,y] kak raz i vyra�aetstrukturnye konstanty dl� E7. Ee otliqie ot funkcii mu so-stoit v tom, qto argumentami �vl��ts� sami korni, a ne ih no-mera. Na samom dele, my ne obrawalis~ k �lektronno� versii[163], a zanovo peresqitali vse nu�nye nam znaki. Pri �tom mys udovletvoreniem otmetili rost proizvoditel~nosti komp~�-terov po sravneni� s 1990-mi godami: da�e po rekurrentnomualgoritmu vyqislenie vseh nu�nyh nam strukturnyh konstantde�stvi� zan�lo men~xe 10 sekund. Poluqa�wa�s� tablica vos-proizvedena kak tablica 6.Qasto udobnee pol~zovat~s� tablice� znakov v drugom vide,ne kak tablice� strukturnyh konstant de�stvi�, a kak matrice�znakov:signtable=Table[nu[7,minimalE6insideE7[[j]]-minimalE6insideE7[[i]],minimalE6insideE7[[i]]], fi,1,27g,fj,1,27g]]V otliqie ot matricy strukturnyh konstant de�stvi�, strokikotoro� zanumerovany korn�mi, a stolbcy { vesami, v matriceznakov kak stroki, tak i stolbcy zanumerovany vesami modul�V ($1). V pozicii (�; �) stoit ko�fficient, s kotorym kornevo��lement e�, gde � = � � �, pribavl�et nomer stolbca k nomerustroki. Matrica znakov vosproizvedena v tablice 7, vse dal~-ne�xie tablicy vyqisl�lis~ na ee osnove.Ni�e my vosproizvodim rezul~taty v treh numeraci�h ve-sov: estestvenno�, sv�zanno� s ograniqeniem na A5 i sv�zanno�s ograniqeniem na D5. Tablica 8 pokazyvaet sootvetstvie �tih



28 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERnumeraci�. Pri �tom v soglasii s tradicie� my numeruem ve-sa ne naqina� s mladxego, kak �to prin�to v Computer Science,a naqina� so starxego, kak prin�to v algebre. �to znaqit, qto{ krome nomerov strok i stolbcov! { vosproizvedenna� v tabli-ce 9 matrica znakov poluqaets� iz matricy v tablice 7 transpo-nirovaniem otnositel~no poboqno� diagonali. Takim obrazom,za iskl�qeniem tipografskih izyskov { vsevozmo�nyh nvrule,ntablerule, etc. { tablica 9 predstavl�et sobo� tabliqnu� for-mu sledu�we� matricy:minimalE6insideE7signtable=Reverse[Transpose[Reverse[signtable]]]Tablicy 12 i 15 poluqa�ts� iz nee pereupor�doqivaniem ve-sov v sootvetstvii s A5-numeracie� i D5-numeracie�, sootvet-stvenno. �to mo�no sdelat~ mnogimi sposobami, naprimer, vy-qisliv sootvetstvu�wie perestanovki. Odnako, poskol~ku myrabotaem s kroxeqnymi spiskami, vyqislenie s kotorymi zani-maet doli sekundy, borot~s� za �ffektivnost~ ne imeet smysla.Sledu�wa� funkci� vozvrawaet nomer �lementa y v spiske xsearch[x ,y ]:=Nest[First,Position[x,y],2]{ napomnim, qto vnutrenn�� funkci� Position vozvrawaet spisokpozici�, oformlennyh v vide spiska, po�tomu nam nu�no ubrat~dve pary skobok. Teper~ pere�ti ot estestvenno� numeracii kA5-numeracii mo�no, naprimer, tak:minimalE6branchA5signtable=Table[minimalE6insideE7signtable[search[minimalE6insideE7,minimalE6branchA5[[i]]],search[minimalE6insideE7,minimalE6branchA5[[j]]]]],fi,1,27g,fj,1,27g]Dl� D5-numeracii delaets� rovno to �e samoe, no vesa, este-stvenno, vybira�ts� iz spiska minimalE6branchD5.My razbili poluqa�wies� matricy na bloki v sootvetstviis A5-vetvleniem i D5-vetvleniem, sootvetstvenno, qtoby bylaluqxe vidna ih struktura.Naprimer, v tablice 12 v severo-zapadnom i �go-vostoqnomuglah horoxo vidny dva estestvennyh 6-mernyh predstavleni�gruppy SL(6; R), sootvetstvu�we� podsisteme h�1; �3; �4; �5; �6i,a v severo-vostoqnom i �go-zapadnom uglah { skleiva�wee ihde�stvie gruppy SL(2; R), otveqa�we� starxemu korn� �.



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 29S drugo� storony, v tablice 15 horoxo vidno, qto pri D5-numeracii dl� l�bogo �lementa iz algebry Li L tipa E6 po-slednie 10 �lementov pervogo stolbca ravny 0 { imenno �totfakt le�it v osnove provedennogo v [7], [8] Dokazatel~stva izKnigi dl� �togo sluqa�.x10. �lementarnye kornevye �lementyTeper~ u nas vse gotovo, qtoby vyqislit~ kornevye �lementydl� vseh treh pereqislennyh numeraci� korne�. Zadadim pre�devsego �lementy e�:rooteE6insideE7[h ]:=Table[If[minimalE6insideE7[[i]]-minimalE6insideE7[[j]]==positiveE6insideE7[[h]],minimalE6insideE7sign[[h,j]],0],fi,1,27g,fj,1,27g]Dl� estestvenno� numeracii poluqa�wies� �lementy e� prive-deny v tablice 10. Podqerknem, qto zdes~ 1 6 h 6 36 est~ nomerpolo�itel~nogo korn�. Iz x7 my znaem, qto kornevo� �lemente��, otveqa�xi� otricatel~nomu korn�, raven et�. Takim obra-zom, ostal~nye 36 kornevyh �lementov �vl��ts� prosto transpo-nirovannymi k tem 36 �lementam, kotorye privedeny v tablice.Matricy rooteE6branchA5[h ] i rooteE6branchD5[h ] zada�t-s� analogiqno, no pri �tom v pravo� qasti vmesto h uka-zyvaets�, estestvenno, mesto vesa minimalE6branchA5[[h]] ili,sootvetstvenno, minimalE6branchD5[[h]] v spiske vesov mini-malE6insideE7, vyqislennoe s ispol~zovaniem funkcii search.Poluqa�wies� rezul~taty privedeny v tablicah 13 i 16.Teper~ my mo�em legko zadat~ ostal~nye kornevye �lementykak matricy. Naprimer, tak kak predstavlenie V ($1) mikrove-sovoe, to v nem e2� = 0 i, znaqit, x�(�) = e+�e�. Po�tomu kornevye�lementy zada�ts� sledu�wim obrazom.rootxE6insideE7[h ,x ]:=IdentityMatrix[27]+x*rooteE6insideE7[h]Estestvenno, pri opredelenii �lementovrootxE6branchA5[h ,x ] i rootxE6branchD5[h ,x ]vmesto rooteE6insideE7[h] nu�no pol~zovat~s�rooteE6branchA5[h ] i rooteE6branchD5[h ],



30 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERsootvetstvenno.Kak obyqno, my polagaem w�(") = x�(")x��(�"�1)x�("), gde " 2R�. Takim obrazom, my mo�em teper~ zadat~ �lement w�(") kakmatricu:rootwE6insideE7[h ,x ]:=rootxE6insideE7[h,x].Transpose[rootxE6insideE7[h,-Power[x,-1]].rootxE6insideE7[h,x]Nakonec, poluprosto� kornevo� �lement h�(") = w�(")w�(1)�1,gde " 2 R� mo�no vyrazit~ qerez w�("),roothE6insideE7[h ,x ]:=rootwE6insideE7[h,x].rootwE6insideE7[h,-1]libo, pri �elanii, neposredstvenno qerez �lementy x�(�).Vproqem, v teh vyqisleni�h, v kotoryh uqastvuet nebol~xoekoliqestvo kornevyh �lementov, my predpoqitaem hranit~ i is-pol~zovat~ �lementy e� i x�(�) kak razre�ennye matricy { iny-mi slovami, v formate SparseArray { i obrawat~s� k matricam27� 27 tol~ko na samom poslednem �tape i tol~ko v teh sluqa�h,kogda �to de�stvitel~no nu�no. My ne privodim sootvetstvu-�wie kody. Zna� tablicy korne�, vesov i znakov, ka�dy�, ktoznakom s osnovami programmirovani� v Mathematica, legko na-pixet ih sam.x11. Invariantna� kubiqeska� formaEwe odnim va�ne�xim instrumentom pri izuqenii gruppyXevalle tipa E6 v 27-mernom predstavlenii �vl�ets� invari-antna� kubiqeska� forma Q, ee polna� pol�rizaci� F i ee 27qastnyh proizvodnyh f1; : : : ; f27, opisyva�wie uravneni� na or-bitu vektora starxego vesa.�tu formu vpervye postroil Leonard Dikson v 1905 godu,a samye �lementarnye ee konstrukcii predlo�ili v 1951{1952godah Klod Xevalle i Gans Fre�dental~ [48, 49], [77{82]. Fre�-dental~ rabotal nad polem harakteristiki 0, dl� harakteristik6= 2; 3 �tu formu ispol~zovali Toni Springer, �ak Tits, D�or-d� Seligman, Natan D�ekobson, Ferdinand Fel~dkamp, Ar~eKo�n, Br�s Kuperste�n i drugie, sm., naprimer, [100, 101], [139{141], [143, 144, 153, 154], [165{167], [68{71], [52] i soder�awies�tam ssylki. V [140] Toni Springer dal aksiomatiqeskoe opisa-nie formy Q. Estestvenno, �to v toqnosti forma normy iskl�-



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 31qitel~no� 27-merno� �ordanovo� algebry. Apriori harakteri-stiki 2 i 3 mogut sozdavat~ zdes~ problemy. V de�stvitel~-nosti, kak obnaru�il, na qut~ drugom �zyke, Ma�kl Axbaher[31{33], �togo ne proishodit. Obyqnye dokazatel~stva identi-fikacii ispol~zu�t trudnye geometriqeskie rezul~taty: klas-sifikaci� prostyh algebraiqeskih grupp ili prinadle�awu�Titsu lokal~nu� harakterizaci� bildingov.� Konstrukci� v terminah 3A2. Zameqatel~na� konstrukci�Fre�dental� vskryvaet simmetri� po otnoxeni� k 3A2. Pust~M (3; R) { polnoe matriqnoe kol~co stepeni 3 nad kommutativnymkol~com R, a V = f(x; y; z) j x; y; z 2M (3;K)g{ svobodny� M (3; R)-modul~ ranga 3, rassmatrivaemy� kak svo-bodny� R-modul~ ranga 27. Opredelim na V kubiqesku� formuF sledu�we� formulo�:F ((x; y; z)) = det(x) + det(y) + det(z) � tr(xyz):Togda Gsc(E6;K) mo�no oto�destvit~ s gruppo� Isom(F;K), so-sto�we� iz vseh preobrazovani� g 2 GL(V ) �= GL(27;K), takih,qto F (g(x; y; z)) = F (x; y; z).Na sledu�wem risunke my vidim 3 � 3-matricy na vesovo�diagramme 27-mernogo predstavleni�. �to ograniqenie � na pod-sistemu tipa 3A2, poro�dennu� �0 i vsemi prostymi korn�mi,krome �4: 3A2 = h�1; �3i+ h�5; �6i+ h�2; �0i:Pri �tom diagramma razrezaets� po rebram, pomeqennym 4, ivvod�ts� dopolnitel~nye rebra s metko� 0, soedin��wie verxi-ny, raznost~ kotoryh ravna �0. Samy� prosto� sposob sdelat~�to sostoit v tom, qtoby rassmotret~ por�dok Br�a na affinno�gruppe Ve�l� W = W (�). Togda inducirovanny� por�dok Br�ana W (E6)=W (D5) mo�no izobrazit~ v vide beskoneqno� polosy,sosto�we� iz vesovyh diagramm tipa (E6; $1), skleennyh rebra-mi s metko� 0. Posle �togo nu�no razrezat~ �tu beskoneqnu�kartinku po rebram s metko� 4 i vz�t~ tri sosednie sv�znye



32 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERkomponenty:
Na poluqa�we�s� kartinke otqetlivo vidny tri 3� 3-matricyi de�stvie na nih treh kopi� gruppy SL(3;K). Ka�da� 9-merna� komponenta izomorfna tenzornomu proizvedeni� vektor-nogo predstavleni� odno� kopii gruppy SL(3;K) i kovektornogopredstavleni� drugo� kopii SL(3;K). Pri �tom vse tri kopiiSL(3;K) cikliqeski perestavl��ts�, tak qto ka�da� iz nih odinraz po�vl�ets� v ka�do� roli, qto �vl�ets� zrimym vyra�eniemtro�stvennosti.� Konstrukci� v terminah A5. Pervonaqal~na� konstrukci�Diksona obladala simmetrie� tipa A5. V 1951 godu smysl �to�konstrukcii ob��snil Xevalle [48]. Analogiqnye konstrukciipoz�e dali Xul~t i Axbaher [31].Rassmotrim ograniqenie � na podgruppu tipa A5. �to �kvi-valentno sledu�wemu razlo�eni� V = U �V2(U�) � U , gde U {estestvennoe 6-mernoe predstavlenie SL(6; R) = G(A5; R). Dopol-nitel~nu� simmetri� po otnoxeni� k A1 = (A5)? mo�no opi-sat~ sledu�wim obrazom. �ta kopi� A1 poro�daets� �0, i soot-vetstvu�wa� podgruppa G(A1;K) �= SL(2;K) ostavl�et na mesteV2(U�), no pri �tom skleivaet dve kopii U . Poluqa�wees� 12-mernoe predstavlenie �vl�ets� tenzornym proizvedeniem este-stvennyh predstavleni� SL(6;K) i SL(2;K).V terminah opisannogo vyxe razlo�eni� vnexnee proizvede-nie zadaet na V dve triline�nye formy. A imenno, proizvedeniedvuh vektorov i odnogo bivektora na dvo�stvennom prostranstve�vl�ets� skal�rom, kak i proizvedenie treh bivektorov. Isko-ma� triline�na� forma na V poluqaets� kak summa �tih dvuh.



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 33Podrobnoe opisanie formy F v �to� realizacii i �vnu� tabli-cu znakov mo�no na�ti v [31].� Konstrukci� v terminah D4. V literature po algebraiqe-skim gruppam qawe vsego ispol~zuets� konstrukci� v terminahalgebry K�li{Diksona i iskl�qitel~no� 27-merno� �ordano-vo� algebry, kotora� vskryvaet simmetri� po otnoxeni� k D4i sv�z~ s F4. �tu konstrukci� mo�no opisat~ sledu�wim obra-zom. Pust~ charK 6= 2; 3 i C { raswepima� algebra oktonionov nadpolem K, otveqa�wa� kvadratiqno� forme N . �to edinstvenna�kompozicionna� algebra razmernosti 8 nad polem K s delitel�-mi 0. Inymi slovami, N (xy) = N (x)N (y) dl� vseh x; y 2 C. V[70, 37, 144] mo�no na�ti matriqnu� realizaci� �to� algebryi mnogo dal~ne�xih ssylok. Oboznaqim qerez x 7! x� kanoniqe-sku� invol�ci� na C, a qerez T (x) = x + x� { sled. Vyberemteper~ nenulevye skal�ry 1; 2; 3 2 K� i opredelim invol�ci�kol~ca M (3; C):a 7! g�1(a�)tg; g = diag(1; 2; 3):Pust~ J { mno�estvo �rmitovyh matric po otnoxeni� k �to�invol�cii Inymi slovami, J sostoit iz vseh matric vidaa = 0B@ �1 x3 �11 3x�2�12 1x�3 �2 x1x2 �13 2x�1 �3 1CA ;gde �1; �2; �3 2 K, x1; x2; x3 2 C. Togda J zamknuto otnositel~noumno�eni� ab = 12 (a�b+b�a), gde a�b obyqnoe matriqnoe umno�eniev M (3; C). Otnositel~no �togo umno�eni� J stanovits� �orda-novo� algebro�, sm. [70, 144]. Na sledu�we� kartinke vidno, kaktri skal�rnyh i tri oktonionnyh komponenty raspolaga�ts� v27-mernom predstavlenii V .



34 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERTeper~ obyqna� formula dl� opredelitel�det(a) = �1�2�3 + T (x1x2x3)�� �1�13 2N (x1)� �2�11 3N (x2) � �3�12 1N (x3)opredel�et kubiqesku� formu na J . Odnako obyqno udobnee ras-smatrivat~ ne samu formu det, a pol�rizovat~ ee do triline�no�formy F na J tako�, qto F (x; x; x) = det(x).x12. Invariantna� kubiqeska� forma, CONTINUEDEwe odna konstrukci� formy, v kotoro� oqevidna simmetri�po otnoxeni� ko vse� gruppe Ve�l� W (E6), i dokazatel~stvo,kotoroe ne ispol~zuet niqego, krome �lementarno� line�no� al-gebry, nameqeny v [158]. Bolee detal~no �ta konstrukci� obsu-�daets� v [162], sm. tak�e [6].�ta konstrukci� osnovana na tom izvestnom fakte, qto mono-my kubiqesko� formy obrazu�t odnu orbitu otnositel~no de�-stvi� gruppy Ve�l� W (E6). Nazovem tro�ku vesov (�; �; �) pred-stavleni� V ($1) triado�, esli �; �; � { poparno ortogonal~nyekorni E7 { ili, qto to �e samoe, esli ih poparnye raznosti���, ���, ��� ne �vl��ts� korn�mi. V terminologii Axbahe-ra [31] tro�ka vesov (�; �; �) v tom i tol~ko tom sluqae �vl�ets�triado�, kogda sootvetstvu�wie vesovye vektory v�, v�, v� po-ro�da�t special~nu� ploskost~.Oboznaqim qerez � mno�estvo vseh triad, j�j = 27 � 10. Togdatriline�na� forma F prinimaet sledu�wie znaqeni�:F (v�; v�; v�) = � �1; esli (�; �; �) 2 �,0; inaqe.i nam ostaets� tol~ko utoqnit~ znaki.My zafiksiruem znak tak, qtoby F (v�0 ; v�0 ; v�0) = 1 dl� sle-du�we� vydelenno� triady:(�0; �0; �0) = �0000010 ; 0122211 ; 2343212 �:Togda dl� l�bo� drugo� triady (�; �; �) summa� + � + � = �0 + �0 + �0 = 2465433



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 35ortogonal~na ko vsem fundamental~nym korn�m �1; : : : ; �6. �toznaqit, qto dl� ka�dogo fundamental~nogo otra�eni� w� 2W (E6) imeet mesto sledu�wa� al~ternativa:� libo w�(�; �; �) = (�; �; �),� libo v toqnosti dva sredi vesov �; �; � peredviga�ts� otra-�eniem w�, priqem v razliqnyh napravleni�h, ska�em,w�(�) = �+ �; w�(�) = � � �; w�(�) = �:Posmotrev na �to s toqki zreni� oznaqennogo bazisa �v�, na ko-torom de�stvuet rasxirenna� gruppa Xevalle, my vidim, qtolibo pod de�stviem w�(1) tro�ka bazisnyh vektorov v�, v�, v�ne men�ets�, libo ona perehodit v drugu� tro�ku i pri �tomproishodit odna smena znaka. Takim obrazom, my poluqaem sle-du�wi� rezul~tat, sformulirovanny� v x3 raboty [162] na qut~drugom �zyke.Lemma. V invariantno� triline�no� forme F imeemF (v�; v�; v�) = sign(w);gde w { samy� korotki� �lement gruppy Ve�l� W (E6) tako�, qtow(�0; �0; �0) = (�; �; �):Pri praktiqeskom vyqislenii �tot algoritm prowe vsego re-alizovat~ ne gl�d� na vse �lementy gruppy Ve�l�, a prosto do-bavl�� na ka�dom xage to, qto poluqaets� iz u�e ime�wihs�triad pod de�stviem fundamental~nyh otra�eni�, men�� pri�tom znak.Vnaqale zadadim vydelennu� tro�ku, vmeste so znakom:distriple=fSort[Part[minimalE6insideE7,1,13,27]],1gTeper~ my dol�ny prodelat~ sledu�wu� proceduru: pro�tis~po vsem prostym korn�m i vsem perestanovkam triady (�; �; �) iproverit~, poluqats� li pri �tom novye triady. Esli poluqat-s�, to primenit~ �tu proceduru k ka�do� iz nih. Naprimer, izvydelenno� trialy poluqa�ts� dve novyew�1(�0; �0; �0) = �0000010 ; 1122211 ; 1343212 �;w�6(�0; �0; �0) = �0000110 ; 0122111 ; 2343212 �;



36 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERpriqem oni, estestvenno, vo�dut so znakom minus, i t.d.Takim obrazom, porodit~ spisok triad, vmeste s sootvetstvu-�wimi znakami, mo�no, naprimer, tak. Snova, poskol~ku �totspisok poro�daets� rovno odin raz, my soverxenno ne zabotim-s� ob �ffektivnosti.triples=Block[ftrip=fdistripleg,newtripleg,For[i=1,i<=Length[trip],Outer[If[MemberQ[minimalE6insideE7,trip[[i,#1[[1]]]]-#2]&&MemberQ[minimalE6insideE7,trip[[i,#1[[2]]]]+#2],newtriple=Join[Sort[ftrip[[i,#1[[1]]]]-#2,trip[[i,#1[[2]]]]+#2,trip[[i,#1[[3]]]]g], f-trip[[i,4]]g];If[!MemberQ[trip,newtriple],AppendTo[trip,newtriple]]]&,Permutations[1,2,3],Most[rootbaseE7],1];i++],Return[trip]]Tak kak my na ka�dom xage sortiruem triady, to �ta funk-ci� vozvrawaet spisok �0 iz 45 neupor�doqennyh triad f�; �; �g.Qtoby poluqit~ ots�da spisok � vseh 270 triad, nu�no prostoprimenit~ k ka�domu �lementu spiska �0 vsevozmo�nye peresta-novki pervyh treh ego qaste�.Spisok �0 neupor�doqennyh triad { �to v toqnosti to, qtonam nu�no, qtoby zadat~ kubiqesku� formu. Pri summirova-nii po upor�doqennym triadam voznikaet lixni� ko�fficient6, kotorye sozdaet problemy v harakteristikah 2 i 3.Tablica 11 kak raz i predstavl�et sobo� spisok triad, zapi-sannyh kak monomy kubiqesko� formy pri pomowi poiska soot-vetstvu�wih vesov v spiske vesov minimalE6insideE7 i { qestnoposqitannye pri pomowi operatora D { proizvodnye �to� for-my.V tablicah 14 i 17 privedeny kubiqeskie formy i ih pro-izvodnye dl� A5-por�dka i D5-por�dka. Dl� postroeni� �tihtablic my, kak i v x9, prosto prevratili spisok neupor�do-qennyh triad v spisok monomov ne poiskom ih nomera v mini-malE6insideE7, a poiskom ih nomerov v minimalE6branchA5 iliminimalE6branchD5, sootvetstvenno.Krome upom�nutyh v tekste, v bibliografii my privodimdal~ne�xie raboty, v kotoryh proizvod�ts� vyqisleni� s is-kl�qitel~nymi gruppami Xevalle { v pervu� oqered~ s grup-



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 37pami tipov E6 i E7 { v minimal~nyh predstavleni�h. V qastno-sti, citiru�ts� te izvestnye nam stat~i, v kotoryh soder�ats��vnye vyqisleni� { v osobennosti, komp~�ternye! { kakih-tostrukturnyh konstant, kornevyh �lementov, invariantov, urav-neni�, orbit, etc. Krome togo, my citiruem nekotorye va�ne�-xie raboty, v kotoryh �ti vyqisleni� primen��ts� k zadaqamstrukturno� teorii2: opisani� podgrupp, razlo�eni�, klassovsopr��ennosti, poro�deni�, K-teorii i t.d. Nax spisok ves~maselektiven i zavedomo ne pretenduet na polnotu. Tak, my prak-tiqeski ne citiruem raboty, posv�wennye sobstvenno teoriipredstavleni� iskl�qitel~nyh grupp, ih primeneni�m v alge-braiqesko� geometrii i teorii qisel, sv�zannym s nimi avto-morfnym funkci�m, kombinatornym geometri�m, kogomologi�m,etc. { a tak�e raboty, opublikovannye v fiziqeskih �urnalah.
2Pervy� avtor naqal �tu rabotu { kak i rabotu [163] { v pervo� polo-vine 1990-h godov, glavnym obrazom v Milane i Bilefel~de, qastiqno vK�mbrid�e i Bar Ilane. � iskrenne priznatelen mnogim svoim ital~�n-skim i nemeckim druz~�m, v pervu� oqered~ Lino Di Martino i ToniBaku za neizmennu� podder�ku v trudnoe vrem�. Imenno sovmestnye rabo-ty s Di Martino i Evgeniem Plotkinym byli dl� men� osnovnym stimu-lom razrabotat~ �vnye algoritmy vyqisleni� v iskl�qitel~nyh gruppahi zatabulirovat~ to, qto dl� �togo nu�no. � imel sqast~e obsto�tel~noobsu�dat~ �ti voprosy so mnogimi luqximi specialistami po iskl�-qitel~nym gruppam, v osobennosti s Ma�klom Axbaherom, Gari Ze�tcem,Rod�erom Karterom, Ar~e Ko�nom, Br�som Kuperste�nom i Igorem Fren-kelem. Mnogie momenty stali mne �sny imenno v rezul~tate �tih besed. Vposlednie gody novy� stimul vernut~s� k �ti voprosam i dovesti ih dokonca byl dan rabotami moih uqenikov, v kotoryh poluqen zameqatel~ny�progress v nekotoryh iz �tih napravleni�: [7{9], [13, 15, 19, 127]. Vsem im� gluboko blagodaren. N.V.



38 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERTablica 1. Polo�itel~nye korni E61 100000 = (0;�1; 1;0;0;0; 0) 000001 = (1;1;1; 1;0;0; 0)010000 = (0;0;�1; 1;0;0; 0) 001000 = (0;0;0;�1;1; 0;0)000100 = (0;0;0;0;�1;1; 0) 000010 = (0;0;0; 0;0;�1; 1)2 110000 = (0;�1; 0;1;0;0; 0) 001001 = (1;1;1; 0;1;0; 0)011000 = (0;0;�1; 0;1;0; 0) 001100 = (1;1;0; 1;1;0; 0)000110 = (0;0;0;0;�1;0; 1)3 111000 = (0;�1; 0;0;1;0; 0) 011001 = (1;1;0; 1;1;0; 0)001101 = (1;1;1;0; 0;1;0) 011100 = (0;0;�1; 0;0; 1;0)001110 = (0;0;0;�1; 0;0; 1)4 111001 = (1;0;1;1; 1;0;0) 111100 = (0;�1; 0;0;0; 1;0)011101 = (1;1;0;1; 0;1;0) 001111 = (1;1;1; 0;0;0; 1)011110 = (0;0;�1; 0;0;0; 1)5 111101 = (1;0;1;1; 0;1;0) 111110 = (0;�1; 0;0;0; 0;1)012101 = (1;1;0;0; 1;1;0) 011111 = (1;1;0; 1;0;0; 1)6 112101 = (1;0;1;0; 1;1;0) 111111 = (1;0;1; 1;0;0; 1)012111 = (1;1;0;0; 1;0;1)7 122101 = (1;0;0;1; 1;1;0) 112111 = (1;0;1; 0;1;0; 1)012211 = (1;1;0;0; 0;1;1)8 122111 = (1;0;0;1; 1;0;1) 112211 = (1;0;1; 0;0;1; 1)



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 399 122211 = (1;0; 0;1;0; 1;1)10 123211 = (1;0; 0;0;1; 1;1)11 123212 = (2;1; 1;1;1; 1;1)Tablica 2. Polo�itel~nye korni E71 1000000 = (0;�1; 1; 0;0;0;0; 0) 0000001 = (1;1;1;1; 0;0;0; 0)0100000 = (0;0;�1; 1;0;0;0; 0) 0010000 = (0;0;0;�1; 1;0; 0;0)0001000 = (0;0; 0;0;�1; 1;0; 0) 0000100 = (0;0;0;0; 0;�1; 1;0)0000010 = (0;0; 0;0;0; 0;�1; 1)2 1100000 = (0;�1; 0; 1;0;0;0; 0) 0010001 = (1;1;1;0; 1;0;0; 0)0110000 = (0;0;�1; 0;1;0;0; 0) 0011000 = (0;0;0;�1; 0;1; 0;0)0001100 = (0;0; 0;0;�1; 0;1; 0) 0000110 = (0;0;0;0; 0;�1; 0;1)3 1110000 = (0;�1; 0; 0;1;0;0; 0) 0110001 = (1;1;0;1; 1;0;0; 0)0011001 = (1;1; 1;0;0; 1;0;0) 0111000 = (0;0;�1; 0;0;1; 0;0)0011100 = (0;0; 0;�1; 0;0;1; 0) 0001110 = (0;0;0;0;�1;0; 0;1)4 1110001 = (1;0; 1;1;1; 0;0;0) 1111000 = (0;�1;0; 0;0;1; 0;0)0111001 = (1;1; 0;1;0; 1;0;0) 0011101 = (1;1;1;0; 0;0;1; 0)0111100 = (0;0;�1; 0;0;0;1; 0) 0011110 = (0;0;0;�1; 0;0; 0;1)



40 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNER5 1111001 = (1;0;1;1; 0;1;0; 0) 1111100 = (0;�1; 0;0;0; 0;1;0)0121001 = (1;1;0;0; 1;1;0; 0) 0111101 = (1;1;0;1; 0;0;1; 0)0011111 = (1;1;1;0; 0;0;0; 1) 0111110 = (0;0;�1; 0;0; 0;0;1)6 1121001 = (1;0;1;0; 1;1;0; 0) 1111101 = (1;0;1;1; 0;0;1; 0)1111110 = (0;�1;0; 0;0;0; 0;1) 0121101 = (1;1;0;0; 1;0;1; 0)0111111 = (1;1;0;1; 0;0;0; 1)7 1221001 = (1;0;0;1; 1;1;0; 0) 1121101 = (1;0;1;0; 1;0;1; 0)1111111 = (1;0;1;1; 0;0;0; 1) 0122101 = (1;1;0;0; 0;1;1; 0)0121111 = (1;1;0;0; 1;0;0; 1)8 1221101 = (1;0;0;1; 1;0;1; 0) 1122101 = (1;0;1;0; 0;1;1; 0)1121111 = (1;0;1;0; 1;0;0; 1) 0122111 = (1;1;0;0; 0;1;0; 1)9 1222101 = (1;0;0;1; 0;1;1; 0) 1221111 = (1;0;0;1; 1;0;0; 1)1122111 = (1;0;1;0; 0;1;0; 1) 0122211 = (1;1;0;0; 0;0;1; 1)10 1232101 = (1;0;0;0; 1;1;1; 0) 1222111 = (1;0;0;1; 0;1;0; 1)1122211 = (1;0;1;0; 0;0;1; 1)11 1232102 = (2;1;1;1; 1;1;1; 0) 1232111 = (1;0;0;0; 1;1;0; 1)1222211 = (1;0;0;1; 0;0;1; 1)12 1232112 = (2;1;1;1; 1;1;0; 1) 1232211 = (1;0;0;0; 1;0;1; 1)13 1232212 = (2;1;1;1; 1;0;1; 1) 1233211 = (1;0;0;0; 0;1;1; 1)14 1233212 = (2;1;1;1; 0;1;1; 1)



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 4115 1243212 = (2;1; 1;0;1; 1;1;1)16 1343212 = (2;1; 0;1;1; 1;1;1)17 2343212 = (2;0; 1;1;1; 1;1;1)Tablica 3. Vesa V ($1)8 13�456423 � = 100000 = (1;� 13 ; 23 ; 23 ; 23 ; 23 ; 23 )7 13�156423 � = 110000 = (1; 23 ;� 13 ; 23 ; 23 ; 23 ; 23 )6 13�126423 � = 011000 = (1; 23 ; 23 ;� 13 ; 23 ; 23 ; 23 )5 13�123423 � = 001101 = (1; 23 ; 23 ; 23 ;� 13 ; 23 ; 23 )4 13�123420 � = 000101 = (0;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ; 23 ; 23 )13�123123 � = 000111 = (1; 23 ; 23 ; 23 ; 23 ;� 13 ; 23 )3 13�123120 � = 001111 = (0;� 13 ;� 13 ;� 13 ; 23 ;� 13 ; 23 )13�123113 � = 000011 = (1; 23 ; 23 ; 23 ; 23 ; 23 ;� 13 )2 13�120120 � = 011010 = (0;� 13 ;� 13 ; 23 ;� 13 ;� 13 ; 23 )13�123110 � = 001011 = (0;� 13 ;� 13 ;� 13 ; 23 ; 23 ;� 13 )1 13�110120 � = 110010 = (0;� 13 ; 23 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ; 23 )13�120110 � = 011110 = (0;� 13 ;� 13 ; 23 ;� 13 ; 23 ;� 13 )0 13�210120 � = 100010 = (0; 23 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ; 23 )



42 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNER13�110110 � = 110110 = (0;� 13 ; 23 ;� 13 ;� 13 ; 23 ;� 13 )13�120210 � = 010100 = (0;� 13 ;� 13 ; 23 ; 23 ;� 13 ;� 13 )�1 13�210110 � = 100110 = (0; 23 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ; 23 ;� 13 )13�110210 � = 111100 = (0;� 13 ; 23 ;� 13 ; 23 ;� 13 ;� 13 )�2 13�210210 � = 101100 = (0; 23 ;� 13 ;� 13 ; 23 ;� 13 ;� 13 )13�113210 � = 101001 = (0;� 13 ; 23 ; 23 ;� 13 ;� 13 ;� 13 )�3 13�213210 � = 111001 = (0; 23 ;� 13 ; 23 ;� 13 ;� 13 ;� 13 )13�113213 � = 100001 = (�1;� 43 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 13 )�4 13�213213 � = 110001 = (�1;� 13 ;� 43 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 13 )13�243210 � = 010001 = (0; 23 ; 23 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 13 )�5 13�243213 � = 011001 = (�1;� 13 ;� 13 ;� 43 ;� 13 ;� 13 ;� 13 )�6 13�246213 � = 001100 = (�1;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 43 ;� 13 ;� 13 )�7 13�246513 � = 000110 = (�1;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 43 ;� 13 )�8 13�246543 � = 000010 = (�1;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 13 ;� 43 )



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 43Tablica 4. Vesa V ($1) kak korni E71 0000010 = (0;0; 0;0;0; 0;�1; 1)2 0000110 = (0;0; 0;0;0;�1;0; 1)3 0001110 = (0;0; 0;0;�1; 0;0; 1)4 0011110 = (0;0; 0;�1; 0;0;0; 1)5 0011111 = (1;1; 1;0;0; 0;0;1) 0111110 = (0;0;�1; 0; 0;0;0;1)6 1111110 = (0;�1; 0;0; 0;0;0; 1) 0111111 = (1;1;0; 1;0;0; 0;1)7 1111111 = (1;0; 1;1;0; 0;0;1) 0121111 = (1;1;0; 0;1;0; 0;1)8 1121111 = (1;0; 1;0;1; 0;0;1) 0122111 = (1;1;0; 0;0;1; 0;1)9 1221111 = (1;0; 0;1;1; 0;0;1) 1122111 = (1;0;1; 0;0;1; 0;1)0122211 = (1;1; 0;0;0; 0;1;1)10 1222111 = (1;0; 0;1;0; 1;0;1) 1122211 = (1;0;1; 0;0;0; 1;1)11 1232111 = (1;0; 0;0;1; 1;0;1) 1222211 = (1;0;0; 1;0;0; 1;1)12 1232112 = (2;1; 1;1;1; 1;0;1) 1232211 = (1;0;0; 0;1;0; 1;1)13 1232212 = (2;1; 1;1;1; 0;1;1) 1233211 = (1;0;0; 0;0;1; 1;1)14 1233212 = (2;1; 1;1;0; 1;1;1)15 1243212 = (2;1; 1;0;1; 1;1;1)16 1343212 = (2;1; 0;1;1; 1;1;1)17 2343212 = (2;0; 1;1;1; 1;1;1)



44 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERTablica 5. Strukturnye konstanty G(E6; R)100000010000001000 000100 000010 000001 101000 010100 001100 000110 000011 101100 011100 010110 001110 000111 111100101110 011110 010111 001111 111110 101111 011210 011111 111210 111111 011211 112210111211 011221 112211 111221 112221 112321 122321100000 00+0 0 0 0 0 +0 0 0 +0 + 0 00 +0 +0 0 ++ 0 0 +00 +0 0 0 0 0010000 000 +0 0 0 0 ++ 0 +0 0 + +0+0 0 +0 +0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 + 0001000 {00 +0 0 0 +0 + 0 0 0 +0 +00 0 + 0 0 0 0 0 +0 0 0+ 0 0 +0 0 0000100 0{{ 0 + 0 { 0 0 0 +0 0 0 0 0 00 +0 0 +0 0 + 0 +0 00 0 0 0 +0 0000010 000 { 0 +0 { { 0 0 { { 0 0 0 {0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +0+ 0 +0 0 0 0000001 000 0 { 0 0 0 0 { 0 0 0 { { 0 0{ { 0 0 { 0 { 0 { 0 0 {0 0 0 0 0 0 0101000 000 +0 0 0 +0 + 0 0 0 +0 +00 0 + 0 0 0 { 0 0 0 { 00 { 0 0 0 0 0010100 00{ 0 + 0 { 0 0 0 +0 0 0 { 0 0{ 0 0 { 0 { 0 0 0 0 0 00 0 0 0 +0 0001100 {{0 0 + 0 0 0 0 0 +0 0 { 0 0 00 0 { 0 +0 0 0 0 +0 00 0 0 { 0 0 0000110 0{{ 0 0 +{ 0 0 0 0 0 { 0 0 0 {0 0 0 0 0 0 0 { 0 { 0 00 0 +0 0 0 0000011 000 { 0 0 0 { { 0 0 { { 0 0 0 {0 0 0 0 0 0 { 0 { 0 0 {0 0 0 0 0 0 0101100 0{0 0 + 0 0 0 0 0 +0 0 { 0 0 00 { { 0 0 0 0 { 0 0 0 00 +0 0 0 0 0011100 {00 0 + 0 0 0 0 ++0 0 0 0 +0{ 0 0 0 0 { 0 0 0 0 0 00 0 0 { 0 0 0010110 00{ 0 0 +{ 0 +0 0 +0 0 0 0 00 0 0 +0 +0 0 0 0 0 00 0 +0 0 0 0001110 {{0 0 0 +0 +0 0 0 0 0 0 0 0 {0 0 + 0 0 0 0 0 0 { 0 0{ 0 0 0 0 0 0000111 0{{ 0 0 0 { 0 0 0 0 0 { 0 0 0 {0 +0 0 +0 0 0 0 0 0 {0 0 0 0 0 0 0111100 000 0 + 0 0 0 0 ++0 0 0 + +00 0 0 +0 0 0 0 0 0 0 00 +0 0 0 0 0101110 0{0 0 0 +0 +0 0 0 0 +0 0 0 00 0 + 0 0 0 0 + 0 0 +00 0 0 0 0 0 0011110 {00 { 0 +0 0 0 0 0 +0 0 0 { 00 0 0 0 0 +0 0 0 0 0 0{ 0 0 0 0 0 0010111 00{ 0 0 0 { 0 +0 0 +0 0 { 0 0{ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 {0 0 0 0 0 0 0001111 {{0 0 0 0 0 +0 0 0 0 0 { 0 0 {0 0 0 0 +0 0 0 +0 0 00 0 0 0 0 0 0111110 000 { 0 +0 0 { 0 0 0 0 0 0 { 00 0 0 { 0 0 0 0 0 0 +00 0 0 0 0 0 0101111 0{0 0 0 0 0 +0 0 0 0 +{ 0 0 00 { 0 0 0 0 { 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0011210 {00 0 0 ++0 0 0 +0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 +0 0 0 +0 00 0 0 0 0 0 0011111 {00 { 0 0 0 0 0 + 0 +0 0 0 0 0{ 0 0 0 0 0 0 0 +0 0 00 0 0 0 0 0 0111210 00{ 0 0 +0 0 0 0 +0 0 0 0 0 00 0 0 { 0 0 0 { 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0111111 000 { 0 0 0 0 { + 0 0 0 0 + 0 00 0 0 0 0 0 { 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0011211 {00 0 { 0 +0 0 0 0 0 0 0 0 0 0{ 0 0 0 { 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0112210 000 0 0 +0 0 0 0 +0 0 0 0 +00 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0111211 00{ 0 { 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 00 +0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0011221 {00 0 0 0 +0 0 0 0 { 0 0 0 0 {0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0112211 000 0 { 0 0 0 0 { 0 0 0 { 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0111221 00{ 0 0 0 0 0 +0 0 0 +0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0112221 000 { 0 0 0 { 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0112321 0{0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0122321 000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 45Tablica 6. Strukturnye konstanty V ($1)0000001 0000011 0000111 0001111 0011111 0101111 1011111 0111111 1111111 0112111 1112111 0112211 1122111 1112211 0112221 1122211 1112221 1123211 1122221 1223211 1123221 1223221 1123321 1223321 1224321 1234321 2234321100000 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0010000 0 0 0 + 0 + + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 + 0 0 0 0001000 0 0 0 + + 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0000100 0 0 + 0 0 0 0 + + 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 0 0 + 0 0 0000010 0 + 0 0 0 0 0 0 0 + + 0 + 0 0 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 0 0000001 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 0 0 0 0 0 0101000 0 0 0 + + 0 0 0 0 � 0 � 0 0 � 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0010100 0 0 + 0 0 � � 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 0 � 0 0 0 0001100 0 0 + 0 � 0 0 0 + 0 0 0 0 � 0 0 � 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0000110 0 + 0 0 0 0 0 � � 0 0 0 + 0 0 0 0 0 � 0 0 + 0 0 0 0 0000011 + 0 0 0 0 0 0 0 0 � � 0 � 0 0 0 0 + 0 + 0 0 0 0 0 0 0101100 0 0 + 0 � 0 0 � 0 0 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0011100 0 0 + + 0 0 � 0 0 0 0 0 0 � 0 0 � 0 0 0 0 0 � 0 0 0 0010110 0 + 0 0 0 + + 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 � 0 � 0 0 0 0 0 0001110 0 + 0 0 + 0 0 0 � 0 � 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0000111 + 0 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 � 0 0 � 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0111100 0 0 + + 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 � 0 0 0 0101110 0 + 0 0 + 0 0 + 0 + 0 0 0 0 � 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0011110 0 + 0 � 0 0 + 0 0 0 � 0 0 0 0 0 + 0 0 0 � 0 0 0 0 0 0010111 + 0 0 0 0 � � 0 0 0 0 0 � 0 0 � 0 � 0 0 0 0 0 0 0 0 0001111 + 0 0 0 � 0 0 0 + 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0111110 0 + 0 � 0 � 0 0 0 + 0 0 0 0 � 0 0 0 0 0 � 0 0 0 0 0 0101111 + 0 0 0 � 0 0 � 0 � 0 � 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0011210 0 + + 0 0 0 + 0 + 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0011111 + 0 0 + 0 0 � 0 0 0 + 0 0 + 0 0 0 � 0 0 0 0 0 0 0 0 0111210 0 + + 0 0 � 0 � 0 0 0 0 0 0 � 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0111111 + 0 0 + 0 + 0 0 0 � 0 � 0 0 0 0 0 � 0 0 0 0 0 0 0 0 0011211 + 0 � 0 0 0 � 0 � 0 0 0 0 + 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0112210 0 + + + + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 � 0 � 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0111211 + 0 � 0 0 + 0 + 0 0 0 � 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0011221 + + 0 0 0 0 � 0 � 0 � 0 � 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0112211 + 0 � � � 0 0 0 0 0 0 � 0 � 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0111221 + + 0 0 0 + 0 + 0 + 0 0 � 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0112221 + + 0 � � 0 0 0 0 + + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0112321 + + + 0 � 0 0 � � 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0122321 + + + + 0 + + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



46 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERTablica 7. Matrica znakov V ($1)0000001 0000011 0000111 0001111 0011111 0101111 1011111 0111111 1111111 0112111 1112111 0112211 1122111 1112211 0112221 1122211 1112221 1123211 1122221 1223211 1123221 1223221 1123321 1223321 1224321 1234321 22343210000001 0 + + + + + + + + + + + + + 0 + 0 + 0 + 0 0 0 0 0 0 00000011 + 0 + + + + + + + + + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + + 0 0 0 0 00000111 + + 0 + + + + + + 0 0 + 0 + � + � 0 � 0 0 0 + + 0 0 00001111 + + + 0 + + + 0 0 + + � 0 � + 0 + + 0 0 � 0 � 0 + 0 00011111 + + + + 0 0 0 + + � � + 0 + � 0 � 0 0 + 0 � 0 � � 0 00101111 + + + + 0 0 + + 0 � 0 + + 0 � � 0 � + 0 + 0 + 0 0 + 01011111 + + + + 0 + 0 0 + 0 � 0 � + 0 + � + � 0 � 0 � 0 0 0 +0111111 + + + 0 + + 0 0 + + 0 � � 0 + + 0 0 � � 0 + 0 + 0 � 01111111 + + + 0 + 0 + + 0 0 + 0 + � 0 � + 0 + + 0 � 0 � 0 0 �0112111 + + 0 + � � 0 + 0 0 + + � 0 � 0 0 + 0 + � � 0 0 + + 01112111 + + 0 + � 0 � 0 + + 0 0 + + 0 0 � � 0 � + + 0 0 � 0 +0112211 + 0 + � + + 0 � 0 + 0 0 0 + + � 0 + 0 + 0 0 � � � � 01122111 + + 0 0 0 + � � + � + 0 0 0 0 + 0 + � + � � 0 0 0 � �1112211 + 0 + � + 0 + 0 � 0 + + 0 0 0 + + � 0 � 0 0 + + + 0 �0112221 0 + � + � � 0 + 0 � 0 + 0 0 0 0 + 0 � 0 + + � � � � 01122211 + 0 + 0 0 � + + � 0 0 � + + 0 0 0 + + + 0 0 � � 0 + +1112221 0 + � + � 0 � 0 + 0 � 0 0 + + 0 0 0 + 0 � � + + + 0 �1123211 + 0 0 + 0 � + 0 0 + � + + � 0 + 0 0 0 + + 0 + 0 � � �1122221 0 + � 0 0 + � � + 0 0 0 � 0 � + + 0 0 0 + + � � 0 + +1223211 + 0 0 0 + 0 0 � + + � + + � 0 + 0 + 0 0 0 + 0 + + + +1123221 0 + 0 � 0 + � 0 0 � + 0 � 0 + 0 � + + 0 0 + + 0 � � �1223221 0 + 0 0 � 0 0 + � � + 0 � 0 + 0 � 0 + + + 0 0 + + + +1123321 0 0 + � 0 + � 0 0 0 0 � 0 + � � + + � 0 + 0 0 + � � �1223321 0 0 + 0 � 0 0 + � 0 0 � 0 + � � + 0 � + 0 + + 0 + + +1224321 0 0 0 + � 0 0 0 0 + � � 0 + � 0 + � 0 + � + � + 0 + +1234321 0 0 0 0 0 + 0 � 0 + 0 � � 0 � + 0 � + + � + � + + 0 +2234321 0 0 0 0 0 0 + 0 � 0 + 0 � � 0 + � � + + � + � + + + 0



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 47Tablica 8. Numeracii vesov: estestvenna�, A5 i D51 2343212 2343212 23432122 1343212 1343212 13432123 1243212 1243212 12432124 1233212 1233212 12332125 1233211 1232212 12332116 1232212 1232112 12322127 1232211 1233211 12322118 1232112 1232211 12321129 1222211 1222211 122221110 1232111 1232111 123211111 1122211 1122211 112221112 1222111 1222111 122211113 0122211 0122211 112211114 1122111 1122111 122111115 1221111 1221111 112111116 0122111 0122111 111111117 1121111 1121111 111111018 0121111 0121111 012221119 1111111 1111111 012211120 0111111 0111111 012111121 1111110 0011111 0111111



48 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNER22 0111110 1111110 011111023 0011111 0111110 001111124 0011110 0011110 001111025 0001110 0001110 000111026 0000110 0000110 000011027 0000010 0000010 0000010



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 49Tablica 9. Matrica znakov: estestvenna� numeraci� vesov
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 271 0 + + + � + � + + � � + 0 � � 0 + 0 � 0 + 0 0 0 0 0 02 + 0 + + � + � + + � 0 + � 0 � � 0 + 0 � 0 + 0 0 0 0 03 + + 0 + � + � + 0 � + 0 � + 0 � � + 0 0 0 0 � + 0 0 04 + + + 0 + + 0 + � 0 + � � + 0 � 0 0 � + 0 0 � 0 + 0 05 � � � + 0 0 + 0 � + + � � + 0 � 0 0 0 0 � + 0 � + 0 06 + + + + 0 0 + + + 0 � 0 + 0 � 0 + � � + 0 0 � 0 0 + 07 � � � 0 + + 0 0 + + � 0 + 0 � 0 + � 0 0 � + 0 � 0 + 08 + + + + 0 + 0 0 0 + 0 + 0 � + + � + + � 0 0 + 0 0 0 +9 + + 0 � � + + 0 0 0 + + � 0 � 0 0 0 + � � + 0 0 � + 010 � � � 0 + 0 + + 0 0 0 + 0 � + + � + 0 0 + � 0 + 0 0 +11 � 0 + + + � � 0 + 0 0 0 + + 0 0 � 0 + 0 � 0 � + � + 012 + + 0 � � 0 0 + + + 0 0 0 + + � 0 0 � + + � 0 0 + 0 +13 0 � � � � + + 0 � 0 + 0 0 0 0 + 0 � 0 + 0 � � + � + 014 � 0 + + + 0 0 � 0 � + + 0 0 0 + + 0 � 0 + 0 + � + 0 +15 � � 0 0 0 � � + � + 0 + 0 0 0 0 + � + � � + 0 0 0 + +16 0 � � � � 0 0 + 0 + 0 � + + 0 0 0 + 0 � 0 + + � + 0 +17 + 0 � 0 0 + + � 0 � � 0 0 + + 0 0 + + 0 � 0 � + 0 + +18 0 + + 0 0 � � + 0 + 0 0 � 0 � + + 0 0 + 0 � � + 0 + +19 � 0 0 � 0 � 0 + + 0 + � 0 � + 0 + 0 0 + + 0 + 0 + + +20 0 � 0 + 0 + 0 � � 0 0 + + 0 � � 0 + + 0 0 + + 0 + + +21 + 0 0 0 � 0 � 0 � + � + 0 + � 0 � 0 + 0 0 + 0 + + + +22 0 + 0 0 + 0 + 0 + � 0 � � 0 + + 0 � 0 + + 0 0 + + + +23 0 0 � � 0 � 0 + 0 0 � 0 � + 0 + � � + + 0 0 0 + + + +24 0 0 + 0 � 0 � 0 0 + + 0 + � 0 � + + 0 0 + + + 0 + + +25 0 0 0 + + 0 0 0 � 0 � + � + 0 + 0 0 + + + + + + 0 + +26 0 0 0 0 0 + + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + + + + + + + + + 0 +27 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + + + + + + + + + + + + + 0



50 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERTablica 10. Kornevye �lementy: estestvenna� numeraci� vesove100000 = e1;2 + e11;13 + e14;16 + e17;18 + e19;20 + e21;22e000001 = e4;5 + e6;7 + e8;10 + e19;21+ e20;22+ e23;24e010000 = e2;3 + e9;11 + e12;14 + e15;17+ e20;23 + e22;24e001000 = e3;4 + e7;9 + e10;12 + e17;19 + e18;20 + e24;25e000100 = e4;6 + e5;7 + e12;15 + e14;17 + e16;18 + e25;26e000010 = e6;8 + e7;10 + e9;12 + e11;14 + e13;16 + e26;27e110000 = e1;3 � e9;13 � e12;16 � e15;18+ e19;23 + e21;24e001001 = �e3;5 + e6;9 + e8;12 � e17;21 � e18;22 + e23;25e011000 = e2;4 � e7;11 � e10;14 + e15;19� e18;23 + e22;25e001100 = e3;6 � e5;9 + e10;15 � e14;19 � e16;20 + e24;26e000110 = e4;8 + e5;10 � e9;15 � e11;17 � e13;18 + e25;27e111000 = e1;4 + e7;13 + e10;16 � e15;20� e17;23 + e21;25e011001 = �e2;5 � e6;11 � e8;14 � e15;21 + e18;24+ e20;25e001101 = �e3;7 � e4;9 + e8;15 + e14;21 + e16;22 + e23;26e011100 = e2;6 + e5;11 � e10;17 � e12;19+ e16;23 + e22;26e001110 = e3;8 � e5;12 � e7;15 + e11;19 + e13;20 + e24;27e111001 = �e1;5 + e6;13 + e8;16 + e15;22 + e17;24+ e19;25e111100 = e1;6 � e5;13 + e10;18 + e12;20+ e14;23 + e21;26e011101 = �e2;7 + e4;11 � e8;17 + e12;21 � e16;24+ e20;26e001111 = �e3;10 � e4;12 � e6;15 � e11;21 � e13;22 + e23;27e011110 = e2;8 + e5;14 + e7;17 + e9;19 � e13;23+ e22;27



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 51e111101 = �e1;7 � e4;13 + e8;18 � e12;22 � e14;24+ e19;26e111110 = e1;8 � e5;16 � e7;18 � e9;20 � e11;23+ e21;27e012101 = e2;9 + e3;11 + e8;19 + e10;21 + e16;25 + e18;26e011111 = �e2;10 + e4;14 + e6;17 � e9;21 + e13;24+ e20;27e112101 = e1;9 � e3;13 � e8;20 � e10;22 + e14;25 + e17;26e111111 = �e1;10 � e4;16 � e6;18 + e9;22 + e11;24+ e19;27e012111 = e2;12 + e3;14 � e6;19 � e7;21 � e13;25 + e18;27e122101 = �e1;11 � e2;13 + e8;23 + e10;24 + e12;25 + e15;26e112111 = e1;12 � e3;16 + e6;20 + e7;22 � e11;25 + e17;27e012211 = �e2;15 � e3;17 � e4;19 � e5;21 + e13;26+ e16;27e122111 = �e1;14 � e2;16 � e6;23 � e7;24 � e9;25 + e15;27e112211 = �e1;15 + e3;18 + e4;20 + e5;22 + e11;26+ e14;27e122211 = e1;17 + e2;18 � e4;23 � e5;24 + e9;26 + e12;27e123211 = �e1;19 � e2;20 � e3;23 + e5;25 + e7;26 + e10;27e123212 = e1;21 + e2;22 + e3;24 + e4;25 + e6;26 + e8;27Tablica 11. Kubiqeska� forma: estestvenna� numeraci� vesovQ(x) = x1x13x27 � x1x16x26 + x1x18x25 � x1x20x24 + x1x22x23� x2x11x27 + x2x14x26 � x2x17x25 + x2x19x24 � x2x21x23+ x3x9x27 � x3x12x26 + x3x15x25 � x3x19x22 + x3x20x21� x4x7x27 + x4x10x26 � x4x15x24 + x4x17x22 � x4x18x21+ x5x6x27 � x5x8x26 + x5x15x23 � x5x17x20 + x5x18x19� x6x10x25 + x6x12x24 � x6x14x22 + x6x16x21 + x7x8x25� x7x12x23 + x7x14x20 � x7x16x19 � x8x9x24 + x8x11x22� x8x13x21 + x9x10x23 � x9x14x18 + x9x16x17 � x10x11x20+ x10x13x19 + x11x12x18 � x11x15x16 � x12x13x17 + x13x14x15



52 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERf1(x) = x13x27 � x16x26 + x18x25 � x20x24 + x22x23f2(x) = �x11x27 + x14x26 � x17x25 + x19x24 � x21x23f3(x) = x9x27 � x12x26 + x15x25 � x19x22 + x20x21f4(x) = �x7x27 + x10x26 � x15x24 + x17x22 � x18x21f5(x) = x6x27 � x8x26 + x15x23 � x17x20 + x18x19f6(x) = x5x27 � x10x25 + x12x24 � x14x22 + x16x21f7(x) = �x4x27 + x8x25 � x12x23 + x14x20 � x16x19f8(x) = �x5x26 + x7x25 � x9x24 + x11x22 � x13x21f9(x) = x3x27 � x8x24 + x10x23 � x14x18 + x16x17f10(x) = x4x26 � x6x25 + x9x23 � x11x20 + x13x19f11(x) = �x2x27 + x8x22 � x10x20 + x12x18 � x15x16f12(x) = �x3x26 + x6x24 � x7x23 + x11x18 � x13x17f13(x) = x1x27 � x8x21 + x10x19 � x12x17 + x14x15f14(x) = x2x26 � x6x22 + x7x20 � x9x18 + x13x15f15(x) = x3x25 � x4x24 + x5x23 � x11x16 + x13x14f16(x) = �x1x26 + x6x21 � x7x19 + x9x17 � x11x15f17(x) = �x2x25 + x4x22 � x5x20 + x9x16 � x12x13f18(x) = x1x25 � x4x21 + x5x19 � x9x14 + x11x12f19(x) = x2x24 � x3x22 + x5x18 � x7x16 + x10x13f20(x) = �x1x24 + x3x21 � x5x17 + x7x14 � x10x11f21(x) = �x2x23 + x3x20 � x4x18 + x6x16 � x8x13f22(x) = x1x23 � x3x19 + x4x17 � x6x14 + x8x11f23(x) = x1x22 � x2x21 + x5x15 � x7x12 + x9x10f24(x) = �x1x20 + x2x19 � x4x15 + x6x12 � x8x9f25(x) = x1x18 � x2x17 + x3x15 � x6x10 + x7x8f26(x) = �x1x16 + x2x14 � x3x12 + x4x10 � x5x8f27(x) = x1x13 � x2x11 + x3x9 � x4x7 + x5x6



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 53Tablica 12. Matrica znakov dl� A5-numeracii vesov
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 271 0 + + + + + � � + � � + 0 � � 0 + 0 � 0 0 + 0 0 0 0 02 + 0 + + + + � � + � 0 + � 0 � � 0 + 0 � 0 0 + 0 0 0 03 + + 0 + + + � � 0 � + 0 � + 0 � � + 0 0 � 0 0 + 0 0 04 + + + 0 + + + 0 � 0 + � � + 0 � 0 0 � + � 0 0 0 + 0 05 + + + + 0 + 0 + + 0 � 0 + 0 � 0 + � � + � 0 0 0 0 + 06 + + + + + 0 0 0 0 + 0 + 0 � + + � + + � + 0 0 0 0 0 +7 � � � + 0 0 0 + � + + � � + 0 � 0 0 0 0 0 � + � + 0 08 � � � 0 + 0 + 0 + + � 0 + 0 � 0 + � 0 0 0 � + � 0 + 09 + + 0 � + 0 � + 0 0 + + � 0 � 0 0 0 + � 0 � + 0 � + 010 � � � 0 0 + + + 0 0 0 + 0 � + + � + 0 0 0 + � + 0 0 +11 � 0 + + � 0 + � + 0 0 0 + + 0 0 � 0 + 0 � � 0 + � + 012 + + 0 � 0 + � 0 + + 0 0 0 + + � 0 0 � + 0 + � 0 + 0 +13 0 � � � + 0 � + � 0 + 0 0 0 0 + 0 � 0 + � 0 � + � + 014 � 0 + + 0 � + 0 0 � + + 0 0 0 + + 0 � 0 + + 0 � + 0 +15 � � 0 0 � + 0 � � + 0 + 0 0 0 0 + � + � 0 � + 0 0 + +16 0 � � � 0 + � 0 0 + 0 � + + 0 0 0 + 0 � + 0 + � + 0 +17 + 0 � 0 + � 0 + 0 � � 0 0 + + 0 0 + + 0 � � 0 + 0 + +18 0 + + 0 � + 0 � 0 + 0 0 � 0 � + + 0 0 + � 0 � + 0 + +19 � 0 0 � � + 0 0 + 0 + � 0 � + 0 + 0 0 + + + 0 0 + + +20 0 � 0 + + � 0 0 � 0 0 + + 0 � � 0 + + 0 + 0 + 0 + + +21 0 0 � � � + 0 0 0 0 � 0 � + 0 + � � + + 0 0 0 + + + +22 + 0 0 0 0 0 � � � + � + 0 + � 0 � 0 + 0 0 0 + + + + +23 0 + 0 0 0 0 + + + � 0 � � 0 + + 0 � 0 + 0 + 0 + + + +24 0 0 + 0 0 0 � � 0 + + 0 + � 0 � + + 0 0 + + + 0 + + +25 0 0 0 + 0 0 + 0 � 0 � + � + 0 + 0 0 + + + + + + 0 + +26 0 0 0 0 + 0 0 + + 0 + 0 + 0 + 0 + + + + + + + + + 0 +27 0 0 0 0 0 + 0 0 0 + 0 + 0 + + + + + + + + + + + + + 0



54 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERTablica 13. Kornevye �lementy dl� A5-numeracii vesove100000 = e1;2 + e11;13 + e14;16 + e17;18 + e19;20 + e22;23e000001 = e4;7 + e5;8 + e6;10 + e19;22+ e20;23+ e21;24e010000 = e2;3 + e9;11 + e12;14 + e15;17+ e20;21 + e23;24e001000 = e3;4 + e8;9 + e10;12 + e17;19 + e18;20 + e24;25e000100 = e4;5 + e7;8 + e12;15 + e14;17 + e16;18 + e25;26e000010 = e5;6 + e8;10 + e9;12 + e11;14 + e13;16 + e26;27e110000 = e1;3 � e9;13 � e12;16 � e15;18+ e19;21 + e22;24e001001 = �e3;7 + e5;9 + e6;12 � e17;22 � e18;23 + e21;25e011000 = e2;4 � e8;11 � e10;14 + e15;19� e18;21 + e23;25e001100 = e3;5 � e7;9 + e10;15 � e14;19 � e16;20 + e24;26e000110 = e4;6 + e7;10 � e9;15 � e11;17 � e13;18 + e25;27e111000 = e1;4 + e8;13 + e10;16 � e15;20� e17;21 + e22;25e011001 = �e2;7 � e5;11 � e6;14 � e15;22 + e18;24+ e20;25e001101 = �e3;8 � e4;9 + e6;15 + e14;22 + e16;23 + e21;26e011100 = e2;5 + e7;11 � e10;17 � e12;19+ e16;21 + e23;26e001110 = e3;6 � e7;12 � e8;15 + e11;19 + e13;20 + e24;27e111001 = �e1;7 + e5;13 + e6;16 + e15;23 + e17;24+ e19;25e111100 = e1;5 � e7;13 + e10;18 + e12;20+ e14;21 + e22;26e011101 = �e2;8 + e4;11 � e6;17 + e12;22 � e16;24+ e20;26e001111 = �e3;10 � e4;12 � e5;15 � e11;22 � e13;23 + e21;27e011110 = e2;6 + e7;14 + e8;17 + e9;19 � e13;21+ e23;27



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 55e111101 = �e1;8 � e4;13 + e6;18 � e12;23 � e14;24+ e19;26e111110 = e1;6 � e7;16 � e8;18 � e9;20 � e11;21+ e22;27e012101 = e2;9 + e3;11 + e6;19 + e10;22 + e16;25 + e18;26e011111 = �e2;10 + e4;14 + e5;17 � e9;22 + e13;24+ e20;27e112101 = e1;9 � e3;13 � e6;20 � e10;23 + e14;25 + e17;26e111111 = �e1;10 � e4;16 � e5;18 + e9;23 + e11;24+ e19;27e012111 = e2;12 + e3;14 � e5;19 � e8;22 � e13;25 + e18;27e122101 = �e1;11 � e2;13 + e6;21 + e10;24 + e12;25 + e15;26e112111 = e1;12 � e3;16 + e5;20 + e8;23 � e11;25 + e17;27e012211 = �e2;15 � e3;17 � e4;19 � e7;22 + e13;26+ e16;27e122111 = �e1;14 � e2;16 � e5;21 � e8;24 � e9;25 + e15;27e112211 = �e1;15 + e3;18 + e4;20 + e7;23 + e11;26+ e14;27e122211 = e1;17 + e2;18 � e4;21 � e7;24 + e9;26 + e12;27e123211 = �e1;19 � e2;20 � e3;21 + e7;25 + e8;26 + e10;27e123212 = e1;22 + e2;23 + e3;24 + e4;25 + e5;26 + e6;27Tablica 14. Kubiqeska� forma dl� A5-numeracii vesovQ(x) = x1x13x27 � x1x16x26 + x1x18x25 � x1x20x24 + x1x21x23� x2x11x27 + x2x14x26 � x2x17x25 + x2x19x24 � x2x21x22+ x3x9x27 � x3x12x26 + x3x15x25 � x3x19x23 + x3x20x22� x4x8x27 + x4x10x26 � x4x15x24 + x4x17x23 � x4x18x22+ x5x7x27 � x5x10x25 + x5x12x24 � x5x14x23 + x5x16x22� x6x7x26 + x6x8x25 � x6x9x24 + x6x11x23 � x6x13x22+ x7x15x21 � x7x17x20 + x7x18x19 � x8x12x21 + x8x14x20� x8x16x19 + x9x10x21 � x9x14x18 + x9x16x17 � x10x11x20+ x10x13x19 + x11x12x18 � x11x15x16 � x12x13x17 + x13x14x15



56 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERf1(x) = x13x27 � x16x26 + x18x25 � x20x24 + x21x23f2(x) = �x11x27 + x14x26 � x17x25 + x19x24 � x21x22f3(x) = x9x27 � x12x26 + x15x25 � x19x23 + x20x22f4(x) = �x8x27 + x10x26 � x15x24 + x17x23 � x18x22f5(x) = x7x27 � x10x25 + x12x24 � x14x23 + x16x22f6(x) = �x7x26 + x8x25 � x9x24 + x11x23 � x13x22f7(x) = x5x27 � x6x26 + x15x21 � x17x20 + x18x19f8(x) = �x4x27 + x6x25 � x12x21 + x14x20 � x16x19f9(x) = x3x27 � x6x24 + x10x21 � x14x18 + x16x17f10(x) = x4x26 � x5x25 + x9x21 � x11x20 + x13x19f11(x) = �x2x27 + x6x23 � x10x20 + x12x18 � x15x16f12(x) = �x3x26 + x5x24 � x8x21 + x11x18 � x13x17f13(x) = x1x27 � x6x22 + x10x19 � x12x17 + x14x15f14(x) = x2x26 � x5x23 + x8x20 � x9x18 + x13x15f15(x) = x3x25 � x4x24 + x7x21 � x11x16 + x13x14f16(x) = �x1x26 + x5x22 � x8x19 + x9x17 � x11x15f17(x) = �x2x25 + x4x23 � x7x20 + x9x16 � x12x13f18(x) = x1x25 � x4x22 + x7x19 � x9x14 + x11x12f19(x) = x2x24 � x3x23 + x7x18 � x8x16 + x10x13f20(x) = �x1x24 + x3x22 � x7x17 + x8x14 � x10x11f21(x) = x1x23 � x2x22 + x7x15 � x8x12 + x9x10f22(x) = �x2x21 + x3x20 � x4x18 + x5x16 � x6x13f23(x) = x1x21 � x3x19 + x4x17 � x5x14 + x6x11f24(x) = �x1x20 + x2x19 � x4x15 + x5x12 � x6x9f25(x) = x1x18 � x2x17 + x3x15 � x5x10 + x6x8f26(x) = �x1x16 + x2x14 � x3x12 + x4x10 � x6x7f27(x) = x1x13 � x2x11 + x3x9 � x4x8 + x5x7



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 57Tablica 15. Matrica znakov dl� D5-numeracii vesov
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 271 0 + + + � + � + + � � + � � + � + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 02 + 0 + + � + � + + � 0 + 0 � 0 0 0 � � + � + 0 0 0 0 03 + + 0 + � + � + 0 � + 0 + 0 � 0 0 � � + 0 0 � + 0 0 04 + + + 0 + + 0 + � 0 + � + 0 0 � 0 � � 0 + 0 � 0 + 0 05 � � � + 0 0 + 0 � + + � + 0 0 0 � � � 0 0 + 0 � + 0 06 + + + + 0 0 + + + 0 � 0 0 � + � 0 + 0 � + 0 � 0 0 + 07 � � � 0 + + 0 0 + + � 0 0 � + 0 � + 0 � 0 + 0 � 0 + 08 + + + + 0 + 0 0 0 + 0 + � + � + 0 0 + + � 0 + 0 0 0 +9 + + 0 � � + + 0 0 0 + + 0 � 0 + � � 0 0 � + 0 0 � + 010 � � � 0 + 0 + + 0 0 0 + � + � 0 + 0 + + 0 � 0 + 0 0 +11 � 0 + + + � � 0 + 0 0 0 + 0 � + � + 0 0 0 0 � + � + 012 + + 0 � � 0 0 + + + 0 0 + + 0 � + 0 � 0 + � 0 0 + 0 +13 � 0 + + + 0 0 � 0 � + + 0 0 + � + 0 + 0 0 0 + � + 0 +14 � � 0 0 0 � � + � + 0 + 0 0 + + � 0 0 � � + 0 0 0 + +15 + 0 � 0 0 + + � 0 � � 0 + + 0 + � 0 0 + 0 0 � + 0 + +16 � 0 0 � 0 � 0 + + 0 + � � + + 0 + 0 0 0 + 0 + 0 + + +17 + 0 0 0 � 0 � 0 � + � + + � � + 0 0 0 0 0 + 0 + + + +18 0 � � � � + + 0 � 0 + 0 0 0 0 0 0 0 + � + � � + � + 019 0 � � � � 0 0 + 0 + 0 � + 0 0 0 0 + 0 + � + + � + 0 +20 0 + + 0 0 � � + 0 + 0 0 0 � + 0 0 � + 0 + � � + 0 + +21 0 � 0 + 0 + 0 � � 0 0 + 0 � 0 + 0 + � + 0 + + 0 + + +22 0 + 0 0 + 0 + 0 + � 0 � 0 + 0 0 + � + � + 0 0 + + + +23 0 0 � � 0 � 0 + 0 0 � 0 + 0 � + 0 � + � + 0 0 + + + +24 0 0 + 0 � 0 � 0 0 + + 0 � 0 + 0 + + � + 0 + + 0 + + +25 0 0 0 + + 0 0 0 � 0 � + + 0 0 + + � + 0 + + + + 0 + +26 0 0 0 0 0 + + 0 + 0 + 0 0 + + + + + 0 + + + + + + 0 +27 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + + + + + + 0 + + + + + + + + 0



58 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERTablica 16. Kornevye �lementy dl� D5-numeracii vesove100000 = e1;2 + e11;18 + e13;19 + e15;20 + e16;21 + e17;22e000001 = e4;5 + e6;7 + e8;10 + e16;17+ e21;22+ e23;24e010000 = e2;3 + e9;11 + e12;13 + e14;15+ e21;23 + e22;24e001000 = e3;4 + e7;9 + e10;12 + e15;16 + e20;21 + e24;25e000100 = e4;6 + e5;7 + e12;14 + e13;15 + e19;20 + e25;26e000010 = e6;8 + e7;10 + e9;12 + e11;13 + e18;19 + e26;27e110000 = e1;3 � e9;18 � e12;19 � e14;20+ e16;23 + e17;24e001001 = �e3;5 + e6;9 + e8;12 � e15;17 � e20;22 + e23;25e011000 = e2;4 � e7;11 � e10;13 + e14;16� e20;23 + e22;25e001100 = e3;6 � e5;9 + e10;14 � e13;16 � e19;21 + e24;26e000110 = e4;8 + e5;10 � e9;14 � e11;15 � e18;20 + e25;27e111000 = e1;4 + e7;18 + e10;19 � e14;21� e15;23 + e17;25e011001 = �e2;5 � e6;11 � e8;13 � e14;17 + e20;24+ e21;25e001101 = �e3;7 � e4;9 + e8;14 + e13;17 + e19;22 + e23;26e011100 = e2;6 + e5;11 � e10;15 � e12;16+ e19;23 + e22;26e001110 = e3;8 � e5;12 � e7;14 + e11;16 + e18;21 + e24;27e111001 = �e1;5 + e6;18 + e8;19 + e14;22 + e15;24+ e16;25e111100 = e1;6 � e5;18 + e10;20 + e12;21+ e13;23 + e17;26e011101 = �e2;7 + e4;11 � e8;15 + e12;17 � e19;24+ e21;26e001111 = �e3;10 � e4;12 � e6;14 � e11;17 � e18;22 + e23;27e011110 = e2;8 + e5;13 + e7;15 + e9;16 � e18;23+ e22;27



MINIMAL^NY� MODUL^ (E6;$1) 59e111101 = �e1;7 � e4;18 + e8;20 � e12;22 � e13;24+ e16;26e111110 = e1;8 � e5;19 � e7;20 � e9;21 � e11;23+ e17;27e012101 = e2;9 + e3;11 + e8;16 + e10;17 + e19;25 + e20;26e011111 = �e2;10 + e4;13 + e6;15 � e9;17 + e18;24+ e21;27e112101 = e1;9 � e3;18 � e8;21 � e10;22 + e13;25 + e15;26e111111 = �e1;10 � e4;19 � e6;20 + e9;22 + e11;24+ e16;27e012111 = e2;12 + e3;13 � e6;16 � e7;17 � e18;25 + e20;27e122101 = �e1;11 � e2;18 + e8;23 + e10;24 + e12;25 + e14;26e112111 = e1;12 � e3;19 + e6;21 + e7;22 � e11;25 + e15;27e012211 = �e2;14 � e3;15 � e4;16 � e5;17 + e18;26+ e19;27e122111 = �e1;13 � e2;19 � e6;23 � e7;24 � e9;25 + e14;27e112211 = �e1;14 + e3;20 + e4;21 + e5;22 + e11;26+ e13;27e122211 = e1;15 + e2;20 � e4;23 � e5;24 + e9;26 + e12;27e123211 = �e1;16 � e2;21 � e3;23 + e5;25 + e7;26 + e10;27e123212 = e1;17 + e2;22 + e3;24 + e4;25 + e6;26 + e8;27Tablica 17. Kubiqeska� forma dl� D5-numeracii vesovQ(x) = x1x18x27 � x1x19x26 + x1x20x25 � x1x21x24 + x1x22x23� x2x11x27 + x2x13x26 � x2x15x25 + x2x16x24 � x2x17x23+ x3x9x27 � x3x12x26 + x3x14x25 � x3x16x22 + x3x17x21� x4x7x27 + x4x10x26 � x4x14x24 + x4x15x22 � x4x17x20+ x5x6x27 � x5x8x26 + x5x14x23 � x5x15x21 + x5x16x20� x6x10x25 + x6x12x24 � x6x13x22 + x6x17x19 + x7x8x25� x7x12x23 + x7x13x21 � x7x16x19 � x8x9x24 + x8x11x22� x8x17x18 + x9x10x23 � x9x13x20 + x9x15x19 � x10x11x21+ x10x16x18 + x11x12x20 � x11x14x19 � x12x15x18 + x13x14x18



60 N. A. VAVILOV, A. �. LUZGAREV, I. M. PEVZNERf1(x) = x18x27 � x19x26 + x20x25 � x21x24 + x22x23f2(x) = �x11x27 + x13x26 � x15x25 + x16x24 � x17x23f3(x) = x9x27 � x12x26 + x14x25 � x16x22 + x17x21f4(x) = �x7x27 + x10x26 � x14x24 + x15x22 � x17x20f5(x) = x6x27 � x8x26 + x14x23 � x15x21 + x16x20f6(x) = x5x27 � x10x25 + x12x24 � x13x22 + x17x19f7(x) = �x4x27 + x8x25 � x12x23 + x13x21 � x16x19f8(x) = �x5x26 + x7x25 � x9x24 + x11x22 � x17x18f9(x) = x3x27 � x8x24 + x10x23 � x13x20 + x15x19f10(x) = x4x26 � x6x25 + x9x23 � x11x21 + x16x18f11(x) = �x2x27 + x8x22 � x10x21 + x12x20 � x14x19f12(x) = �x3x26 + x6x24 � x7x23 + x11x20 � x15x18f13(x) = x2x26 � x6x22 + x7x21 � x9x20 + x14x18f14(x) = x3x25 � x4x24 + x5x23 � x11x19 + x13x18f15(x) = �x2x25 + x4x22 � x5x21 + x9x19 � x12x18f16(x) = x2x24 � x3x22 + x5x20 � x7x19 + x10x18f17(x) = �x2x23 + x3x21 � x4x20 + x6x19 � x8x18f18(x) = x1x27 � x8x17 + x10x16 � x12x15 + x13x14f19(x) = �x1x26 + x6x17 � x7x16 + x9x15 � x11x14f20(x) = x1x25 � x4x17 + x5x16 � x9x13 + x11x12f21(x) = �x1x24 + x3x17 � x5x15 + x7x13 � x10x11f22(x) = x1x23 � x3x16 + x4x15 � x6x13 + x8x11f23(x) = x1x22 � x2x17 + x5x14 � x7x12 + x9x10f24(x) = �x1x21 + x2x16 � x4x14 + x6x12 � x8x9f25(x) = x1x20 � x2x15 + x3x14 � x6x10 + x7x8f26(x) = �x1x19 + x2x13 � x3x12 + x4x10 � x5x8f27(x) = x1x18 � x2x11 + x3x9 � x4x7 + x5x6
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