
Zapiski nauqnyhseminarov POMITom 319, 2004 g.A. �. LuzgarevO NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) VMINIMAL^NYH PREDSTAVLENI�Hx1. VvedenieV naxe� rabote issleduets� vopros klassifikacii nadgrupp�lementarno� podgruppy E(�; R) gruppy Xevalle tipa � =E6;E7 v minimal~nyh neprivodimyh predstavleni�h, gde R {kommutativnoe kol~co. Podobnym zadaqam opisani� nadgruppposv�weno bol~xoe koliqestvo rabot, no podavl��wee bol~xin-stvo iz nih kasaets� klassiqeskih grupp, i poqti vsegda ras-smatriva�ts� gruppy nad polem. Takovy raboty [9{11, 13{17].Lix~ v nedavnih rabotah N. A. Vavilova i V. A. Petrova [4{6] poluqeno standartnoe opisanie nadgrupp simplektiqesko� iortogonal~no� �lementarnyh grupp dl� sluqa� kommutativnogokol~ca, a v rabote V. A. Petrova [19] { opisanie nadgrupp obob-wennyh unitarnyh grupp dl� proizvol~nogo kol~ca s nekotorymograniqeniem na lokal~ny� stabil~ny� rang.Dokazatel~stvo podobnyh teorem o standartnom opisanii dl�iskl�qitel~nyh grupp predstavl�lo by bol~xo� interes. Po-�snim, qto �to oznaqaet. Govor�t, qto vypolneno standartnoeopisanie podgrupp v G = GL(n;R), soder�awih E(�; R), esli dl�l�bo� tako� podgruppyH suwestvuet edinstvenny� ideal A E Rtako�, qtoE(�; R)E(n;R;A) � H � NG(E(�; R)E(n;R;A));gde E(n;R;A) = E(n;A)E(n;R) { otnositel~na� �lementarna� grup-pa, a NG oznaqaet vz�tie normalizatora v gruppe G. Dl� iskl�-qitel~nyh grupp tipa E6 i E7 v ih minimal~nyh neprivodimyhpredstavleni�h (razmernoste� 27 i 56 sootvetstvenno) ne iz-vestno, imeet li mesto standartnoe opisanie, da�e v sluqae,kogda R { pole. V naxe� rabote dokazyvaets� suwestvovanienaibol~xego takogo ideala A, dl� kotorogoE(�; R)E(n;R;A) � H:216



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 217Krome togo, my dokazyvaem, qto gruppyEE6(27; R;A) = E(E6; R)E(27; R;A)i EE7(56; R;A) = E(E7; R)E(56; R;A)�vl��ts� soverxennymi. Pri �tom R { proizvol~noe kommuta-tivnoe kol~co s obratimymi �lementami 2 i 3.Dl� gruppy tipa E7, vidimo, standartnoe opisanie dol�novygl�det~ slo�nee: neobhodimo rassmatrivat~ gruppuEE07(56; R;A;B) = E(E7; R)E(56; R;A) Ep(56; R;B);gde A � B { dva ideala v R. �to sv�zano s tem, qto gruppatipa E7 vkladyvaets� v nekotoru� simplektiqesku� gruppu ma-tric. Krome togo, poskol~ku takoe vlo�enie ne edinstvenno, nasamom dele nu�no rassmatrivat~ sopr��enie Ep(56; R;B) pri po-mowi nekotorogo diagonal~nogo �lementa special~nogo vida. Vnasto�we� rabote sdelany nekotorye xagi k podobnomu opisa-ni� nadgrupp E(E7; R).Struktura raboty takova: v x2 my privodim va�ne�xie is-pol~zuemye opredeleni� i oboznaqeni�, v x3 { formuliruem po-luqennye rezul~taty v xesti teoremah. Dal~ne�xa� qast~ sta-t~i posv�wena ih dokazatel~stvu. Qetverty� paragraf soder-�it dokazatel~stvo teoremy 1. V paragrafah 5, 6, 7 i 8 doka-zyvaets� teorema 2, qto ustanavlivaet spravedlivost~ i teore-my 3, kak zameqeno pri ih formulirovke. x9 posv�wen dokaza-tel~stvu teoremy 4. Paragrafy 10{12 posv�weny qastiqnomuvkl�qeni� v opisanie nadgrupp E(E7; R) simplektiqesko� grup-py. V x10 my zanimaems� postroeniem podhod�we� simplektiqe-sko� gruppy, a v paragrafah 11 i 12 dokazyvaem teoremy 5 i 6sootvetstvenno.x2. Opredeleni� i oboznaqeni�Dalee vezde � = E6 ili � = E7. V situaci�h, kogda imeetznaqenie, kako� imenno iz dvuh sluqaev imeet mesto, my bu-dem otdel�t~ vyskazyvani� dl� � = E6 i � = E7 znakom `risp'.Pust~ P { rexetka, le�awa� me�du rexetko� korne� Q(�) irexetko� vesov P (�). Dl� nekotorogo fiksirovannogo por�dkana � my oboznaqaem qerez �+, �� mno�estva polo�itel~nyh



218 A. �. LUZGAREVi otricatel~nyh korne� po otnoxeni� k �tomu por�dku, i qe-rez � = f�1; �2; : : : ; �lg { sootvetstvu�wee mno�estvo prostyhkorne� (l = 6 risp 7). V numeracii prostyh korne� my vsegdasleduem Burbaki [1]. Po sisteme korne� �, rexetke P i kommu-tativnomu kol~cu s edinice� R mo�no postroit~ gruppu XevalleG = GP (�; R), �vl��wu�s� gruppo� toqek nad R affinno� grup-povo� shemy Xevalle-Demaz�ra. My vsegda budem sqitat~, qtonaxa gruppa Xevalle odnosv�zna, to est~ P = P (�) i opuskat~ukazanie na P v zapisi gruppy.My sqitaem, qto v kompleksno� prosto� algebre Li L tipa� vybran polo�itel~ny� bazis Xevalle i postroena algebraXevalle LR. Takim obrazom, zadan raswepimy� maksimal~ny�tor T(�; R) v G i vybrana parametrizaci� kornevyh unipotent-nyh podgrupp X�, � 2 � otnositel~no �togo tora. My obozna-qaem qerez x�(�), gde � 2 �, � 2 R, sootvetstvu�wi� �lemen-tarny� kornevo� unipotent. V dal~ne�xem my neodnokratno bu-dem pol~zovat~s� sootnoxeni�mi Ste�nberga me�du �lementa-mi x�(�), v osobennosti kommutacionno� formulo� Xevalle [8].Gruppa X� = fx�(�); � 2 Rg nazyvaets� �lementarno� kornevo�podgruppo�, a gruppa E(�; R) = hX�; � 2 �i, poro�denna� vsemi�lementarnymi kornevymi podgruppami, nazyvaets� (absol�t-no�) �lementarno� podgruppo� gruppy Xevalle G(�; R).My budem rassmatrivat~ gruppu E(�; R) kak podgruppu vGL(n;R), gde n = 27 risp 56, v obyqnyh (minimal~nyh) predsta-vleni�h. �to oznaqaet, qto gruppa G de�stvuet na module Ve�l�V = V (!), gde ! { nekotory� dominantny� ves. My predpolaga-em, qto starxi� ves ! modul� V fundamental~ny� i raven !1risp !7. Togda sootvetstvu�wie moduli V mikrovesovye, sm. [2,3, 23] dl� bolee podrobno� informacii i dal~ne�xih ssylok.Qerez � = �(!) oboznaqaets� mno�estvo vesov modul� V = V (!)s uqetom kratnosti. Na samom dele, dl� mikrovesovogo pred-stavleni� vse vesa ime�t kratnost~ 1, i po�tomu � sovpadaet sorbito� starxego vesa ! pod de�stviem gruppy Ve�l� W .My fiksiruem dopustimy� bazis v�, � 2 � modul� V . �tooznaqaet, qto x�(�)v� vyra�aets� kak celoqislenna� line�na�kombinaci� vektorov v�, � 2 �. Dl� mikrovesovyh predstavle-ni� mo�no tak normirovat~ dopustimy� bazis, qtoby x�(�)v� =v� + c���v�+�, gde vse strukturnye konstanty de�stvi� c�� rav-ny �1 (`lemma Macumoto', [18, 20]). V de�stvitel~nosti, my vse-



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 219gda vybiraem kristalliqeski� bazis, v kotorom vse strukturnyekonstanty c�� ravny +1 dl� � 2 �� (�lementarnoe dokazatel~-stvo suwestvovani� takogo bazisa privedeno v [22]).My myslim vektor a 2 V , a = P a�v� kak stolbec koordi-nat a = (a�), � 2 �. Pri �tom �lement b kontragradientnogomodul� V � estestvenno predstavl�t~ sebe kak stroku b = (b�),� 2 �. My indeksiruem kak stolbcy, tak i stroki vesami modu-l� V , to est~ �lementami �. Takim obrazom, stroki i stolbcymatric iz GL(V;R) = GL(n;R) numeru�ts� vesami predstavle-ni�, to est~ �lementami �; �; �; �; �; �; : : : 2 �. Vezde v rabote podkommutatorom [x; y] imeets� v vidu levonormirovanny� kommu-tator: [x; y] = xyx�1y�1.Osnovnoe sredstvo dl� dal~ne�xih vyqisleni� zakl�qeno vsledu�wem utver�denii, skopirovannom iz [3]:Lemma 0. Dl� l�byh g 2 GL(n;R), � 2 � i � 2 R ime�t mestoformuly(x�(�)g)�� = g�� � �g���;�; (gx�(�))�� = g�� � �g�;�+�:x3. Formulirovka osnovnyh rezul~tatovNaxe� cel~� �vl�ets� dokazatel~stvo sledu�wih dvuh teo-rem:Teorema 1. Pust~ A E R. TogdaE(n;A)E(�;R) = E(n;R;A);gde, kak obyqno, E(n;R;A) = E(n;A)E(n;R).Teorema 2. Pust~ H { podgruppa v GL(n;R), soder�awa� E(�; R),priqem 2; 3 2 R�. Dl� �; � 2 �, � 6= � polo�im A�� = f� 2 R jt��(�) 2 Hg. Togda dl� l�byh �; � 2 �, � 6= � imeem A�� = A�� = A,priqem A E R.Iz �tih dvuh teorem nemedlenno sleduetTeorema 3. Pust~ H { podgruppa v GL(n;R), soder�awa� E(�; R),priqem 2; 3 2 R�. Togda suwestvuet edinstvenny� naibol~xi� ide-al A E R tako�, qto E(n;R;A) � H. Pri �tom, esli t��(�) 2 Hdl� nekotoryh �; � 2 �, � 6= �, to � 2 A.Teorema 3 utver�daet, qto dl� l�bo� prome�utoqno� pod-gruppy me�du E(�; R) i GL(n;R) na�dets� ideal A E R tako�,



220 A. �. LUZGAREVqto H soder�it gruppu E(�; R)E(n;R;A). V teoreme 4 my doka-zyvaem, qto posledn�� gruppa �vl�ets� soverxenno�.Teorema 4. Pust~ R { kommutativnoe kol~co, A E R. To-gda gruppy EE6(27; R;A) = E(E6; R)E(27; R;A) i EE7(56; R;A) =E(E7; R)E(56; R;A) soverxenny.Sledu�wa� teorema �vl�ets� analogom teoremy 1 dl� sim-plektiqesko� gruppy, kotora� voznikaet v sluqae � = E7.Teorema 5. Pust~ A E R, 2 2 R�. TogdaEp(56; A)E(E7;R) = Ep(56; R;A);gde, kak obyqno, Ep(56; R;A) = Ep(56; A)Ep(56;R).Postroenie simplektiqesko� gruppy, oboznaqenno� vyxeEp(56; R), provedeno v x10.Posledn�� teorema { analog teoremy 4.Teorema 6. Pust~ R { kommutativnoe kol~co, A E R, B E R, A �B, 2 2 R�. Gruppa EE07(56; R;A;B) = E(E7; R)E(56; R;A) Ep(56; R;B)soverxenna.K so�aleni�, avtoru poka ne udalos~ poluqit~ analoga teore-my 2 v �tom sluqae; krome togo, poka ne uqityvaets� tot fakt,qto suwestvu�t razliqnye simplektiqeskie gruppy, soder�a-wie E(E7; R) v dannom predstavlenii (sm. kratkoe obsu�deniev x1). x4. Dokazatel~stvo teoremy 1Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto leva� qast~ soder�its� v pra-vo�. Dl� dokazatel~stva obratnogo vkl�qeni� vspomnim, qtopri n � 3 gruppa E(n;R;A) poro�daets� vsemi transvekci�mivida z��(�; �) = t��(�)t��(�) dl� � 2 A; � 2 R, �; � 2 �, � 6= � (�totfakt dokazan Titsom v [21]). Takim obrazom, dostatoqno ube-dit~s�, qto z��(�; �) soder�its� v H = E(n;A)E(�;R). Dokazatel~-stvo �togo soder�its� v lemmah 1, 2 i 3; v lemme i my razbiraemsluqa� d(�; �) = i, i = 1, 2, 3. Oqevidno, qto v naxem predsta-vlenii 2 risp 3 { �to maksimal~noe rassto�nie me�du vesami, iteorema dokazana, kak tol~ko proverena spravedlivost~ sledu-�wih lemm.



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 221V dal~ne�xem vezde � 2 R, � 2 A. My budem pol~zovat~s�sledu�wim pr�mym vyqisleniem:z��(�; �) = t��(�)t��(�)t��(��)= (e+ �e��)(e + �e��)(e � �e��)= e+ �e�� + ��(e�� � e��) � ��2e��:Lemma 1. Pust~ d(�; �) = 1. Togda t��(�)t��(�) 2 H dl� l�byh �,� 2 � � 6= �. V qastnosti, z��(�; �) 2 H.Dokazatel~stvo. Snaqala rassmotrim sluqa� � = �, � = �.Oboznaqim �� � = � 2 � i rassmotrimx�(�)t��(�) = x�(�)t��(�)x�(��) 2 H:Iz lemmy 0 legko videt~, qtog = x�(�)t��(�) = e+ �e�� � ��e�� � �e�� + sXi=1(�1)"i�e�i+�;�i ;gde �1; �2; : : : ; �s { vse otliqnye ot � vesa � iz �, dl� kotoryh �+�tak�e �vl�ets� vesom. Znaki (�1)"i , s kotorymi oni vhod�t v �tuzapis~, nas ne interesu�t; my obrawaem vnimanie tol~ko na znakpri de�stvii \me�du" vesami � i �, kotory� budem vyra�at~znakami � i �.Posle �togo ostalos~ domno�it~ poluqivxees� na x�(��) iprosledit~ za matriqnymi �lementami. Oqevidno (sm. snovalemmu 0), podvergnuts� izmeneni� tol~ko �lementy v pozici-�h (�; � 0), dl� kotoryh �; � 0; � 0+� 2 �. No my u�e znaem vse takie� 0, dl� kotoryh i � 0, i � 0 + � �vl��ts� vesami: �to v toqnosti�; �1; : : : ; �s. Proanalizirovav, pri kakih � dobavka g�;� 0+� ne rav-n�ets� nul�, my vidim, qto znaki dl� de�stvi� \me�du" vesami�i i �i+� protivopolo�ny, qto privodit k uniqto�eni� slaga-emyh, v kotorye vhod�t �i { imenno po�tomu nas ne interesuet,kakie imenno znaki tam byli. Ostaets� sledu�wee vyra�enie:x�(�)t��(�) = gx�(��) = e � ��e�� + �e�� � ��2e�� � ��e��:My vidim, qto �to vyra�enie sovpadaet s poluqennym vyxevyra�eniem dl� z��(�; �) s toqnost~� do znakov v pozici�h e�� ie��, kotory� legko pomen�t~, zameniv s samogo naqala � na ��.



222 A. �. LUZGAREVOstavxies� sluqai, kogda libo � 6= �, libo � 6= �, na samomdele ewe prowe. De�stvitel~no, y = t��(�)t��(�) = [t��(�); t��(�)] �t��(�). Esli � = �, no � 6= �, to y = t��(��)t�� (�) 2 E(n;A).Analogiqno rassmatrivaets� sluqa�, kogda � = �, no � 6= �.Esli �e � 6= � i � 6= �, to �ti transvekcii kommutiru�t, iy = t��(�) 2 E(n;A). Lemma dokazana.Sledstvie. Pust~ d(�; �) = 1. Togda E(n;A)t��(�) � H.Lemma 2. Pust~ d(�; �) = 2. Togda z��(�; �) 2 H.Dokazatel~stvo. Na�dem �; � 2 � takie, qto ��� = �+�, priqem� � � = � + � 2 � i � � � = � + � 2 �. �to legko sdelat~: para(�; �) perevodits� �lementom gruppy Ve�l� v paru (!;�!) risp(!; !�0122221 ). Togda mo�no vz�t~, naprimer, � = 122111 risp � = �7i � = 112211 risp � = 0122211 .Oboznaqim �� � = �+ � = �, �� � = �+ � = �. Togdaz��(�; �) = t��(�)t��(�)= t��(�)[t��(�); t��(1)]= [t��(�)t�� (��); t��(1)t��(��)]= t��(�)t��(��) � t��(1)t��(��)t��(���)t��(��):Takim obrazom, dostatoqno dokazat~, qtot��(1)t��(��)t��(���)t��(��) 2 H:V dal~ne�xem my ograniqim vse naxi vyqisleni� na qetyre ve-sa: �, �, �, �, to est~ budem rassmatrivat~ qetyrehmernoe pod-prostranstvo W v prostranstve predstavleni� V = hv�j� 2 �i,poro�dennoe v�, v� , v�, v�. �togo dostatoqno dl� naxih vyqisle-ni�, potomu qto oni budut vkl�qat~ lix~ �lementarnye trans-vekcii t��(�), gde � 2 R, f�; �g � f�; �; �; �g i sopr��eni� pri po-mowi �lementov x�(�), x�(�). �ti sopr��eni� tak�e ne vyvedutnas za predely �togo prostranstva: de�stvitel~no, esli �lementg 2 GL(n;R) takov, qto \netrivial~nost~ de�stvi�" g zakl�qenavnutri W , to takov �e i �lement x�(r)g { �to nemedlenno sle-duet iz togo, qto predstavlenie mikrovesovoe, po�tomu ni odiniz �lementov � + �, � + �, � � �, � � � ne �vl�ets� vesom. Ta-kim obrazom, \de�stvi�" me�du vesami � i � (gde � � � = �)



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 223budut uniqto�at~ drug druga tak �e, kak bylo v dokazatel~stvelemmy 1. Koneqno, to �e samoe kasaets� i �.My budem izobra�at~ matricy de�stvi� �lementov GL(n;R)v ograniqenii na W v bazise (v�; v� ; v�; v�). Oboznaqim h =t��(��)t��(���)t��(��), g = t��(1)h { �lement, prinadle�nost~ koto-rogo H nam neobhodimo ustanovit~. Zametim, qto po sledstvi�lemmy 1 �lement h le�it v H. Budem oboznaqat~ eg, eh matri-cy iz GL(4; R), sootvetstvu�wie g i h, ograniqennym na W , vukazannom bazise. Legko videt~, qtoeh = 0B@ 1� �� �� 0 0��2 1 + �� 0 0���2 ��� 1 00 0 0 11CA ; eg = 0B@ 1� �� �� � 00 1 0 0���2 ��� 1 + �� 00 0 0 11CA ;x̂�(�) = 0B@ 1 0 0 �0 1 � 00 0 1 00 0 0 11CA :Togda �lementu x�(1)h 2 H sootvetstvuet sledu�wa� matrica:0B@ 1� �� �� � ��0 1 0 0���2 ��� 1 + �� ��20 0 0 1 1CA :Posle umno�eni� sleva na t��(���)t��(���2) 2 E(n;R) my polu-qaem tak�e �lement iz H, kotory� zapisyvaets� matrice� eg.Voobwe govor�, poslednee rassu�denie prohodit tol~ko to-gda, kogda znaki de�stvi� u �lementa x�(�) v ograniqenii na Wodinakovy; togda x�(�) de�stvitel~no imeet tako� vid, kak po-kazano vyxe. No esli znaki protivopolo�ny, to rassu�denie nesil~no men�ets�; pri sopr��enii h s pomow~� x�(�1) poluqaet-s� poqti ta �e sama� matrica, qto i v rassmotrennom sluqae.A imenno, nediagonal~nye �lementy poslednego stolbca budutimet~ protivopolo�ny� znak. Pon�tno, qto posle �togo nu�nodomno�at~ na �lementarnye transvekcii s protivopolo�nymiznakami v argumentah, i vnov~ poluqits� v toqnosti matrica eg.Znaqit, v l�bom sluqae g 2 H, i lemma dokazana.



224 A. �. LUZGAREVLemma 3. Pust~ d(�; �) = 3. Togda z��(�; �) 2 H.Dokazatel~stvo. Zdes~ � = E7. Se�qas, kak vsegda, my postro-im neku� konfiguraci� vesov dl� konkretnogo sluqa� � = !,� = �!, i \perenesem" ee �lementom gruppy Ve�l� na proizvol~-nu� paru vesov na rassto�nii 3 drug ot druga. Voz~mem � = �7,� = 1232212 ,  = 1233211 . Netrudno videt~, qto �! + �+ � +  = !i �; �;  2 �. Oboznaqim tak�e ves � = �+ �.Takoe �e vyqislenie, kak i v naqale dokazatel~stva lemmy 2,pokazyvaet, qto dostatoqno proverit~ vkl�qenieg = t��(1)t��(��)t��(��)t��(���) 2 H:Preobrazuem dalee:g = t��(1) � t��(��)t�� (��)t��(�) � t��(��)t�� (���)t��(�) � t��(�1):Iz lemmy 2 sleduet, qto t��(��)t��(��)t��(�) 2 H, tak kakd(�; �) = 2. Preobrazuem mno�itel~ t��(��)t��(���)t��(�):t��(��)t�� (���)t��(�)= t��(���) � [t��(��); t��(��)]= t��(���)t��(���2) 2 E(n;A):My poluqili, qto g = t��(1)h, gde h 2 H. Teper~ vse analogiq-no final~nomu xagu v dokazatel~stve lemmy 2: posmotrim nakonkretnye matricy, qtoby sravnit~ g i x�(1)h 2 H. �lementy,kotorye u nas poluqilis~, \zatragiva�t" tol~ko vesa �, � i �.My hotim kommutirovat~ s x�(1), po�tomu neobhodimo ewe vkl�-qit~ v rassmotrenie ves � = � � �. Poluqivxies� qetyre vesau�e obrazu�t podprostranstvo, kotorym mo�no ograniqit~s�:pribavleni� i vyqitani� korn� � ne privod�t k novym vesam.Itak, mo�no ograniqit~ vse rassmotrenie qetyrehmernym pod-prostranstvom W , poro�dennym vektorami v�, v� , v� , v�. Mybudem zapisyvat~ �ti ograniqeni� matricami iz GL(4; R) v ba-zise (v�; v�; v� ; v�):eh = 0B@ 1 + �� 0 �� 00 1 0 0��2 0 1 + �� 0���2 0 ��� 11CA ; x̂�(1) = 0B@ 1 1 0 00 1 0 00 0 1 10 0 0 11CA ;



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 225x̂�(1)h = 0B@ 1� �� �� �� �0 1 0 00 0 1 0���2 ��2 ��� 1 + ��1CA ;eg = 0B@ 1� �� 0 �� �0 1 0 00 0 1 0���2 0 ��� 1 + ��1CA :Teper~ vidno, qto posle umno�eni� sleva x�(1)h nat��(���)t��(���2) 2 E(n;A)poluqaets� g. K so�aleni�, x̂�(1) ne vsegda imeet tako� vid, kakukazano vyxe. Znaki de�stvi� mogut byt~ razliqnymi dl� parvesov (�; �) i (�; �). Oqevidno, qto est~ tol~ko dva prinicipial~-no raznyh sluqa�: kogda znaki odinakovye (vyxe my rassmotre-li imenno ego), i kogda oni raznye { vse svodits� k nim zameno�x�(1) na x�(�1). Takim obrazom, kogda znaki raznye, mo�no sqi-tat~, qto x̂�(1) = 0B@ 1 �1 0 00 1 0 00 0 1 10 0 0 11CA ;togda x̂�(1)h = 0B@ 1� �� ��� �� �0 1 0 00 0 1 0���2 ���2 ��� 1 + �� 1CA ;i rezul~tat dostigaets� umno�eniem sleva na t��(��)t��(��2) 2E(n;A). x5. Naqalo dokazatel~stva teoremy 2Napomnim, qto dalee vezde H { podgruppa v GL(n;R), soder-�awa� E(�; R). Sledu�wa� lemma prover�ets� pr�mym vyqisle-niem.Lemma 4. Pust~ �, � 2 �, � 6= �, � 2 �, �� � 6= ��.a) Esli � � � =2 �, �+ � 2 �, to [t��(�); x�(�)] = t�+�;�(���).b) Esli �� � =2 �, � + � 2 �, to [t��(�); x�(�)] = t�;�+�(���).



226 A. �. LUZGAREVLemma 5. Pust~ �, � 2 �, d(�; �) = 1. Togda esli � 2 � takov, qto�+ � 2 � i � + � 6= �, to �� � =2 �.Dokazatel~stvo. Posmotrim na diagrammu vesov. Mo�no sqi-tat~, qto � = !, � = ! � �. Togda esli � + � 2 �, to � 2 �� i vrazlo�enie � po prostym korn�m dol�en vhodit~ ��1 risp �a7.No dl� togo, qtoby ��� 2 �, nu�no, qtoby me�du ��� i � bylkoren~ ��1 risp �a7, qto vozmo�no tol~ko pri � = �� �.Teper~ mo�no dokazat~ qast~ teoremy 2:Lemma 6. Pust~ �; �; �; � 2 �, priqem d(�; �) = d(�; �) = 1. TogdaA�� = A�� = A1, priqem A1 E R.Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto A�� �vl�ets� podgruppo� R poslo�eni�. Punkt a) lemmy 4 faktiqeski utver�daet, qto esli�; � 2 �, � 6= �, � 2 �, � � � 6= ��, � � � =2 �, to RA�� � A�+�;�.Togda po lemme 5 poluqaem RA�� � A�� (mo�no \proxagat~" porebram diagrammy i zamenit~ oba vesa v indeksah na nu�nyenam) i, krome togo, A�� �vl�ets� idealom v R. Znaqit, vse takieidealy sovpada�t.Ewe odno prodvi�enie k teoreme:Lemma 7. Pust~ �; �; �; � 2 �, priqem d(�; �) = d(�; �) = 2. TogdaA�� = A�� = A2, priqem A2 E R.Dokazatel~stvo. Snova budem smotret~ na diagrammu vesov.Mo�no sqitat~, qto � = ! i � = ! � 222101 risp � = ! � 0122221(222101 risp 0122221 ne �vl�ets� kornem, po�tomu d(�; �) = 2). Togdadl� l�bogo � 2 �� vypolneno � � � =2 �. Znaqit, mo�no pri-men�t~ punkt a) lemmy 4 dl� � 2 �� takih, qto � + � 2 �. Takmo�no dobit~s�, qtoby � = �+ � bylo l�bym drugim vesom ta-kim, qto d(�; �) = 2, krome � = �! v sluqae E6, to est~ poluqit~RA�� � A��. Esli �e � = E6 i � = �!, nu�no de�stvovat~ v dvaxaga: snaqala dobit~s� RA�� � A��, gde � = � � 012211 , a zatempere�ti k � � 000010 = �!, to est~ sopr��eniem s x�6(�1) polu-qit~ RA�� � A�� � A�!;�. Dokazatel~stvo zaverxaets� tak �e,kak v predyduwe� lemme.Teper~ my ustanovim ravenstvo idealov A1 i A2. Dl� �togov sledu�wih dvuh lemmah dokazyva�ts� vkl�qeni� v obe sto-rony. Interesno, qto vkl�qenie A1 � A2 legko poluqaets� temi



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 227�e metodami, qto i predyduwie lemmy v dokazatel~stve teore-my 2. Obratnoe �e vkl�qenie potrebuet togo, qto H soder�itE(�; R) (ranee my ispol~zovali tol~ko to, qto H normalizuets�E(�; R)), i vozniknet ograniqenie 2; 3 2 R�.Lemma 8. A1 � A2.Dokazatel~stvo. Voz~mem � 2 A1. Po lemme 6 imeem t��(�) 2 Hdl� � = ! i � = ! � 122101 risp � = ! � 0122211 . V takom slu-qae po lemme 4 [t��(�); x��1(1)] = t���1;�(�) risp [t��(�); x��7(1)] =t���7;�(�). No tak kak d(���1; �) = 2 risp d(���7; �) = 2, to � 2 A2.Lemma 9. Esli 2; 3 2 R�, to A2 � A1.Dokazatel~stvo. Se�qas nam pridets� posmotret~, qto prois-hodit pri kommutirovanii transvekcii t��(�) s kornevym �le-mentom x�(�), esli vse ewe � � � 6= ��, no � + �, � � � 2 �,gde � 2 �. Itak, voz~mem � 2 A2, � 2 R (na samom dele daleemy voz~mem � = 1). Budem tak�e sqitat~, qto d(�; �) = 2. Snovavospol~zovavxis~ tehniko� iz dokazatel~stva teoremy 1, legkovidet~, qto[t��(�); x�(�)] =(e + �e�� + (�1)"��e�;��� + (�1)��e�+�;� + (�1)"�e�;���)� (1)(e � �e�� + (�1)"��e�;��� � (�1)��e�+�;� � (�1)"�e�;���)= e + (�1)"��e�;��� � (�1)���e�+�;� + (�1)"+���2e�+�;��� 2 H:Zametim, qto d(� + �; �� �) � 2 (�to legko proverit~ neposred-stvenno: mo�no sqitat~, qto � = ! � 222101 risp � = ! � 0122221i qto � = �1 risp � = �7, posle qego vzgl�nut~ na diagrammuvesov). Znaqit, po lemme 7 imeem t�+�;���(���2) 2 H, i umno-�eniem na tako� �lement mo�no dobit~s� e + (�1)"��e�;��� �(�1)���e�+�;� 2 H. Itak, my poluqili, qto proizvedenie dvuhtransvekci� t�;���((�1)"��)t�+�;�((�1)�+1��) le�it v H. No namneobhodimo na�ti kaku�-nibud~ odnu transvekci�, le�awu� vH.Teper~ nas budut interesovat~ sluqai, kogda � � (� � �) =(�+�)� � = �, gde � 2 � { fiksirovanny� koren~. Ide� sostoitv tom, qtoby rassmotret~ vse transvekcii t��(: : : ), dl� kotoryh� � � = �. Oqevidno, qto koliqestvo k takih par (�; �) ravno 6risp 12. Oboznaqim ih (�i; �i), 1 � i � k.



228 A. �. LUZGAREVPosledn�� qast~ naxih rassu�deni� neskol~ko zamyslovata,po�tomu my snaqala razberem sluqa� � = E6, a zatem vnesemizmeneni�, neobhodimye dl� sluqa� � = E7.x6. Dokazatel~stvo lemmy 9: Sluqa� � = E6My utver�daem, qto dl� ka�do� pary takih par (�i; �i) i(�j ; �j) raznost~ �i��j = �i��j �vl�ets� kornem. De�stvitel~no,odna taka� para, ska�em, (�i; �i) perevodits� �lementom gruppyVe�l� v paru (!; ! � �1). Togda legko vzgl�nut~ na ostavxie-s� p�t~ par (�j ; �j) na diagramme vesov i ubedit~s�, qto vsegda�i��j = !��j budet kornem. Znaqit, mo�no primenit~ naxe vy-qislenie, podstavit~ � = 1 i poluqit~, qto proizvedenie trans-vekci� t�i;�i (��)t�j ;�j (��) le�it v H dl� l�byh 1 � i; j � 6, i 6= j.V to �e vrem�, pro znaki pri � my poka niqego ne govorili.Oqevidno, est~ dva sluqa�: kogda v takom proizvedenii znakisovpada�t, i kogda oni razliqny. To est~ mo�no sqitat~, qtoproizvedenie t�i ;�i(�)t�j ;�j (��) le�it v H.Final~na� ide� dokazatel~stva vygl�dit tak: poskol~ku kor-nevo� �lement x� est~ proizvedenie xesti transvekci�x�(�) = 6Yi=1 t�i;�i (��);mo�no postarat~s� iz naxih poparnyh proizvedeni� i �togoproizvedeni� sostavit~ odnu transvekci� t�i;�i(�n�) s nekoto-rym n 2 R� i poluqit~ takim obrazom, qto � 2 A1, qto i trebo-valos~. Teper~ mo�no vz�t~ � = �, qtoby vse znaki v vyra�eniix�(�) byli polo�itel~ny.Se�qas nam ponadob�ts� nekotorye fakty otnositel~no zna-kov de�stvi� kornevogo �lementa x�(1), potomu qto bez vs�kogopredpolo�eni� o znakah realizaci� naxe� final~no� idei ne-vozmo�na. Nam ponadobits� teorema 1 iz [22], v kotoro� utver-�daets�, qto esli � { prosto� koren~ ili �� { prosto� koren~,to vse znaki v razlo�enii x�(1) na transvekcii ravny edinice.V naxem sluqae �to oznaqaet, qto v formule (1) � = " = 0. Takimobrazom, esli � ili �� { prosto� koren~, to poluqennoe s po-mow~� x�(1) proizvedenie transvekci� imeet raznye znaki pri



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 229�. My vz�li � = �, i mo�no vz�t~�1 = !; �2 = ! � 100000 ;�3 = ! � 110000 ; �4 = ! � 111000 ;�5 = ! � 111100 ; �6 = ! � 111110 ;�i = �i � �; 1 � i � 6:Teper~ zametim, qto kogda my sostavl�em proizvedenie trans-vekci� t�i;�i (�)t�i+1 ;�i+1 (��);my ispol~zuem kommutirovanie pri pomowi x�, gde � = �i � �i+1vsegda �vl�ets� prostym kornem. Znaqit, my poluqim sledu�-wie proizvedeni�:y1 = t�1;�1(�)t�2 ;�2 (��) 2 H; y2 = t�2 ;�2(�)t�3 ;�3(��) 2 H;y3 = t�3;�3(�)t�4 ;�4 (��) 2 H; y4 = t�4 ;�4(�)t�5 ;�5(��) 2 H;y5 = t�5 ;�5(�)t�6;�6(��) 2 H:Posmotrim na proizvedenie h = y1y22y33y44y55x�(��) 2 H. Neslo�nopon�t~, qto h = t�6;�6 (�6�), otkuda 6� 2 A1 i, sledovatel~no, � 2A1, qto zaverxaet dokazatel~stvo v rassmatrivaemom sluqae.x7. Dokazatel~stvo lemmy 9: Sluqa� � = E7Teper~ my ne mo�em utver�dat~, qto dl� ka�do� pary par(�i; �i) i (�j ; �j) raznost~ �i � �j = �i � �j �vl�ets� kornem. Esliposmotret~ na paru (�i; �i) = (!; ! � �7), to �ta raznost~ �vl�-ets� kornem tol~ko dl� des�ti iz ostavxihs� odinnadcati par(�j ; �j). No netrudno zametit~, qto v dokazatel~stve dl� � = E6my ispol~zovali ne vse vozmo�nye kombinacii takih par, atol~ko p�t~ xtuk, iz kotoryh \sostavl�lis~" �lementy y1, y2,y3, y4, y5. Se�qas my poka�em, qto v sluqae E7 nam ponadobit-s� rovno odinnadcat~ podobnyh kombinaci�. Itak, toqno tak�e, kak i vyxe, mo�no pokazat~, qto proizvedenie transvekci�t�i;�i (��)t�j ;�j (��) le�it v H dl� teh i, j, dl� kotoryh raznost~�i � �j = �i � �j �vl�ets� kornem.Final~na� ide� dokazatel~stva, opisanna� v predyduwem pa-ragrafe, primen�ets� k naxemu sluqa� sledu�wim obrazom. My



230 A. �. LUZGAREVsnova berem � = �, qtoby vse znaki v nediagonal~nyh matriqnyh�lementah x�(�) byli polo�itel~ny, i, pol~zu�s~ teoremo� 1 iz[22], poluqaem, qto esli � ili �� { prosto� koren~, to znakidl� x�(1) tak�e ravny edinice, blagodar� qemu v formule (1)dl� �tih sluqaev � = " = 0. Teper~ berem�1 = !; �2 = ! � 0000010 ; �3 = ! � 0000110 ;�4 = ! � 0001110 ; �5 = ! � 0011110 ; �6 = ! � 0111110 ;�7 = ! � 0011111 ; �8 = ! � 0111111 ; �9 = ! � 0121111 ;�10 = ! � 0122111 ; �11 = ! � 0122211 ; �12 = ! � 0122221 ;�i = �i � �; 1 � i � 6:Kogda my sostavl�em proizvedenie transvekci� dl� posledova-tel~nyh par (�i; �i), (�i+1; �i+1), poluqaemt�i;�i (�)t�i+1 ;�i+1 (��);i my ispol~zuem kommutirovanie pri pomowi x�, gde � = �i��i+1�vl�ets� prostym kornem dl� vseh i, 1 � i � 11, krome i = 6.Krome �togo, t�5 ;�5(�)t�7 ;�7(��)poluqaets� kommutirovaniem pri pomowi x�2 . Itak, poskol~kuispol~zu�ts� prostye korni, to my imeem proizvedeni� yi =t�i;�i (�)t�i+1;�i+1 (��) 2 H, gde 1 � i � 11, i 6= 6. Polo�im tak�e y6 =t�5;�5 (�)t�7 ;�7(��). Teper~ ostaets� posmotret~ na proizvedenieh = y11y22y33y44y�15 y66y77y88y99y1010y1111x�(��) 2 H:Neslo�no pon�t~, qto h = t�12;�12(�12�) (zdes~ toqno tak �e, kak vsluqae � = E6, ispol~zuets� razlo�enie x�(��) v proizvedeniedvenadcati transvekci� t�i ;�i(�)), otkuda 12� 2 A1 i, sledova-tel~no, � 2 A1. Lemma dokazana.x8. Okonqanie dokazatel~stva teoremy 2Zametim, qto dokazatel~stvo teoremy 2 dl� sluqa� � = E6bylo zakonqeno (ewe v paragrafe 6), potomu qto 2 { maksimal~-noe rassto�nie me�du vesami mikrovesovogo predstavleni� E6.V sluqae � = E7 pridets� ewe nemnogo potrudit~s�, qtoby vkl�-qit~ sluqa� rassto�ni�, ravnogo trem. Oboznaqim A = A1 = A2.



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 231Lemma 10. Esli �; � 2 � i d(�; �) = 3, to A � A��.Dokazatel~stvo. �ta lemma dokazyvaets� poqti tak �e, kaklemma 8. L�ba� para vesov (�; �) na rassto�nii 3 perevodits��lementom gruppy Ve�l� v paru (!;�!). Po�tomu my budem sqi-tat~, qto � = �!, � = !. Po dokazannomu t�+�7;�(1) 2 H. Vospol~-zovavxis~ lemmo� 4, vidim, qto [t�+a7;�(1); x��7(��)] = t�;�(�) prinadle�awem vybore znaka, otkuda � 2 A��.Lemma 11. Esli �; �; �; � 2 � i d(�; �) = d(�; �) = 3, to A�� � A��.Dokazatel~stvo. Zdes~, kak i v naqale dokazatel~stva lemmy9, my kommutiruem �lement t��(�) s x�(�) (sm. formulu (1)), gde� 2 A��, � 2 R, � 2 �. Snova budem zapisyvat~ ograniqeni�naxih matric na qetyrehmernoe podprostranstvo W , poro�den-noe bazisnymi vektorami, otveqa�wimi vesam �; � � �; � + �; �(v ukazannom por�dke). Tak�e budem sqitat~, qto � ili �� {prosto� koren~, po�tomu nediagonal~nye matriqnye �lementyv x�(�) ime�t odinakovye znaki. Togda formula (1) s uqetomdannyh o znakah utver�daet, qto matrica ograniqeni� �lementah1 = [t��(�); x�(�)] imeet vidfh1 = 0B@ 1 0 0 00 1 0 0��� ��2 1 00 �� 0 11CA : (2)Teper~ podstavim v poluqennoe vyra�enie � = 1, pomen�emznak u � i prokommutiruem rezul~tat s x��(�). Zametim, qtopri naxem vybore � nediagonal~nye matriqnye �lementy vx��(�) snova ime�t odinakovye znaki. Oboznaqim rezul~tath2 = [[t��(��); x�(1)]; x��(�)]. Vyqisleni� pokazyva�t, qtofh2 = 0B@ 1 0 0 00 1 0 0�� 0 1 02�� + ��2 ��� 0 11CA :Tak kak po postroeni� h1; h2 2 H, to i proizvedenie h =h1h2t��(�2�� � ��2) le�it v H i imeet videh = 0B@ 1 0 0 00 1 0 00 ��2 1 00 0 0 11CA :



232 A. �. LUZGAREVV qastnom sluqae � = 1 poluqaem, qto t�+�;���(�) le�it v H.Legko videt~, qto rassto�nie me�du � + � i � � � ravno trem.De�stvitel~no, dva vesa na rassto�nii 3 sootvetstvu�t toqkamv diagramme, simmetriqnym otnositel~no centra, i esli � i �byli simmetriqny, to � + � i � � � ostanuts� simmetriqnymi.Itak, my poluqili, qto � 2 A�+�;���, otkuda A�� � A�+�;���.Teper~ u�e netrudno zaverxit~ dokazatel~stvo lemmy. De�-stvitel~no, esli my mo�em brat~ v kaqestve � l�bo� prosto�ili protivopolo�ny� prostomu koren~, znaqit, mo�no \proxa-gat~" po rebram diagrammy i pere�ti ot l�bo� pary vesov narassto�nii 3 k l�bo� drugo� tako� pare.Oboznaqim qerez A3 mno�estvo A�� dl� d(�; �) = 3. Zametim,qto, v otliqie ot lemm 6 i 7, my ewe ne pokazali, qto A3 �vl�-ets� idealom v R. My i ne budem dokazyvat~ �togo napr�mu�,a lix~ poka�em sovpadenie additivno� podgruppy A3 i idealaA. Vkl�qenie A � A3 pokazano v lemme 10, i se�qas my doka�emobratnoe.Lemma 12. A3 � A.Dokazatel~stvo. Voz~mem � 2 A3. Dl� nagl�dnosti zafiksiru-em vesa � = �!, � = !, � = �7. Vospol~zuems� oboznaqeni�mi izdokazatel~stva predyduwe� lemmy: h1 = [t��(�); x�(�)]. Voz~mem� = 1, togda iz formuly (2) legko videt~, qto posle umno�eni�h1 na t�+�;���(��) poluqits� �lement h = e� �e�+�;� + �e�;���. Ksqast~�, v naxem sluqae d(�+�; �) = d(�; ���) = 2, po�tomu namne pridets� snova provodit~ golovokru�itel~nye tr�ki v duhedokazatel~stva lemmy 9. Dostatoqno vz�t~ � = �6 i posmotret~na �lement [h; x�(1)] 2 H (�vny� vid �lementa x�(1) nam izvesten,potomu qto � { prosto� koren~). Neslo�noe vyqislenie pokazy-vaet, qto [h; x�(1)] = e+ �e�;�����, a tak kak d(�; ���� �) = 2, topoluqaem � 2 A, qto dokazyvaet lemmu, a vmeste s ne� i teore-mu 2. x9. Dokazatel~stvo teoremy 4Zdes~ my doka�em, qto gruppa, estestvennym obrazom po�viv-xa�s� v teoreme 3, �vl�ets� soverxenno�. Pust~ n = 27 rispn = 56, E = EE6(27; R;A) risp E = EE7(56; R;A). Tak kak grup-pa E(�; R) soverxenna (sm. [22, 7, 12]), to dostatoqno doka-zat~, qto obrazu�wie gruppy E(n;R;A) le�at v [E;E]. Voz~mem



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 233x = z��(�; �), gde, kak obyqno,z��(�; �) = t��(�)t��(�); � 2 A; � 2 R:Iz teoremy 1 sleduet, qto x 2 E(n;A)E(�;R), to est~ x mo�nopredstavit~ v vide proizvedeni�x =Yi xiyix�1i ; gde xi 2 E(�; R); yi 2 E(n;A) � E(n;R;A):Togda x = Qi[xi; yi]yi, i dl� l�bogo i kommutator [xi; yi] le�itv [E;E]. Ostaets� dokazat~, qto E(n;A) � [E;E], a �to legkosleduet iz lemmy 4 v dokazatel~stve teoremy 2. De�stvitel~-no, voz~mem t��(�) 2 E(n;A) i popytaems� na�ti takie �; � 2 �,� 2 �, qtoby vypoln�los~ uslovie punkta a) lemmy 4 i pri�tom � + � = �, � = �, Esli �to udasts�, to my poluqimt��(�) = [t��(�); x�(�1)] 2 [E(n;A);E(�; R)] � [E;E].Dl� �togo mo�no sqitat~, qto � = � = ! { starxi� ves. Esli� 6= !��1 risp � 6= !��7, to mo�no vz�t~ prosto� koren~ � tako�,qto � + � 2 � i polo�it~ � = � + �, � = ��. Togda � + � = �,� � � =2 �, potomu qto � 2 ��, a � { maksimal~ny� ves. Legkopon�t~, qto � 6= �, � � � 6= �� (poskol~ku mo�et byt~ tol~ko�� � = �, no togda � � �, �, � + � 2 �, qego ne mo�et byt~).Ostalos~ rassmotret~ sluqa� � = !, � = ! � �1 risp � = ! ��7. No togda mo�no vz�t~ � = �3 risp � = �6 i � = � � � iubedit~s�, qto vse uslovi� dl� primeneni� lemmy 4 vypolneny.�to zaverxaet dokazatel~stvo.x10. Vlo�enie E(E7; R) v simplektiqesku� gruppu�tot paragraf posv�wen opisani� vlo�eni� E(E7; R) v ne-kotoru� simplektiqesku� gruppu matric por�dka 56. Zame-tim, qto my u�e vlo�ili E(E7; R) v polnu� line�nu� gruppuGL(56; R), po�tomu my budem stroit~ simplektiqesku� biline�-nu� formu ' v ime�wems� bazise. Vesova� diagramma naxegopredstavleni� E7 simmetriqna: ka�domu vesu � sootvetstvuetsimmetriqny� ves ��. Polo�im simplektiqeskoe proizvedenie'(v�; v�) = 0, esli � 6= ��. V sluqae � = �� predstavim ! � �v vide summy prostyh korne�. Qislo slagaemyh v poluqenno�summe { �to \rassto�nie" ot vesa � do starxego vesa ! na ve-sovo� diagramme, to est~ koliqestvo reber v minimal~nom pu-ti me�du nimi (v otliqie ot vvedennogo ranee rassto�ni� d {



234 A. �. LUZGAREVrassto�ni� v vesovom grafe). Na vrem� oboznaqim �tu veliqinud0(!; �). Nam ponadobits� tol~ko qetnost~ �to� veliqiny: obo-znaqim "� = (�1)d0(!;�); inogda my budem nazyvat~ "� znakom vesa� (esli ne voznikaet dvusmyslennoste�). Netrudno pon�t~, qto"�� = �"�, tak qto �to nazvanie imeet nekotory� smysl. Itak,polo�im '(v�; v��) = "�.Oqevidno, qto, zadav proizvedenie na bazisnyh vektorah,my poluqim nekotoru� simplektiqesku� biline�nu� formu navsem prostranstve predstavleni�, i, sledovatel~no, sootvet-stvu�wu� simplektiqesku� gruppu. Napomnim, kak vygl�d�tsimplektiqeskie transvekcii:T��(�) = T��;��(�"�"��) = ( t��(�)t��;��(�"�"��); esli � 6= ��;t�;��(�); esli � = ��:My budem govorit~, qto transvekci� T��(�) sootvetstvuetkorotkomu korn� (\short root transvection"), esli � 6= ��, i soot-vetstvuet dlinnomu korn� (\long root transvection"), esli � = ��.My qasto bez special~nyh ogovorok budem pol~zovat~s� kom-mutacionno� formulo� Xevalle dl� simplektiqeskih transvek-ci�. Privedem ee va�ne�xie sluqai:[T��(�); T��(�)] = T��(��); esli � 6= ��, � 6= ��, � 6= ��;[T��(�); T�;��(�)] = T�;��(2��); esli � 6= ��;[T��(�); T�;��(�)] = T�;��(��)T�;��("�"��2�); esli � 6= ��;[T��(�); T��(�)] = 1; esli � 6= �, � 6= �, � 6= �;� 6= �, � 6= ��, � 6= ��:Ostal~nye sluqai formuly Xevalle legko poluqa�ts� izprivedennyh. Sootvetstvu�wu� �to� simplektiqesko� forme�lementarnu� simplektiqesku� gruppu my budem oboznaqat~Ep(56; R) = hT��(�); � 6= �; � 2 Ri, a Ep(56; R;A) = Ep(56; A)Ep(56;R),gde Ep(56; A) = hT��(�); � 6= �; � 2 Ai dl� ideala A E R.Teper~ proverim, qto gruppa E(E7; R) de�stvitel~no le�it vpostroenno� simplektiqesko� gruppe Ep(56; R). Dostatoqno do-kazat~, qto x�(�) 2 Ep(56; R) pri � 2 R, � 2 E7. Na samom de-le da�e dostatoqno proverit~ �to tol~ko dl� prostyh korne�� 2 E7 (v silu kommutacionno� formuly Xevalle). My poka-�em, qto dl� prostogo korn� � kornevo� �lement x�(�) est~ pro-izvedenie xesti simplektiqeskih transvekci�. De�stvitel~no,



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 235gl�d� na vesovu� diagrammu, legko pon�t~, qto rebro, pomeqen-noe �, vstreqaets� 12 raz simmetriqnym obrazom, to est~ ime-ets� 6 par takih reber, i v ka�do� pare rebra simmetriqny.Voz~mem odnu taku� paru: pust~ �to rebra (�; �) i (��;��), gde� � � = �. Rassmotrim simplektiqesku� transvekci� T��(1) =t��(1)t��;��(1) (�to tak, poskol~ku vesa � i � sosednie, znaqit,"� = �"�). No �to rovno te dve (�lementarnye) transvekcii, so-otvetstvu�wie vz�to� pare reber, kotorye vhod�t v razlo�eniex�, poskol~ku u �togo kornevogo �lementa vse znaki de�stvi�ravny +1. Takim obrazom mo�no postupit~ s ka�do� paro� re-ber i napisat~ 6 simplektiqeskih transvekci�, sootvetstvu�-wih korotkim korn�m.My poluqili, qto x�(�) 2 Ep(56; R), otkuda E(E7; R) �Ep(56; R). Teper~ my poka�em, qto dl� proizvol~nogo korn� � 2 E7kornevo� �lement x�(�) �vl�ets� proizvedeniem rovno xestisimplektiqeskih transvekci�. My mo�em, kak i vyxe, razbit~vse pary vesov (�; �), dl� kotoryh � � � = �, na 6 par, v ka-�du� iz kotoryh vhod�t vesa (�; �) i (��;��). No my u�e znaem,qto x�(�) le�it v simplektiqesko� gruppe, po�tomu �tot �lementdol�en udovletvor�t~ nekotorym prostym uravneni�m. Neslo�-nymi vyqisleni�mi legko poluqit~, qto znaki de�stvi� v �tihparah soglasovany nu�nym obrazom, to est~ takovy �e, kak vsimplektiqesko� transvekcii T��(�1).x 11. Dokazatel~stvo teoremy 5Itak, my naqnem dokazatel~stvo, stara�s~ vesti ego paral-lel~no dokazatel~stvu teoremy 1.Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto leva� qast~ soder�its� v pra-vo�. Dl� dokazatel~stva obratnogo vkl�qeni� vspomnim, qtopri n � 3 gruppa Ep(n;R;A) poro�daets� vsemi transvekci�-mi vida Z��(�; �) = T��(�)T��(�) dl� � 2 A; � 2 R, �; � 2 �, � 6= �(sm. [21]). Takim obrazom, dostatoqno ubedit~s�, qto Z��(�; �)soder�its� v H = Ep(n;A)E(�;R). Dokazatel~stvo �togo soder-�its� v lemmah 13, 14 i 15; v lemme 12+ i my razbiraem sluqa�d(�; �) = i, i = 1, 2, 3. Oqevidno, qto v naxem predstavlenii 3 {�to maksimal~noe rassto�nie me�du vesami, i teorema dokazana,kak tol~ko proverena spravedlivost~ sledu�wih lemm.



236 A. �. LUZGAREVLemma 13. Pust~ d(�; �) = 1. Togda T��(�)T��(�) 2 H dl� l�byh �,� 2 �. V qastnosti, Z��(�; �) 2 H.Dokazatel~stvo. Snaqala rassmotrim sluqa� � = �, � = � ioboznaqim � = �� �: Z��(�; �) = T��(�)T��(�):Teper~ vspomnim, qto v teoreme 1 my dostigali uspeha, rassma-triva� vyra�enie x�(�)t��(�). Dava�te posmotrim, na qto mo�norassqityvat~ teper~. Iz obsu�deni� v paragrafe 10 my znaem,qto kornevo� �lement x�(�) raskladyvaets� v proizvedenie xe-sti simplektiqeskih transvekci�:x�(�) = 6Yi=1T�i�i (��):No pri sopr��enii s pomow~� x� igraet rol~ rovno odna trans-vekci�: x�(�)T��(�) = T��(��)T��(�):�to proishodit po to� �e priqine, qto i v dokazatel~stve teo-remy 1: predstavlenie mikrovesovoe, i iz vseh T�i;�i , vhod�wih vrazlo�enie x�(�), ime�t znaqenie lix~ te, kotorye \vzaimode�-stvu�t" s vesami �� i ��, to est~ rovno te, kotorye obrazu�tsimplektiqesku� transvekci� T��(��): ostal~nye kommutiru-�t s T��(�) v silu kommutacionno� formuly Xevalle. Neobho-dimy� rezul~tat poluqen: pri neobhodimosti men�� znak u � vx�(��), dobivaems�, qtoby �to vyra�enie v toqnosti sovpadalos Z��(�; �).Teper~ pere�dem k obwemu sluqa�: � 6= � ili � 6= �. Zdes~ pri-dets� rassmatrivat~ bol~xe sluqaev, ne�eli pri dokazatel~-stve teoremy 1. Pust~ dl� naqala � = �, no � 6= �. Netrudnoproverit~, qtoT��(�)T�;��(�) = T�;��(��) � T�;��("i"j�2�) � T�;��(�) 2 H; iT��(�)T��(�) = T��(��) � T��(�) 2 H; esli � 6= ��.Analogiqno rassmatrivaets� sluqa� � = � i � 6= �. Neobhodimotak�e rassmotret~ sluqai � = �� i � = ��. Pust~, naprimer,vypoln�ets� � = ��, togda esli � = �, prihodim k rassmotren-nomu vyxe sluqa�. Esli �e � 6= ��, to T��(�) { transvekci�,



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 237sootvetstvu�wa� korotkomu korn�, sledovatel~no, ee mo�no pe-repisat~ v vide T��;��(�"�"��) = T�;��(�"�"��), i tako� sluqa�my u�e rassmotreli. Pon�tno, qto v sluqae � = � vse absol�t-no analogiqno. Vo vseh �e ostal~nyh sluqa�h simplektiqeskietransvekcii T��(�) i T��(�) kommutiru�t.Sledstvie. Pust~ d(�; �) = 1. Togda Ep(56; A)T��(�) � H.Lemma 14. Pust~ d(�; �) = 2. Togda Z��(�; �) 2 H.Dokazatel~stvo. Posmotrim povnimatel~nee na to, qto proizo-xlo v hode dokazatel~stva analogiqno� lemmy 2. My budem svo-bodno pol~zovat~s� vsemi oboznaqeni�mi, vvedennymi dl� �togodokazatel~stva. Neslo�nymi vykladkami my svodim zadaqu kdokazatel~stvu togo, qto nekotory� �lement g le�it v H. Pri�tom my vvodim \vspomogatel~ny�" �lement h 2 H tako�, qto g =t��(1)h i faktiqeski dokazyvaem, qto t��(���)t��(���2) �x�(1)h = g.Dl� togo, qtoby �to dokazat~, my zametili, qto vse samoe in-teresnoe proishodit v podprostranstve, poro�dennom vektoramiv�, v� , v�, v�, posle qego rabotali s matricami por�dka 4. Na sa-mom dele �ti pr�mye vyqisleni� s matricami mo�no formal~nozapisat~ kak nekotorye preobrazovani� proizvedeni� transvek-ci�. De�stvitel~no, nemnogo povozivxis~, my smo�em poluqit~trebuemoe ravenstvo, pol~zu�s~ lix~ �lementarnymi sootnoxe-ni�mi me�du transvekci�mi i kommutacionno� formulo� Xe-valle, to est~ faktiqeski provod� vyqisleni� v gruppe Ste�n-berga. V raspisannom vide �to ravenstvo vygl�dit tak:t��(���)t��(���2) � t��(1)t��(1)h = t��(1)h;gde h = t��(��)t��(���)t�� (��)t��(�) (my prosto raskryli vyra-�enie dl� g i napisali vmesto �lementa x�(1) ego ograniqeniena naxe qetyrehmernoe podprostranstvo).Se�qas my za�mems� tem, qto vvedem v de�stvie simplektiqe-skie transvekcii vmesto �lementarnyh. Kl�qevoe nabl�deniesostoit v tom, qto faktiqeski v naxem dokazatel~stve niqegone men�ets� { ved~ kommutacionna� formula Xevalle ostaet-s� spravedlivo�, poka v naxih vyqisleni�h uqastvu�t tol~kotransvekcii, sootvetstvu�wie korotkim korn�m. Itak, polno-st~� perepisav dokazatel~stvo vyxeprivedennogo ravenstva szameno� �lementarnyh transvekci� na simplektiqeskie, polu-



238 A. �. LUZGAREVqaem rezul~tat:T��(���)T��(���2) � T��(1)T��(1)h = T��(1)h;gde h = T��(��)T�� (���)T��(��)T��(�):Teper~ vspomnim, qto proizvedenie t��(1)t��(1) po�vl�los~ izrazlo�eni� kornevogo �lementa x�(1) v proizvedenie �lementar-nyh transvekci�. Soverxenno analogiqno proizvedenieT��(1)T��(1) { �to ograniqenie de�stvi� x�(1) na vos~mimernoepodprostranstvo, poro�dennoe vektorami v�, v� , v�, v�, v��, v��,v�� , v��, potomu qto �tot kornevo� �lement �vl�ets� proizvede-niem xesti simplektiqeskih transvekci�, rovno dve iz kotoryhde�stvu�t v vybrannom podprostranstve.Vse �ti de�stvi� zakonny, poskol~ku poparnye rassto�ni� me-�du vesami �, �, � i � ne prevoshod�t 2; po�tomu vse poluqa�-wies� v processe vyqisleni� simplektiqeskie transvekcii de�-stvitel~no budut sootvetstvovat~ korotkim korn�m.Tak �e, kak i v dokazatel~stve lemmy 2, my do sih por ras-smatrivali tol~ko odin sluqa� raspredeleni� znakov de�stvi�x�(1). Zdes~ snova vozmo�ny rovno qetyre takih sluqa�, to est~ograniqenie x�(1) na ukazannoe podprostranstvo v de�stvitel~-nosti imeet vid T��(�1)T��(�1). Kak i pre�de, ih qislo sokra-waets� do dvuh putem rassmotreni� x�(�1) vmesto x�(1), i ostav-xi�s� sluqa� soverxenno analogiqen rassmotrennomu s toq-nost~� do zameny znaka v argumentah dopisannyh transvekci�T��(���)T��(���2). Dokazatel~stvo lemmy zaverxeno.Lemma 15. Pust~ d(�; �) = 3. Togda Z��(�; �) 2 H.Dokazatel~stvo. My snova ispol~zuem vse oboznaqeni� iz ana-logiqno� lemmy 3. Kak i pri dokazatel~stve predyduwe� lem-my, zamen�em �lementarnye transvekcii na simplektiqeskie.Vyqisleni� uslo�n��ts�, poskol~ku teper~ v igru vstupa�tsimplektiqeskie transvekcii, sootvetstvu�wie dlinnym kor-n�m. Poskol~ku d(�; �) = 3, my budem, v sootvetstvii s prin�-tymi soglaxeni�mi, vmesto � pisat~ ��. Nam, kak i v dokaza-tel~stve lemmy 3, ponadob�ts� vspomogatel~nye vesa � = ��+�i �� = �� �, gde � { nekotory� koren~.Itak, my budem dokazyvat~, qto Z�;��(�; �) = T��;�(�)T�;��(�) 2H, gde � 2 R, � 2 A. Dl� naqala zametim, qto obratimost~



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 239dvo�ki pozvol�et nam zamenit~ � na 2� i napisat~ posle �togo[T��(�); T�;��(1)] vmesto T�;��(2�). Takim obrazom,Z�;��(�; �) = T��;�(�)[T��(�); T�;��(1)]= [[T��;�(�); T��(�)]T��(�); [T��;�(�); T�;��(1)]T�;��(1)]= [T��;�(��)T��;�(�"i"j�2�)T��(�); T�;�(��)T�;�� ("i"j�)T�;��(1)]:Dostatoqno proverit~, qtog = T�;�(��)T�;��("i"j�)T�;��(1)T��;�(���)T��;�("i"j�2�)T��(��) 2 H:Oboznaqim f = T�;�(��)T�;��("i"j�), togdag = fT�;��(1)T��;�(���)T��;�("i"j�2�)T��(��)T�;��(�1)f�1= fT�;��(1)T��;�(���)T��;�("i"j�2�)T�;��(�1)T�;��(2�)T��(��)f�1= fT�;��(1)T��;�(���)T��(�2�)T�;��(�2� + 2�)�T�;��(�1)T��;�("i"j�2�)T��(��)f�1= fT�;��(1)T��;�(���)T�;��(�2�2�)T�;��(�1)�T��(�2�)T�;��(�2� + 2�)T��;�("i"j�2�)T��(��)f�1= fZ��;�(�2�; 1)T��(�2�)T�;��(��2� + 2�)�T��;�("i"j�2�)T��(��)f�1 = fh;gdeh = Z��;�(�2�; 1)T��(�2�)T�;��(��2� + 2�)T��;�("i"j�2�)T��(��):Zametim, qto h 2 H (rassto�nie me�du �� i � ravno 1, po�tomuZ��;�(�2�; 1) 2 H). Krome togo, f = T��(��)[T��("i"j�); T�;��(1)].Dalee, mo�no raspisat~ T��(: : : ): poskol~ku d(�; �) = 2, mo�-no na�ti ves � tako�, qto d(�; � ) = d(�; �) = 1. Togda T��(x) =[T�� (x); T��(1)]. Tak my dobilis~ togo, qto v razlo�enie f vho-d�t tol~ko takie simplektiqeskie transvekcii T��(: : : ), dl� ko-toryh �� � �vl�ets� kornem. Teper~ my snova primenim tr�k sograniqeniem vyqisleni� na qetyrehmernoe prostranstvo. Myutver�daem, qto sopr��eni� pri pomowi takih simplektiqeskihtransvekci�, kotorye vhod�t v f , �to to �e samoe, qto sopr�-�eni� pri pomowi kornevyh �lementov, v razlo�eni� kotoryhvhod�t sootvetstvu�wi� transvekcii. To est~ esli v f my zame-nim ka�du� transvekci� T��(x) na kornevo� �lement x���(�x),



240 A. �. LUZGAREVto rezul~tat sopr��eni� h pri pomowi f ne izmenits�. Znak vtakom kornevom �lemente sleduet vybirat~ tak, qtoby v raz-lo�enie ego na simplektiqeskie transvekcii vhodil mno�itel~T��(x), a ne T��(�x). Dl� naqala posmotrim, qto proizo�det sT��(x). My zamenili �tu transvekci� na [T�� (x); T��(1)], a potomna [x���(�x); x���(�1)]. Teper~ myslenno raspixem ka�dy� iz�tih kornevyh �lementov v proizvedenie xesti simplektiqeskihtransvekci� i posmotrim, qto proishodit v podprostranstve,nat�nutom na vesovye vektora v� , v� , v�, v�, v�� , v�� , v��, v��(zdes~ � = �+ (� � � )). Soverxenno pon�tno, qto budut \vli�t~"drug na druga tol~ko te simplektiqeskie transvekcii, de�stviekotoryh zakl�qeno v �tom podprostranstve, a ostal~nye budutkommutirovat~ s nimi i me�du sobo�. Rassu�deni� zdes~ toqnotakie �e, kak i v dokazatel~stve teoremy 1, gde my posto�nnoprimen�li podobny� tr�k. Znaqit, T��(x) est~ kommutator dvuhkornevyh �lementov, to est~ le�it v E(E7; R).K so�aleni�, v f ostalas~ transvekci� T�;��(1), kotora� nele�it v E(E7; R). No itog naxih vyqisleni� vkl�qaet sopr��e-nie pri pomowi f , po�tomu zdes~ snova mo�no primenit~ naxtr�k. Teper~ nu�no ograniqit~s� rassmotreniem qetyrehmer-nogo podrostranstva W , nat�nutogo na v�, v� , v�� i v�� . Rassu-�deni�, analogiqnye provedennym, pokazyva�t, qto sopr��eniepri pomowi T�;��(: : : ) { �to to �e samoe, qto i sopr��enie pripomowi x��(��)(: : : ), esli to, qto my sopr�gaem, de�stvuet is-kl�qitel~no vnutri podprostranstva W (a tak ono i est~, po-skol~ku pro vse ostal~nye mno�iteli, vhod�wie v vyra�eniedl� g, my �to pokazali).Itak, my poluqili, qto sopr��enie h pri pomowi f mo�nopredstavit~ kak posledovatel~noe sopr��enie pri pomowi �le-mentov E(E7; R). Pon�tno, qto takoe sopr��enie ne vyvodit zapredely H, to est~ g = fh 2 H, qto i trebovalos~ dokazat~.x12. Dokazatel~stvo teoremy 6OboznaqimE = EE07(56; R;A;B) = E(E7; R)E(56; R;A) Ep(56; R;B):Iz teoremy 4 vidno, qto ostalos~ dokazat~ lix~ vkl�qenieEp(56; R;B) � [E;E], to est~, qto obrazu�wie gruppy Ep(56; R;B)le�at v [E;E]. Voz~mem x = Z��(�; �) = T��(�)T��(�), gde � 2 B,



O NADGRUPPAH E(E6; R) I E(E7; R) 241� 2 R. Iz teoremy 1 sleduet, qto x 2 Ep(56; A)E(E7 ;R), to est~ xmo�no predstavit~ v vide proizvedeni�x =Yi xiyix�1i ; gde xi 2 E(E7; R); yi 2 E(56; B) � E(56; R;B):Togda x = Qi[xi; yi]yi, i dl� l�bogo i kommutator [xi; yi] le�it v[E;E]. Ostaets� dokazat~, qto E(56; B) � [E;E].Voz~mem transvekci� T��(�) 2 E(56; B), sootvetstvu�wu� ko-rotkomu korn� (to est~ � 6= ��), i popytaems� na�ti tako� ko-ren~ � 2 E7, qtoby mo�no bylo primenit~ kommutacionnu� for-mulu Xevalle T��(�) = [T�;���(1); T���;�(�)];a potom popytat~s� zamenit~ T�;���(1) na x�(�1), qtoby poluqit~T��(�) = [x�(�1); T���;�(�)] 2 [E(E7; R);E(56; B)] � [E;E]:Dl� togo, qtoby primenit~ kommutacionnu� formulu Xevallev takom vide, neobhodimo �� 6= � � � (�to avtomatiqeski tak,poskol~ku me�du protivopolo�nymi vesami vsegda rassto�nie3, a � { koren~), � 6= �� (�togo my potrebovali s samogo naqala),� � � 6= ��.Dl� togo, qtoby stal vozmo�nym vtoro� xag, zamena T�;���(1)na x�(1), neobhodimo lix~, qtoby ostal~nye transvekcii, polu-qa�wies� v razlo�enii x�(�1), ne povli�li na kommutirovanies T���;�(�), to est~ qtoby � � � ne �vl�los~ vesom.Mo�no sqitat~, qto � = ! { starxi� ves, a potom perenestipostroenie na l�bu� drugu� situaci� de�stviem gruppy Ve�-l�. Predpolo�im, qto � 6= � � �7; togda voz~mem v kaqestve �tako� otricatel~ny� prosto� koren~, qtoby � � � �vl�los~ ve-som (pon�tno, qto tako� suwestvuet, poskol~ku � { ne starxi�ves). Togda oqevidno, qto ��� 6= �� i ��� vesom ne �vl�ets�, toest~ vse uslovi� vypolneny. Esli �e � = ���7, voz~mem � = �6,i neobhodimye uslovi� snova trivial~no prover��ts�.Teper~ rassmotrim transvekci� T�;��(�), sootvetstvu�wu�dlinnomu korn� (� 2 B). Voz~mem proizvol~ny� ves � ta-ko�, qto � � (��) = � �vl�ets� kornem. Togda T�;��(�) =[T��(�); T�;��(2�1)] = [T��(�); x�(�2�1)] 2 [E(56; B);E(E7; R)] �[E;E], qto netrudno proverit~ analogiqnymi rassu�deni�mi.Teorema dokazana.
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