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OCENKI QISLA RACIONAL�NYH TOQEK

NA VYPUKLYH KRIVYH I POVERHNOST�H

Vvedenie

Oboznaqim qerez Ln mno�estvo uzlov rexetki
�
�
n
Z
�d
� Polo�

�im Ln � �nm��Lm� Dl� proizvol�nogo mno�estva A � Rd qerez
kn�A� oboznaqim koliqestvo �lementov mno�estva A�Ln� a qerez
Kn�A� 	 koliqestvo �lementov mno�estva A � Ln�

Dl� dvuh veliqin u� v budem pisat� u �d v� esli u � Cd � v dl�
nekotoro
 konstanty Cd � �� zavis�we
 tol�ko ot razmernosti
d�

V rabotah Verxika ��
 i Barani ��
 obnaru�ena sv�z� asim�
ptotiki celoqislennyh mnogogrannikov i pon�ti� affinno

plowadi poverhnosti �na ploskosti 	 affinno
 dliny krivo
��
Razviva� �tu sv�z�� my dadim �okonqatel�ny
 naqina� s raz�
mernosti �� otvet na vopros� zadanny
 avtoru S� V� Kon�gi�
nym� o povedenii kn��� i Kn��� ne pri skol� ugodno bol�xih zna�
qeni�h n� a pri vseh dostatoqno bol�xih n� Okazyvaets�� qto
lim inf kn���� logn �� pri d � � i lim inf kn����nd�� �� pri d � ��

� gluboko priznatelen A� M� Verxiku za vvedenie v �tot krug
voprosov i mnogoqislennye poleznye obsu�deni�� � tak�e pri�
znatelen S� V� Kon�ginu za postanovku voprosa o povedenii kn���
�v ni�nem predele� i drugie poleznye obsu�deni� i �� L�tva�
ku za cennye konsul�tacii po affinno
 geometrii� Krome togo�
� blagodaren N� V� Cileviq za twatel�noe redaktirovanie ru�
kopisi�

�� Predvaritel�nye svedeni��

affinna� plowad� poverhnosti

Esli K � Rd 	 vypukly
 kompakt s dostatoqno gladko
 grani�
ce
� to ego affinna� plowad� poverhnosti as�K� opredel�ets�

���
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kak

as�K� �

Z

�K

����d���d��

gde � 	 gaussova krivizna� a � 	 mera Lebega ��d����merna� mera
Hausdorfa� na 	K�

Nazvanie obuslovleno tem� qto affinna� plowad� poverhno�
sti ne men�ets� pri affinnyh preobrazovani�h prostranstva Rd

s opredelitelem � �a pri gomotetii s ko�fficientom 
 umno�a�
ets� na 
d�d�����d�����

Nam ponadobits� sledu�wee prostoe neravenstvo�

as�K� �d V �K�
d��
d�� �����

Dokazatel�stvo osnovano na affinno
 invariantnosti as� Ne
umal�� obwnosti� V �K� � � �obe qasti ime�t odinakovu� ste�
pen� odnorodnosti�� Kak izvestno� l�boe telo ob�ema � mo�no
zakl�qit� v simpleks ob�ema ne bol�xe qem Cd �konstanta Cd
zavisit tol�ko ot d�� Perevod� �tot simpleks v pravil�ny
 af�
finnym preobrazovaniem s opredelitelem �� my poluqim kom�
pakt s plowad�� poverhnosti ne bolee Cd i to
 �e affinno

plowad�� poverhnosti� Teper� primenim oqevidnoe neravenstvo

�
�

d�� � �	 � i poluqim� qto
Z

�K

�
�

d�� �

Z

�K

�	

Z

�K

� �d �

�pervy
 integral ne zavisit ot K po teoreme Gaussa	Bonne� vto�
ro
 est� plowad� poverhnosti K� kotoru� my u�e ocenili�� Ne�
ravenstvo dokazano�

Zametim� qto esli poverhnost� K gladka� lix� v neskol��
kih mestah� to analogiqnoe neravenstvo verno dl� integrala ot
����d���� vz�togo �po �tim mestam��

Imeets� mnogo �aposteriori sovpada�wih� obobweni
 �togo
pon�ti� na proizvol�nye vypuklye kompakty� Sm�� naprimer�
rabotu Verner ��
 i privedennu� tam bibliografi��

Vvedem neskol�ko pon�ti
� Esli K 	 vypukly
 kompakt v Rd�
budem nazyvat� K�xapko
 pereseqenie K i nekotorogo �affin�
nogo� poluprostranstva v Rd� Dnom bottom�H� xapki H budem na�
zyvat� pereseqenie K s granice
 opredel��we
 H giperplosko�
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sti� Esli dva poluprostranstva otliqa�ts� parallel�nym pe�
renosom� sootvetstvu�wie xapki budem nazyvat� poho�imi� Od�
na iz dvuh poho�ih xapok soder�its� v drugo
� sootvetstvenno
budem nazyvat� ih men�xe
 i bol�xe
 poho�imi xapkami�

Nam ponadobits� sledu�wee opredelenie affinno
 plowadi
poverhnosti proizvol�nogo vypuklogo tela ��
�

Dl� t � � opredelim plava�wee telo Kt kak mno�estvo toqek
x � K� ne prinadle�awih ni odno
 xapoqke ob�ema men�xego
qem t� �to est� vypukly
 kompakt� nepusto
 pri dostatoqno ma�
lyh t� Predel

lim
t��

V �K� � V �Kt�

t
�

d��

budem nazyvat� affinno
 plowad�� poverhnosti as�K� vypu�
klogo tela K� Okazyvaets�� qto �tot predel suwestvuet dl� vseh
vypuklyh tel� Dl� gladkih tel on sovpadaet �s toqnost�� do
mno�itel�� zavis�wego tol�ko ot razmernosti� s affinno
 plo�
wad�� poverhnosti �sm� ��
��

Nam ponadobits� tak�e sledu�wa� lemma o pokrytii xapoq�
kami ���� lemma �
��

Lemma ���� Dl� dostatoqno malogo polo�itel�nogo � � ���d� su�
westvuet takoe pokrytie granicy 	K vypuklogo kompakta K �
R
d xapoqkami H�� H�� � � � �Hn� qto
�i� ob�em V �Hi� ka�do� xapoqki ne bol�xe �	
�ii� na�duts� takie poparno nepereseka
wies� podmno�estva

Ci � Hi� qto V �Ci� �d ��

Pust� snaqala as�K� � �� Vyberem � � ���d� takim� qto V �K��
V �K�� � �as�K��

�
d�� � Zatem vyberem pokrytie� udovletvor��wee

uslovi�m lemmy� Togda iz uslovi� �ii� imeem

n� �d V �K� � V �Kt� �d as�K��
�

d�� �

Znaqit� X
V �Hi�

d��
d�� �d n�

d��
d�� �d as�K��

Analogiqno� esli as�K� � �� to mo�no na
ti xapoqki Hi� po�
kryva�wie granicu K� takie� qtoX

V �Hi�
d��
d�� � o����

My dokazali sledu�wee predlo�enie�
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Predlo�enie ���� Poverhnost� vypuklogo tela K mo�no po�
kryt� koneqnym qislom xapoqek Hi tak� qto

X
V �Hi�

d��
d�� �d as

��K��

gde as��K� � as�K�� esli as�K� � �� i as��K� � l
boe polo�itel��
noe qislo� esli as�K� � ��

Zameqanie� Kak ukazal avtoru �� L�tvak� mno�estvo strogo
vypuklyh tel s polo�itel�no
 affinno
 plowad�� poverhnosti
imeet pervu� kategori� B�ra �v smysle metriki Hausdorfa�
��
�

�� Ocenka ob�ema vypuklo	 oboloqki

�sil�no nepereseka
wihs�� mno�estv

Sil�no nepereseka�wimis� nazovem neskol�ko vypuklyh mno�
�estv v Rd� ni odno iz kotoryh ne peresekaets� s vypuklo
 obo�
loqko
 ostal�nyh� Zdes� my doka�em kl�qevoe dl� posledu�we�
go neravenstvo� sv�zyva�wee ob�emy sil�no nepereseka�wihs�
vypuklyh mno�estv i ob�em ih vypuklo
 oboloqki

Nam potrebuets� sledu�wee tehniqeskoe utver�denie�

Lemma ���� Esli H � nekotora� xapka� to na�dets� men�xa�
poho�a� xapka H� i vypukla� poverhnost� � � H�� taka�� qto
� � bottom�H�� est� zamknuta� vypukla� poverhnost� i as��� �d

V �H�
d��
d�� � Zdes� pod as ponimaets� integral ot ����d���� vz�ty�

po kakomu�to gladkomu kusku poverhnosti �� V de�stvitel�nosti
as��� budet razve qto bol�xe�

Dokazatel�stvo� Pust� dno xapki H le�it v giperploskosti
R
d�� � fx � �x�� x�� � � � � xd� 
 xd � �g� H � R

d
� � fx �

�x�� x�� � � � � xd� 
 xd � �g� Pust� h 	 vysota xapki H �naibol�xa�
xd�koordinata toqek xapki H�� pust� ona dostigaets� v toqke
A� i pust� S 	 naibol�xi
 �d����merny
 ob�em gorizontal�nyh
�parallel�nyh dnu� seqeni
 H� Togda V �H� � S �h� Zametim� qto
na
dets� seqenie T xapki H ob�emom �d S na vysote ne bol�xe

h��� �to sleduet iz vypuklosti vverh korn� �d � ���o
 stepeni
iz ob�ema seqeni� kak funkcii vysoty �poslednee ravnosil��
no neravenstvu Brunna	Minkovskogo�� Zamenim H na poho�u�
xapku� dno kotoro
 est� T � Ob�em �to
 novo
 xapki� oqevidno�
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ne men�xe qem Cd � V �H�� Oboznaqim za H �tu novu� xapku i
budem dokazyvat� lemmu dl� nee�

Vpixem v T simpleks X naibol�xego ob�ema� Ne umal�� obw�
nosti� mo�no sqitat�� qto centroid �togo simpleksa est� naqalo
koordinat� i togda T soder�its� v simplekse X� 
� ��d� ��X�

X � T � X� 
� ��d� ��X�

Rassmotrim d�merny
 simpleks Y � conv�X�A� i bol�xi
 sim�
pleks Y � � conv�X�� A�� Poskol�ku uslovie lemmy invariantno
otnositel�no de
stvi� affinnyh preobrazovani
� mo�no sqi�
tat� simpleks Y � pravil�nym s rassto�niem me�du verxinami
� �ili drugim fiksirovannym simpleksom�� Ob�em xapki H bu�
det por�dka konstanty� Rassmotrim vypuklu� poverhnost� ��
vnutri Y �� obrazu�wu� vmeste s X� zamknutu� vypuklu� po�
verhnost�� Vyberem �� tak� qtoby gaussova krivizna v teh ee
toqkah� kotorye le�at vnutri Y � suwestvovala i byla polo�i�
tel�no
� Rassmotrim vypukly
 kompakt K�� �vl��wi
s� vypu�
klo
 oboloqko
 �� � Y i T � V kaqestve � voz�mem 	K� n T � Po
postroeni� poverhnost� � soder�it nekotory
 gladki
 kusok
�� s polo�itel�no
 gaussovo
 krivizno
� po�tomu ona udovle�
tvor�et trebuemo
 ocenke na affinnu� plowad��

Pust� Hi� i � �� � � � � n� 	 nepereseka�wies� K�xapki� Vi �
V �Hi��

Doka�em sledu�wee neravenstvo�

X
V

d��
d��

i �d V
d��
d�� � �����

Dokazatel�stvo� Vpixem v ka�du� xapku Hi poverhnost� �i
tak� qtoby vypoln�lis� uslovi� lemmy� Togda leva� qast� bu�
det ne bol�xe affinno
 plowadi poverhnosti vypuklo
 obo�

loqki conv�i�i� kotora� v svo� oqered� ne bol�xe qem Cd �V
d��
d��

soglasno neravenstvu ������

Osnovnym utver�deniem �togo paragrafa �vl�ets� sledu��
wa� lemma�

Lemma ���� Pust� K � Rd � vypukly� kompakt� vypuklye kom�
pakty Fi � K� i � �� � � � � n� takovy� qto ni odin kompakt Fi
ne peresekaets� s vypuklo� oboloqko� ostal�nyh� Oboznaqim Vi �
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V �Fi�� V � V �K�� Togda

nX
i��

V
d��
d��

i �d V
d��
d�� �

Dokazatel�stvo� Ne umal�� obwnosti� mo�no sqitat�� qto K �
conv�Fi� Dl� ka�dogo mno�estva Fi rassmotrim giperploskost��
otdel��wu� ego ot vseh ostal�nyh mno�estv� �ta giperplos�
kost� otdel�et nekotoru� K�xapku Hi� soder�awu� Fi� Pust�
Ai 	 sama� vysoka� �v smysle rassto�ni� do ploskosti dna� toq�
ka xapki Hi� �sno� qto Ai � Fi� Oboznaqim qerez H�

i poho�u�
na Hi men�xu� xapku� dno kotoro
 vtroe bli�e k toqke Ai� qem
dno xapki Hi� Poskol�ku H�

i soder�it gomotetiqny
 s ko�ffi�
cientom ��� obraz mno�estva Fi� imeem ocenku V �H�

i� �d V �Fi��
Doka�em� qto xapki H�

i ne pereseka�ts�� Predpolo�im protiv�
noe 	 nekotora� toqka x smogla popast� v xapki H�

� i H�
�� Pro�

vedem v toqke A� giperploskost�� parallel�nu� dnu xapki H��
i oboznaqim za f��� funkci� rassto�ni
 do �to
 giperplosko�
sti� Pust� f�x� � �� togda vne xapki H� imeem f � �� Toqka x
le�it v vypuklo
 oboloqke mno�estv Fi� Znaqit� na
duts� neo�
tricatel�nye qisla 
i s summo
 � i toqki xi � Fi� takie� qto
x �

P

ixi� Primen�� k �tomu ravenstvu funkci� f � poluqaem

� � f�x� � 
�f�x�� 	
X
i��

f�xi� � ��
� 	 
� 	 � � � ��

otkuda 
� � ���� Analogiqno� 
� � ���� i my poluqaem protivo�
reqie� Ostalos� primenit� neravenstvo ����� k xapkam H�

i�

�� Ocenki koliqestva racional�nyh toqek na poverhnosti

Teorema 	��� Pust� K � vypukly� mnogogrannik s N verxinami
v Rd� Togda

V �K� �d N
d��
d�� �minVi�

gde Vi � ob�emy vsevozmo�nyh simpleksov s verxinami v verxinah
mnogogrannika K�

Dokazatel�stvo� Dl� ka�do
 verxiny Ai rassmotrim mnogo�
grannik Ki� �vl��wi
s� vypuklo
 oboloqko
 ostal�nyh verxin�
Pust� Xi 	 gran� mnogogrannika Ki� taka�� qto Ai i Ki le�at po
raznye storony ot Xi� Oboznaqim qerez Yi vypuklu� oboloqku
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conv�Ai�Ki�� Rassmotrim dl� ka�dogo i mnogogrannik Y �
i � gomo�

tetiqny
 Yi s centrom Ai i ko�fficientom ���� Zametim� qto
ka�da� toqka mnogogrannika Yi predstavima kak line
na� kom�
binaci� toqek Ai� priqem ko�fficient pri Ai ne men�xe qem ����
Doka�em� qto Y �

i ne peresekaets� s vypuklo
 oboloqko
 ostal��
nyh Y �

j � Pust� i � �� V vypuklo
 oboloqke mno�estv Y�� Y�� � � �
ka�da� toqka x predstavima kak vypukla� kombinaci� verxin Ai

mnogogrannika K� priqem ko�fficient pri verxine A� ne bol��
xe qem ��� ��to verno dl� ka�dogo iz mno�estvX�� X�� � � � po ot�
del�nosti� a stalo byt�� i dl� ih vypuklo
 oboloqki�� Znaqit�
rassto�nie ot x do ploskosti X� ne bol�xe treti rassto�ni�
do �to
 ploskosti ot toqki A� �rassto�nie sqitaem so znakom
tak� qtoby v toqke A� ono bylo polo�itel�nym� a v ostal�nyh
verxinah nepolo�itel�nym�� A v mnogogrannike Y� rassto�nie
do �to
 ploskosti ne men�xe dvuh trete
 rassto�ni� do nee ot
toqki A�� Ostalos� primenit� lemmu ����

Sledstvie � ��ndr�s ��
�� Pust� K � vypukly� mnogogrannik s
N celymi verxinami v Rd� Togda

V �K� �d N
d��
d�� �

Dokazatel�stvo srazu sleduet iz teoremy i togo fakta� qto
ob�em d�mernogo simpleksa kraten ��d��

Sledstvie �� Pust� K � vypukly� mnogogrannik v Rd s N ver�
xinami� koordinaty kotoryh racional�ny i ne prevoshod�t m�
Togda

V �K� �d N
d��
d�� �m��d����

Dokazatel�stvo� Dl� nekotorogo d�mernogo simpleksa X ras�
smotrim d 	 � vektorov vida �x�� x�� � � � � xd� ��� sopostavlennyh
verxinam �x�� x�� � � � � xd� simpleksa� Opredelitel�� sostavlen�
ny
 iz �tih vektorov� raven 	V �X��d�� Esli vse verxiny racio�
nal�ny� to �tot opredelitel� est� celoe qislo� delennoe na pro�
izvedenie znamenatele
� Esli vse znamenateli ne bol�xe m� to
opredelitel� ne men�xe qem m��d���� Ostalos� vospol�zovat�s�
teoremo
 ����

Zameqanie� Po suwestvu� teorema ��� byla dokazana v ��
� hot�
tam ona ne byla �vno sformulirovana i ispol�zovalas� lix� v
sluqae sledstvi� ��
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Teorema 	��� Pust� V est� ob�em vypuklo� oboloqki poverhno�
sti �� Pri d � � dl� dostatoqno bol�xih n � N ��� vypoln�ets�
ocenka

Kn��� �d n
d�� � V d��

d�� � �����

pri d � � na�dets� skol� ugodno bol�xoe n� takoe� qto

kn��� �d n
d�� � V d��

d�� � �����

Pri d � � dl� ograniqenno� strogo vypuklo� krivo� �� plowad� vy�
puklo� oboloqki kotoro� ravna S� na�duts� skol� ugodno bol�xie
n� dl� kotoryh

kn��� �� logn � S���� �����

Dokazatel�stvo� Pervoe utver�denie srazu sleduet iz sled�
stvi� � teoremy ��� �esli sootvetstvu�wie racional�nye toq�
ki ne obrazu�t mnogogrannika� to de
stvuem indukcie
 po raz�
mernosti�� Vtoroe utver�denie sleduet iz pervogo i formuly
vkl�qeni
 i iskl�qeni
�

nX
m��

km��� � Kn���	K
n� �
���	K
n� �

���	 � � �	K���� �d Ud�n� �V
d��
d�� �

�����
gde U��n� � n logn� Ud�n� � nd�� pri d � ��

De
stvitel�no� oboznaqa� qerez k�n��� koliqestvo toqek mno�
�estva �� � Ln� n Ln��� neslo�no videt�� qto obe �perva� i
vtora�� qasti formuly ����� ravny sledu�wemu vyra�eni��
nP
s��

k�s���
�
n
s

�
�

Ostalos� zametit�� qto pri d � � r�d
P

k��d��� shodits�� a
pri d � � ego qastiqnye summy rastut logarifmiqeski�

Iz neravenstva ����� imeem

n

�
� min
n���m�n

km��� �d Ud�n��

otkuda sledu�t ocenki ������ ������

S pomow�� lemmy ��� mo�no usilit� teoremu ����
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Teorema 	�	� Pust� as est� affinna� plowad� poverhnosti vypu�
klo� oboloqki ograniqenno� strogo vypuklo� poverhnosti � � Rd�
V sluqae d � � oboznaqim za al affinnu
 dlinu danno� ograniqen�
no� strogo vypuklo� krivo� �� Pri d � � dl� dostatoqno bol�xih
n � N ��� vypoln�ets� ocenka

Kn��� �d n
d�� � as��

dl� d � � pri dostatoqno bol�xih n vypoln�ets� ocenka

kn��� �d n
d�� � as��

Pri d � � pri dostatoqno bol�xih n dl� ograniqenno� strogo vy�
puklo� krivo� �� plowad� vypuklo� oboloqki kotoro� ravna S� ime�
em

kn��� �� logn � al��
Zdes� as� oboznaqaet as� esli as � �� i l
boe polo�itel�noe qislo�
esli as � �� i analogiqnoe soglaxenie imeet mesto dl� al�

Dokazatel�stvo� Vyberem pokrytie poverhnosti vypuklogo te�
la conv��� xapoqkami� udovletvor��wee uslovi�m predlo�eni�
���� i primenim k ka�do
 xapoqke teoremu ����

Analogiqno dokazyvaets�� qto pri l
bom dostatoqno bol�xom
znaqenii n vypoln�ets� ocenka

kn��� �d as
� � n d�d���

d�� �

gde as� imeet tot �e smysl� qto i v teoreme ���� V ��
 dokazano�
qto na ploskosti kn��� � o�n�����


� O toqnosti ocenok teoremy ���

Predyduwie paragrafy otnosilis� skoree k geometrii� Zdes�
my obratims� k arifmetike�

Ocenki ����� i ����� toqny naqina� s d � � i d � � sootvet�
stvenno� Primerom poverhnosti� na kotoro
 maksimal�no mnogo
racional�nyh toqek� �vl�ets� ediniqna� sfera�

Teorema 
��� Dl� ediniqno� sfery � � Sd�� s centrom v nule
ime
t mesto sledu
wie ocenki snizu


Kn�S
d��� �d n

d�� �����
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dl� d � � i

kn�S
d��� �d n

d�� �����

dl� d � ��

Dokazatel�stvo� Rassmotrim snaqala sluqa
 d � �� Ka�do
 ne�
sokratimo
 pravil�no
 drobi t � a�b� b �

p
n��� sootvetstvuet

toqka ��t���	t��� ���t�����	t��� na ediniqno
 okru�nosti so zna�
menatelem ne bol�xe n� Pri �tom raznym drob�m sootvetstvu�t
raznye toqki� Poskol�ku nesokratimyh drobe
 so znamenatelem
� n ne men�xe qem cn�� poluqaem ocenku Kn�S�� � c � n�

Pere
dem k sluqa� d � �� Pust� A�n� oboznaqaet koliqestvo
rexeni
 uravneni� x�� 	 x�� 	 � � � 	 x�d � y� v celyh qislah� ne
prevoshod�wih po modul� n� i B�n� � Kn�Sd���� Togda

A�n� � B�n� 	B�n��� 	B�n��� 	 � � �

��to ravenstvo dokazyvaets� analogiqno formule ������� Krome
togo� B�n� � Cdn

d�� dl� nekotoro
 konstanty Cd 	 �to sleduet
iz neravenstva ����� dl� � � Sd��� Ots�da poluqaem� qto esli
A�n� � C�

d � nd�� dl� nekotoro
 konstanty C�
d� to B�n� �d nd��� V

samom dele� vyberem takoe N � �� qto Cd
P
k�N

k��d � C�
d��� Togda

NB�n� � B�n�	B�n���	 � � �	B�n�N � � A�n��
X
k�N

B�n�k� �d n
d���

Takim obrazom� dostatoqno pokazat�� qto A�n� �d nd��� Dl�
n � � zametim� qto uravnenie x�� 	 x�� 	 � � � 	 x�d � y� pri ka�
�dom neqetnom y imeet hot� by cd � jyjd�� rexeni
 v celyh qi�
slah x�� x�� � � � � xd� De
stvitel�no� pri d � � koliqestvo rexe�
ni
 po teoreme �kobi ravno uqetverenno
 summe delitele
 n�
Esli d � �� to� vybira� proizvol�nye qetnye x	� x
� � � � � xd v
prome�utke 
�� jyj�d�� my smo�em zatem podobrat� podhod�wie
x�� x�� x�� x� hot� by jyj sposobami� Summiru� po vsem neqetnym
y� poluqaem trebuemu� ocenku�

Tak�e zametim� qto pri d � � uravnenie x�� 	 � � �	 x�d � n� pri
l�bom n imeet hot� by Cd � nd�� rexeni
� Dostatoqno vybrat�
proizvol�nye x	� x
� � � � � xd podhod�we
 qetnosti v prome�utke

�� jyj�d�� a zatem podobrat� podhod�wie x�� x�� x�� x� 	 hot� by
jyj sposobami� �to dokazyvaet ocenku ������
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Teper� rassmotrim podrobnee sluqa
 d � �� Oboznaqim za
C�x� koliqestvo upor�doqennyh par fz�� z�g vzaimno prostyh ce�
lyh gaussovyh qisel� takih� qto max�jz�j� jz�j� � x� Tak� C�x� � �
pri x � �� Zametim� qto obwee koliqestvo D�x� upor�doqennyh
par gaussovyh qisel� ne prevoshod�wih po modul� x� ravno

D�x� �
�X

z�Z�i


C�x�jzj��

gde summirovanie proizvodits� po vsem nenulevym gaussovym
celym� priqem iz qisel fa��a� i �a� �i �ag vybiraets� rovno odno
�to est� faktiqeski summirovanie proizvodits� po nenulevym
idealam v Z
i��� �to srazu vidno� esli zametit�� qto koliqestvo
par s NOD� ravnym a� ravno C�x�jaj��

Poskol�ku D�x� rastet kak 
�x�� a r�d
P

z�Z�i
 jzj�� shodits��

analogiqno rassu�deni� s A�n� i B�n� poluqaem� qto C�x� � cx�

pri x � ��
Rassmotrim paru � � fz�� z�g vzaimno prostyh gaussovyh qi�

sel z� � a	 bi i z� � c� di� dl� kotoryh A 
� a� 	 b� � n��� B 
�
c�	 d� � n��� Oboznaqim u � �a	 bi��c� di� � �ac	 bd� 	 �bc� ad�i�
Pare � postavim v sootvetstvie rexenie x� � ��ac 	 bd� � �
u�
x� � ��bc � ad� � ��u� x� � a� 	 b� � c� � d� � A � B� y �
a� 	 b� 	 c� 	 d� � A 	 B uravneni� x�� 	 x�� 	 x�� � y� v celyh qi�
slah� po modul� men�xih n� Zametim� qto odno i to �e rexenie
stavilos� v sootvetstvie ne bolee qem xestnadcati razliqnym
param �� De
stvitel�no� zna� x�� x�� x�� y� mo�no vosstanovit�
znaqeni� qisel A� B� u� Iz vzaimno
 prostoty z� i z� sleduet�
qto NOD�A� u� � a 	 bi� NOD�B� u� � c � di� To est� qisla z�� z�
opredeleny s toqnost�� do umno�eni� na edinicy kol�ca Z
i��

Po dokazannomu koliqestvo takih par � ne men�xe qem c � n��
qto i trebovalos��

�� Drugie posledovatel�nosti melkih setok

Ograniqims� rassmotreniem ploskogo sluqa��
Rassmotrim sledu�wi
 vopros� Pust� zadana posledovatel��

nost� natural�nyh indeksov s� � s� � � � � � Naskol�ko bystro
mo�et rasti posledovatel�nost� k�sn� �� s rostom n �zdes� my pe�
reoboznaqili km��� � k�m� �� vo izbe�anie dvo
nyh indeksov� 
Okazyvaets�� qto otvet zavisit ne tol�ko ot skorosti rosta po�
sledovatel�nosti fsng� no i ot ee arifmetiqeskih svo
stv�
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Pred��vim dve kvadratiqno rastuwie posledovatel�nosti�
dl� kotoryh otvet na vopros o maksimal�no vozmo�nom roste
veliqiny k�sn� �� suwestvenno razliqaets��

Snaqala rassmotrim posledovatel�nost� sn � n�� Kriva�
� � f�t� t����� � t � �g pokazyvaet� qto k�sn� �� mo�et rasti kak
minimum line
no po n�

Teper� rassmotrim mno�estvo qisel vida �k �m� gde m � �k �to
est� qisel� dl� kotoryh naibol�xi
 neqetny
 delitel� men�xe�
qem maksimal�na� del�wa� qislo stepen� dvo
ki�� Nazovem ih
milymi� Pronumeruem ih� � � s� � s� � � � � �

Zametim� qto koliqestvo milyh qisel� ne prevoshod�wih ��N �
ne men�xe �N �milymi �vl��ts� vse qisla vida �N � �� �N �
�� � � � � �N ��N� i ne bol�xe qem �N�� �dl� ka�dogo k � �� �� � � � � N��
na
dets� ne bolee qem �k milyh qisel� kratnyh �k� no ne kratnyh
�k��� ewe ne bolee qem �N milyh qisel kratny �N � itogo imeet�
s� ne bolee qem � 	 �� 	 � � �	 �N � �N�� milyh qisel�� Ots�da
sleduet� qto sn est� qislo por�dka n��

Ocenim sverhu infimum

inf
��N���m���N

k�m� ��

dl� nekotoro
 fiksirovanno
 ograniqenno
 strogo vypuklo

krivo
 �� vz�ty
 po vsem milym qislam m iz ukazannogo pro�
me�utka� Budem rassmatrivat� tol�ko milye qisla vida �Np�
gde p 	 prostoe qislo iz prome�utka ��N��� �N�� Takih milyh
qisel hot� by c�N�N � gde c 	 nekotora� absol�tna� konstan�
ta� Nazovem �ti milye qisla zameqatel�nymi� Nekotorye toqki
setok Lk s zameqatel�nymi k mogut le�at� na setke L�N � No
ih ne bolee C��� � ��N�� �sledstvie � teoremy ����� Iskl�qim
ih iz rassmotreni�� Teper� dl� vseh razliqnyh zameqatel�nyh
k toqki setok Lk� le�awie na �� razliqny� Zametim� qto l��
bye tri takie toqki obrazu�t treugol�nik plowadi ne menee
qem ���� � ��Np�p�p�� � ��	N�� �dokazatel�stvo analogiqno doka�
zatel�stvu sledstvi� � teoremy ����� Ots�da sleduet� qto obwee
koliqestvo toqek s zameqatel�nymi znamenatel�mi ne prevosho�
dit C����	N��� Znaqit� dl� odnogo iz zameqatel�nyh znamenate�
le
 toqek ne bolee qem C��� �N � ��N���

Itak� dl� posledovatel�nosti milyh znamenatele
 okazyva�
ets�� qto lim inf k�sn� �� � �

logn�n���
���
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�tot primer pokazyvaet� qto otvet na vopros o vozmo�nom
koliqestve toqek melkih setok na krivo
 zavisit ne tol�ko ot
razmerov setok� no i ot ih vzaimoraspolo�eni�� Po�tomu este�
stvenno rassmatrivat� ne tol�ko setki Ln � �

nZ
�� no i sdvinutye

setki L�n � xn	
�
nZ

�� gde xn 	 nekotory
 vektor sdviga �vybira�
emy
� voobwe govor�� proizvol�no��

Zdes� udalos� dokazat� sledu�wu� ocenku� namnogo bolee
slabu�� qem ocenka ����� �kotora� sootvetstvuet sluqa� nesdvi�
nutyh setok��

Pust� L�n 	 mno�estvo uzlov nekotoro
 setki s xagom ��n �vo�
obwe govor�� � �� L�n�� a � 	 ograniqenna� strogo vypukla� kriva�
na ploskosti� Oboznaqim k�n��� � ��L�n � ���
Teorema ���� V �tih oboznaqeni�h

lim inf
k�n���

log��
 n � pn ���

Nam potrebuets� sledu�wa� lemma�

Lemma ���� Pust� R� S � �� Togda koliqestvo �ne ravnyh drug
drugu� treugol�nikov s celymi verxinami� dliny storon kotoryh
ne bol�xe R� a plowad� ne bol�xe S� ne prevoshodit C �R�S�

Dokazatel�stvo� Pust� naqalo koordinat toqka O 	 odna iz
verxin treugol�nikov� Zafiksiruem vektor x � OA odno
 iz
storon i plowad�� Rassmotrim tret�i verxiny �tih treugol��
nikov� Oni le�at na dvuh pr�myh� parallel�nyh vektoru x�
i rassto�nie me�du sosednimi vozmo�nymi verxinami ravno
jxj� Otrezki� vysekaemye pr�mymi na okru�nosti radiusa R� ne
bol�xe qem �R� Po�tomu koliqestvo sposobov vybrat� vektor
vtoro
 storony est� O�R�jxj�� Summiru� po param f�x� znaqenie
plowadi�g� poluqaem� qto treugol�nikov ne bol�xe qem

C � S
X
jxj�R

R

jxj �

Posledn�� summa� kak netrudno videt�� est� O�R���

Dokazatel�stvo teoremy ���� Ide� dokazatel�stva sostoit v
sledu�wem� Dl� ka�do
 setki� kotora� soder�it mnogo toqek
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krivo
 �� rassmotrim tro
ki posledovatel�nyh toqek �to
 set�
ki� le�awie na �� Poluqits� mnogo treugol�nikov s racional��
nymi storonami� Nikakie tri iz nih ne gomotetiqny� Primen��
lemmu ���� poluqaem trebuemu� ocenku�

Privedem samo dokazatel�stvo� Budem rassmatrivat� prostye
qisla n v prome�utke ot N do �N � Ih koliqestvo est� veliqina
por�dka N� log�N �� Predpolo�im� qto dl� ka�dogo takogo n hot�

by C log��
�N �
p
N toqek sootvetstvu�we
 setki L�n le�at na kri�

vo
 � �zdes� C 	 bol�xa� zavis�wa� ot � konstanta� kotoru� my
vyberem potom�� Dl� ka�dogo n rassmotrim treugol�niki� obra�
zovannye tro
kami posledovatel�nyh verxin iz L�n � �� Summa
perimetrov �tih treugol�nikov pri fiksirovannom n ograniqe�
na� kak i summa kubiqeskih korne
 iz ih plowade
 �lemma �����
Po neravenstvu Qebyxeva hot� by polovina iz �tih treugol�ni�
kov imeet plowad� ne bolee c��log����N �N����� a storony ne bolee

c��log��
�N �
p
N � �zdes� c 	 konstanta� kotora� mala� esli C veli�

ka�� Ka�domu takomu treugol�niku sootvetstvuet treugol�nik s

celymi storonami� ne prevoshod�wimi c
p
N� log��
N � i plowa�

d��� ne prevoshod�we
 c
p
N� log��
N � Vse takie treugol�niki po

vsem rassmatrivaemym n budut razliqny� Obwee koliqestvo ce�
loqislennyh treugol�nikov s takimi ograniqeni�mi na storony

i plowad� po lemme ��� ne prevoshodit cN���� log	�
N � S drugo


storony� ih hot� by CN���� log	�
N 	 protivoreqie�

Voprosy

�� Kak my vy�snili �dokazatel�stvo sledstvi� � teoremy �����
l�bye tri toqki mno�estva Ln na ploskosti libo kollinearny�
libo obrazu�t treugol�nik plowadi hot� by c�n�� Rassmotrim
toqki mno�estva Ln� le�awie v ediniqnom kvadrate� Vsego bu�
det por�dka n� toqek� Kak mnogo iz nih mo�no otmetit�� qtoby
nikakie tri ne byli kollinearny Utoqnenna� gipoteza Ge
�
lbronna utver�daet� qto dl� l�bogo � � � iz K toqek vnutri
ediniqnogo kvadrata mo�no vybrat� tri� obrazu�wie treugol��
nik plowadi ne bolee qem C� �k��� �vozmo�no� vyro�denny
�� Ta�
kim obrazom� iz �to
 gipotezy sleduet� qto otmetit� mo�no ne
bol�xe qem O�n������ toqek� S drugo
 storony� primer n� otme�
qennyh toqek pri 
 � ��� byl by i kontrprimerom k utoqnenno

gipoteze Ge
lbronna�
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�� Dl� strogo vypuklogo tela K � Rd opredelim ego modifi�
cirovannu� affinnu� plowad� poverhnosti kak

lim inf
X

V
d��
d��

i �

gde ni�ni
 predel berets� po vsem pokryti�m poverhnosti K
xapoqkami ob�emov Vi� maksimal�ny
 iz kotoryh stremits� k
nul��

Iz lemmy ��� i neravenstva ����� sleduet� qto modificiro�
vanna� affinna� plowad� poverhnosti asm�K� i affinna� plo�
wad� poverhnosti as�K� udovletvor��t ocenkam

as �d asm � as�

Ka�ets� vero�tnym� qto v de
stvitel�nosti asm � Cd � as dl�
nekotoro
 konstanty Cd� zavis�we
 tol�ko ot razmernosti� no
ne ot K� �to opredelenie affinno
 plowadi poverhnosti bylo
by v r�de sluqaev udobnym� Analogiqny
 vopros mo�no zadat�
i pro ni�ni
 predel

lim sup
max Vi��

X
V

d��
d��

i �

vz�ty
 po vsem naboram nepereseka�wihs� xapoqek ob�emov Vi�

�� Verxik ��
 dokazal� qto vypuklye mnogougol�niki s verxi�
nami na melko
 setke� raspolo�ennye vnutri dannogo kvadrata
F � koncentriru�ts� v okrestnosti krivo
� soder�awe
s� v F �
ime�we
 maksimal�nu� affinnu� dlinu ��ta kriva� obrazo�
vana qetyr�m� kuskami parabol� vpisannyh v ugly kvadrata�
Barani ��
 obobwil �tot rezul�tat na sluqa
 proizvol�nogo
vypuklogo mnogougol�nika F �� Estestvenno o�idat� analogiq�
nogo �vleni� i v starxe
 razmernosti� Pervy
 vopros� vozni�
ka�wi
 v sv�zi s �tim� 	 edinstvenna li vypukla� poverhnost�
vnutri dannogo mnogogrannika �naprimer� kuba�� realizu�wa�
maksimum affinno
 plowadi �suwestvovanie tako
 poverhnosti
neslo�no poluqit� iz soobra�eni
 kompaktnosti i polunepre�
ryvnosti snizu funkcionala as v metrike Hausdorfa� 

�� Suwestvuet li strogo vypukla� kriva�� dl� kotoro

limkn��� � 	� �mpiriqeskie soobra�eni� podskazyva�t� qto
da� suwestvuet�
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