
Функциональный анализ и его приложения
2020, т. 54, вып. 4, с. 85–97

УДК 517.9

О постоянстве экстремали в теореме
вложения дробного порядка1

c⃝ 2020. Н. С. Устинов

В работе рассматривается вопрос о постоянстве минимайзера в теореме вло-
жения Hs(Ω) ↪→ Lq(Ω) для липшицевой области Ω в зависимости от размера
области. Для семейства областей εΩ доказано, что при малых коэффициентах
гомотетии ε единственный минимайзер — константа, а при больших ε константа
не является даже локальным минимайзером. Также обсуждается вопрос о том,
является ли константа — локальный минимайзер глобальным минимайзером.
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§ 1. Введение

Пусть Ω ⊂ Rn, n ⩾ 1, — ограниченная область с липшицевой границей. Пусть
s ∈ (0, 1), и пусть

q ∈


[1, 2∗s] при n ⩾ 2 или n = 1, s < 1/2,

[1,∞) при n = 1, s = 1/2,

[1,∞] при n = 1, s > 1/2

(здесь и далее 2∗s := 2n/(n− 2s)). Рассмотрим теорему вложения пространства
Соболева–Слободецкого Hs(Ω) (см. [9] и [10, §2.3.3]) в Lq(Ω):

inf
u∈Hs(Ω)

I Ω
s,q[u] := inf

u∈Hs(Ω)

∥u∥2Hs(Ω)

∥u∥2Lq(Ω)

> 0. (1)

При q ∈ [1, 2∗s) это вложение компактно, поэтому экстремаль (минимайзер функ-
ционала IΩ

s,q[u]) существует, и точная константа в (1) достигается. Более того,
при n ⩾ 3 и q = 2∗s было показано (см. [11]), что экстремаль в (1) существует,
если 2s > 1 и ∂Ω ∈ C2.

Очевидно, что свойства экстремали в (1) зависят от формы области Ω, от ее
размера и выбора нормы в Hs(Ω). Положим

∥u∥2Hs(Ω) := ⟨(−∆)sSpu, u⟩+ ∥u∥2L2(Ω), (2)

где квадратичная форма ⟨(−∆)sSpu, u⟩ определяется соотношением

⟨(−∆)sSpu, u⟩ :=
∞∑
j=1

λs
j · (u, ϕj)

2
L2(Ω). (3)
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Здесь λj и ϕj — собственные числа и ортонормированные в L2(Ω) собственные
функции задачи Неймана для оператора Лапласа соответственно (мы считаем,
что λ0 = 0 для собственной функции ϕ0 = C).

Таким образом, оператор (−∆)sSp, порождаемый квадратичной формой (3),
является s-й степенью оператора Лапласа с условием Неймана в области Ω в
смысле спектральной теории. Он называется спектральным дробным лапласи-
аном Неймана.

Область определения формы ⟨(−∆)sSpu, u⟩ совпадает с пространством Hs(Ω),
а норма (2) эквивалентна стандартной норме в Hs(Ω) (доказательство этих фак-
тов аналогично доказательству леммы 1 в [2]).

В дальнейшем будем считать, что область Ω имеет единичный объем, и рас-
смотрим вложение (1) в семействе областей Ωε := {εx : x ∈ Ω}. Положим
uε(y) := u(ε−1y); тогда

Iε
s,q[u] :=

I Ωε
s,q [uε]

εn−2s−2n/q
=

εn−2s⟨(−∆)sSpu, u⟩+ εn∥u∥2L2(Ω)

εn−2s−2n/qε2n/q∥u∥2Lq(Ω)

=
⟨(−∆)sSpu, u⟩+ ε2s∥u∥2L2(Ω)

∥u∥2Lq(Ω)

. (4)

Функционалы Iε
s,q[u] и I Ω

s,q[u] инвариантны относительно домножений u на кон-
станту. Поэтому, не умаляя общности, можно считать, что минимайзер удовле-
творяет условию нормировки ∥u∥2Lq(Ω) = 1.

В локальном случае s = 1 про минимайзер функционала (4) известно сле-
дующее (здесь H1(Ω) — обычное пространство Соболева W 1

2 (Ω), а норма (2)
совпадает со стандартной):

1. Если q ∈ [1, 2], то при любом ε > 0 функция 1 (тождественно равная
единице) является единственным минимайзером функционала Iε

1,q[u].
2. Если же q ∈ (2, 2∗1], а λ1 — первое ненулевое собственное число оператора

Лапласа с условием Неймана в области Ω, то
• при ε > ε1(q) :=

√
λ1/(q − 2) функция 1 не является локальным (а значит,

и глобальным) минимайзером функционала Iε
1,q[u] (см. [8, предложение 3.1]);

• при ε < ε1(q) функция 1 дает локальный минимум функционала Iε
1,q[u] (см.

[8, предложение 3.2]);
• существует такое E1(q) > 0, что при ε ⩽ E1(q) функция 1 дает глобальный

минимум функционала Iε
1,q[u], а при ε > E1(q) не дает (см. [8, предложения

3.5–3.7]);
• функция E1(q) непрерывна и монотонно убывает (см. [8, теорема 3.8]); при

n = 1 имеем E1(q) = ε1(q) (см. [7], а также [6]), а при n ⩾ 2 существуют как при-
меры областей с E1(q) < ε1(q) (см. [8, следствие 3.4] и [8, (3.6)]), так и примеры
областей с E1(q) = ε1(q) (см. [12, теорема 3.1]).

В данной работе мы будем изучать аналогичные вопросы для функциона-
ла (4) в нелокальном случае при условии существования его минимайзера.
Отдельно отметим, что при q < ∞ минимайзер (если он существует) после
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домножения на подходящую константу является обобщенным решением задачи

(−∆)sSpu+ u = |u|q−2u, u ∈ Hs(Ω). (5)

Замечание 1. Из определения (3) следует, что (−∆)sSp1 = 0 и Iε
s,q[1] = ε2s.

Таким образом, функция u = 1 всегда является решением задачи (5).
Замечание 2. При q ∈ [1, 2] из неравенства Гёльдера следует, что ∥u∥2Lq(Ω) ⩽

∥u∥2L2(Ω); поэтому Iε
s,q[u] ⩾ ε2s = Iε

s,q[1]. Из того факта, что для непостоянной
функции u неравенство Гёльдера будет строгим, получаем, что константа явля-
ется единственным минимайзером функционала Iε

s,q[u] при любом s ∈ (0, 1].
Замечание 3. Минимайзер функционала (4) можно считать неотрицатель-

ным, поскольку для знакопеременной функции u замена u → |u| уменьшает
значение функционала Iε

s,q[u]: от такой замены нормы в L2 и Lq не меняются,
а квадратичная форма уменьшается (см. доказательство теоремы 3 в [3]):

⟨(−∆)sSpu, u⟩ > ⟨(−∆)sSp|u|, |u|⟩.

Далее мы будем считать, что q > 2, а все минимайзеры функционалов Iε
s,q[u]

неотрицательны.
Через C мы будем обозначать положительные константы, точное значение

которых для нас несущественно. Дополнительные параметры, от которых зави-
сит константа, мы будем указывать в скобках; зависимость C от области Ω мы
будем опускать.

§ 2. Основной результат

Определим вспомогательный функционал

J ε
s,q[u] := ∥u∥2Lq(Ω) · (I

ε
s,q[u]− Iε

s,q[1]) = ⟨(−∆)sSpu, u⟩+ ε2s∥u∥2L2(Ω) − ε2s∥u∥2Lq(Ω);

из построения следует, что функция 1 является минимайзером функционала
Iε
s,q[u] тогда и только тогда, когда функционал J ε

s,q[u] неотрицателен (очевидно,
что J ε

s,q[1] = 0).
Исследуем неотрицательность функционала J ε

s,q[u]. Его первый дифферен-
циал равен

DJ ε
s,q[u;h] = 2

(
⟨(−∆)sSpu, h⟩+ ε2s

∫
Ω

uh dx− ε2s∥u∥2−q
Lq(Ω)

∫
Ω

uq−1h dx

)
.

Легко видеть, что DJ ε
s,q[1;h] ≡ 0. Подсчитаем второй дифференциал:

D2J ε
s,q[u;h, h] = 2⟨(−∆)sSph, h⟩+ 2ε2s∥h∥2L2(Ω)

+ 2(q − 2)ε2s∥u∥2(1−q)
Lq(Ω)

(∫
Ω

uq−1h dx

)2

− 2(q − 1)ε2s∥u∥2−q
Lq(Ω)

∫
Ω

uq−2h2 dx. (6)



88 Н. С. Устинов

Разложим приращение h в сумму ортогональных в L2(Ω) слагаемых:

h(x) =

∫
Ω

h dx+ ĥ,

∫
Ω

ĥ dx = 0; (7)

тогда при u = 1 формула (6) записывается в виде

D2J ε
s,q[1;h, h] = 2⟨(−∆)sSpĥ, ĥ⟩ − 2(q − 2)ε2s∥ĥ∥2L2(Ω)

= 2

∞∑
j=1

(λs
j − (q − 2)ε2s)(ĥ, ϕj)

2
L2(Ω).

Положим εs(q) := (λs
1/(q − 2))1/(2s) (εs(q) = ε1(q) при s = 1).

Теорема 1. 1. Пусть ε > εs(q). Тогда функция 1 не является локальным (а
следовательно, и глобальным) минимайзером функционала Iε

s,q[u]. Это утвер-
ждение выполнено и при q = ∞ (в этом случае εs(q) = 0).

2. Пусть ε < εs(q). Тогда функция 1 является локальным минимайзером
функционала Iε

s,q[u].
3. Пусть ε = εs(q) и

∫
Ω
ϕ3
1 dx ̸= 0. Тогда функция 1 не является локаль-

ным минимайзером функционала Iεs
s,q[u]. Более того, существует ε̆(q) < εs(q),

такое, что при ε ∈ (ε̆(q), εs(q)] функция 1 не является глобальным минимай-
зером функционала Iε

s,q[u] (хотя дает локальный минимум).
Доказательство. 1. Это утверждение следует из неравенства D2J ε

s,q[1;

ϕ1, ϕ1] < 0.
2. Пусть u ∈ Hs(Ω), ∥u − 1∥Hs(Ω) < 1/2. Воспользуемся разложением (7):

имеем u = c+ û с константой c, 1/2 < c < 3/2, и выполнено равенство

J ε
s,q[u] = ⟨(−∆)sSpû, û⟩+ ε2s∥û∥2L2(Ω) + c2ε2s − c2ε2s∥1+ û/c∥2Lq(Ω).

В [8, (3.5)] было показано, что

∥1+ û/c∥2Lq(Ω) ⩽ 1 + (q − 1)∥û/c∥2L2(Ω) + C(q)∥û∥min(q,3)
Lq(Ω) ,

откуда получаем неравенство

J ε
s,q[u] ⩾ ⟨(−∆)sSpû, û⟩ − (q − 2)ε2s∥û∥2L2(Ω) − C(q)ε2s∥û∥min(q,3)

Lq(Ω) .

Поскольку (û, ϕ0)L2(Ω) = 0, из (3) следует, что ⟨(−∆)sSpû, û⟩ ⩾ λs
1∥û∥2L2(Ω); поэто-

му из ограниченности вложения Hs(Ω) ↪→ Lq(Ω) получаем

J ε
s,q[u] ⩾ (λs

1 − (q − 2)ε2s)λ−s
1 ⟨(−∆)sSpû, û⟩ − C(q)ε2s∥û∥min(q,3)

Lq(Ω)

⩾ [(λs
1 − (q − 2)ε2s)λ−s

1 − C(s, q)ε2s⟨(−∆)sSpû, û⟩min(q−2,1)/2]⟨(−∆)sSpû, û⟩.
(8)

Выражение в квадратных скобках можно сделать положительным выбором
малой окрестности функции 1 (здесь C(s, q) совпадает с константой из (8)):

⟨(−∆)sSpû, û⟩ ⩽ ∥u− 1∥2Hs(Ω) ⩽ min

[
1

2
,

(
λs
1 − (q − 2)ε2s

2C(s, q)λs
1ε

2s

)2/min(q−2,1)]
. (9)

В этой окрестности J ε
s,q[u] > 0, и утверждение п. 2 доказано!
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3. При ε = εs(q) имеет место равенство D2J εs
s,q[1;ϕ1, ϕ1] = 0. Подсчитаем

третий дифференциал: (ϕ1, ϕ0)L2(Ω) = 0, поэтому

D3J εs
s,q[1;ϕ1, ϕ1, ϕ1] = −2(q − 1)(q − 2)ε2s

∫
Ω

ϕ3
1 dx ̸= 0.

Отсюда получаем, что функция 1 не дает локального минимума, а потому не
является и глобальным минимумом. Существование ε̆(q) следует из непрерыв-
ной зависимости функционала Iε

s,q[u] от параметра ε. □

Замечание 4. В работе [4] было показано, что условие
∫
Ω
ϕ3
1 dx ̸= 0 выпол-

нено для асимметричной области общего положения.
Следующее утверждение является дробным аналогом предложения 3.4 из [8]:
Предложение 1. Пусть s < n/2 (это ограничение существенно только в

случае n = 1), q = 2∗s и ε = εs(2
∗
s). Тогда функция 1 не является глобальным

минимайзером функционала Iεs
s,2∗s

[u] в кубе (0, 1)n .
Доказательство. Известно, что для куба (0, 1)n имеет место равенство λ1 =

π2; поэтому

Iεs
s,2∗s

[1] = ε2ss (2∗s) =
π2s(n− 2s)

4s
.

Построим последовательность, на которой значение функционала Iεs
s,2∗s

[u] будет
меньше. Напомним, что в Rn справедливо дробное неравенство Соболева (см.
[5, теорема 1.2, (22)]):

Ss,Rn := min
⟨(−∆)su, u⟩
∥u∥2L2∗s (R

n)

> 0

(здесь (−∆)s — это стандартный дробный лапласиан в Rn, а минимум берется по
всем функциям, где числитель и знаменатель конечны) и минимум достигается
(см. [1]) на единственной функции (с точностью до гомотетий, домножений на
константу и переносов)

Φs,a(x) := (a2 + |x|2)(2s−n)/2 с Ss,Rn = 22sπsΓ(n/2 + s)

Γ(n/2− s)

[
Γ(n/2)

Γ(n)

]2s/n
.

Проводя рассуждения, аналогичные доказательству леммы 4 из [11], можно
получить соотношение

lim
a→0

Iεs,(0,1)
n

s,2∗s
[Φs,a] = 2−2s lim

a→0
Iεs,(−1,1)n

s,2∗s
[Φs,a] = 2−2sSs,Rn ,

и для завершения доказательства достаточно показать, что выполнено неравен-
ство

π2s(n− 2s)

4s
> 2−2sSs,Rn = πsΓ((n+ 2s)/2)

Γ((n− 2s)/2)

[
Γ(n/2)

Γ(n)

]2s/n
, (10)

справедливость которого доказывается в §3.
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Замечание 5. Поскольку функционал Iε
s,q[u] непрерывно зависит от пара-

метров q и ε, при q, близких к 2∗s снизу, и ε, близких к εs(q) снизу, функция
1 не дает глобального минимума этого функционала в кубе (0, 1)n (хотя дает
локальный минимум).

Изучим теперь условия, при которых функция 1 дает глобальный минимум
функционала Iε

s,q[u].
Теорема 2. 1. При любом q ∈ (2, 2∗s] существует такое ε̌(q) > 0, что для

всех ε < ε̌(q) функция 1 является единственным глобальным минимайзером
функционала Iε

s,q[u]. Если n = 1 и s ⩾ 1/2, то утверждение выполнено для
всех q ∈ (2,∞).

2. При любом ε > 0 существует такое q̌(ε) ∈ (2, 2∗s], что для всех q < q̌(ε)

функция 1 является единственным глобальным минимайзером функционала
Iε
s,q[u]. Если n = 1 и s ⩾ 1/2, то q̌(ε) < ∞.

3. Пусть для пары (ε0, q0) функция 1 не является глобальным минимайзе-
ром функционала Iε0

s,q0 [u]. Тогда при ε ⩾ ε0 и q ⩾ q0 функция 1 не является
глобальным минимайзером функционала Iε

s,q[u].
Доказательство. 1. Предположим обратное: пусть при некотором q суще-

ствуют последовательность ε̌n ↓ 0 и последовательность непостоянных функций
{un : ∥un∥Lq(Ω) = 1}, для которых

I ε̌n
s,q[un] ⩽ ε̌2sn , а значит, ⟨(−∆)sSpun, un⟩ ⩽ ε̌2sn и ∥un∥L2(Ω) ⩽ 1. (11)

Из (11) следует, что un ограничены в Hs(Ω). Переходя к подпоследовательности,
можно считать, что un ⇁ u в Hs(Ω), и в силу компактности вложения Hs(Ω) ↪→
L2(Ω) имеем un → u в L2(Ω). Поскольку норма в Hs(Ω) слабо полунепрерывна
снизу, получаем

⟨(−∆)sSpu, u⟩+ ∥u∥2L2(Ω) = ∥u∥2Hs(Ω) ⩽ lim
n→∞

∥un∥2Hs(Ω) = ∥u∥2L2(Ω),

поэтому ⟨(−∆)sSpu, u⟩ = 0, функция u постоянна и un → u в Hs(Ω). Так как
∥u∥Lq(Ω) = 1, то u = 1.

Таким образом, в сколь угодно малой окрестности функции 1 существует
непостоянный минимайзер un функционала I ε̌n

s,q[u]. При малых ε̌n оценка ради-
уса окрестности (9) равномерна по n и un попадают в эту окрестность. Нера-
венство (8) влечет за собой J ε̌n

s,q [un] > 0, что противоречит неравенству (11).
2. Предположим обратное: пусть при ε > 0 существуют последовательность

q̌n ↓ 2 и последовательность непостоянных функций {un : ∥un∥Lq̌n (Ω) = 1}, для
которых

Iε
s,q̌n [un] ⩽ ε2s, а значит, ⟨(−∆)sSpun, un⟩ ⩽ ε2s и ∥un∥L2(Ω) ⩽ 1.

Как и в предыдущем пункте, un ограничены в Hs(Ω) и можно считать, что
un ⇁ u в Hs(Ω). Зафиксируем некоторое q ∈ (2, 2∗s); в силу компактности вло-
жения Hs(Ω) ↪→ Lq(Ω) имеем un → u в Lq(Ω). Поскольку с некоторого места
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q̌n < q, в силу неравенства Гёльдера ∥un∥Lq(Ω) ⩾ ∥un∥Lq̌n (Ω), откуда следует, что

Iε
s,q[un] ⩽ Iε

s,q̌n [un] ⩽ ε2s = Iε
s,q̌n [1] = Iε

s,q[1]. (12)

Таким образом,

lim
n→∞

⟨(−∆)sSpun, un⟩ ⩽ ε2s lim
n→∞

∥un∥2Lq(Ω) − ε2s lim
n→∞

∥un∥2L2(Ω)

= ε2s(∥u∥2Lq(Ω) − ∥u∥2L2(Ω)),

и, переходя к пределу по q ↓ 2 в правой части, получаем ⟨(−∆)sSpu, u⟩ = 0.
Поэтому, как и в предыдущем пункте, un → u в Hs(Ω), откуда следует, что
u = 1. Выбирая q близким к 2, имеем ε < εs(q), и в этом случае неравенство (12)
противоречит неравенству (8).

3. Поскольку функция 1 не является минимайзером функционала Iε0
s,q0 [u],

существует непостоянная функция u, для которой Iε0
s,q0 [u] < ε2s0 . Требуемое

утверждение следует из неравенств Гёльдера:

Iε0
s,q[u] ⩽ Iε0

s,q0 [u] < ε2s0 = Iε0
s,q[1],

Iε
s,q[u] = Iε0

s,q[u] + (ε2s − ε2s0 )
∥u∥2L2(Ω)

∥u∥2Lq(Ω)

< ε2s0 + (ε2s − ε2s0 ) = Iε
s,q[1]. □

Благодаря теореме 2 для каждого q ∈ (2, 2∗s] можно определить показатель
Es(q): при ε ⩽ Es(q) функция 1 дает глобальный минимум в Iε

s,q[u], а при ε >

Es(q) не дает. Очевидно, что εs(q) ⩾ Es(q), а из теоремы 2 также следует, что
Es(q) > 0, Es(q) не возрастает и Es(q) → ∞ при q ↓ 2. Наконец, если n = 1 и
s ⩾ 1/2, то Es(q) → 0 при q → ∞.

Теорема 3. Функция Es(q) непрерывна на (2, 2∗s] (на (2,∞) в случае n = 1 и
s ⩾ 1/2) и строго убывает.

Доказательство. Мы докажем утверждение теоремы для s < n/2. Для слу-
чая n = 1 и s ⩾ 1/2 доказательство проходит без изменений.

1. Сначала покажем, что Es(q) строго убывает. Действительно, рассмотрим
точку (q0, ε0) на кривой ε = Es(q), q0 ∈ (2, 2∗s). По построению для любых εn ↓ ε0
минимайзеры un функционалов Iεn

s,q0 [u] непостоянны. Нормируем эти минимай-
зеры условием ∥un∥Lq0

(Ω) = 1. Для них выполнены неравенства

Iεn
s,q0 [un] < ε2sn , а значит, ⟨(−∆)sSpun, un⟩ < ε2sn и ∥un∥L2(Ω) < 1. (13)

Как и ранее, un ограничены в Hs(Ω), существует слабый предел un ⇁ u0 в Hs(Ω)

и un → u0 в Lq0(Ω) и L2(Ω). Из слабой полунепрерывности снизу нормы в Hs(Ω)

вытекает, что
Iε0
s,q0 [u0] ⩽ lim

n→∞
Iεn
s,q0 [un] ⩽ lim

n→∞
ε2sn = ε2s0 .

Возможны два случая: u0 ̸= 1 и u0 = 1.
Разберем первый случай: при q > q0 имеем ∥u0∥Lq(Ω) > ∥u0∥Lq0

(Ω) = 1; поэто-
му

Iε0
s,q[u0] < Iε0

s,q0 [u0] ⩽ ε2s0 = Iε0
s,q[1].
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Отсюда следует, что при u0 ̸= 1 и q > q0 функция 1 не дает глобального мини-
мума функционала Iε0

s,q[u], поэтому Es(q) < ε0 = Es(q0).
Покажем, что во втором случае невозможно неравенство ε0 < εs(q0): при

больших n имеем ε0 < εn < εs(q0) и, согласно п. 2 теоремы 1, функция 1

является локальным минимайзером функционала Iεn
s,q0 [u]. Более того,

lim
n→∞

⟨(−∆)sSpun, un⟩ ⩽ lim
n→∞

ε2sn (∥un∥2Lq0 (Ω) − ∥un∥2L2(Ω))

= ε2s0 (∥1∥2Lq0
(Ω) − ∥1∥2L2(Ω)) = 0;

поэтому ⟨(−∆)sSpu, u⟩ = 0 и un → 1 в Hs(Ω). Вместе с (13) это дает противоре-
чие, как и при доказательстве п. 1 теоремы 2.

Поскольку ε0 = Es(q0) ⩽ εs(q0), остается единственная возможность ε0 =

εs(q0), и строгая монотонность следует из цепочки

Es(q) ⩽ εs(q) < εs(q0) = ε0 = Es(q0).

2. В качестве второго шага покажем, что монотонная функция Es(q) непре-
рывна слева. Для этого опять рассмотрим точку (q0, ε0) на кривой ε = Es(q),
q0 ∈ (2, 2∗s]: при ε > ε0 функция 1 не является глобальным минимайзером функ-
ционала Iε

s,q0 [u]. Поскольку Lq-норма непрерывно зависит от q, получаем, что
для достаточно близких снизу к q0 показателей q функция 1 также не является
минимайзером функционала Iε

s,q[u], что и дает непрерывность слева.
3. Остается показать непрерывность функции Es(q) справа. Пусть q0 ∈ (2, 2∗s)

и ε0 = limq↓q0 Es(q). Ввиду монотонности функции Es(q) для любых qn ↓ q0
минимайзеры un функционалов Iε0

s,qn [u] непостоянны. Как и ранее, нормируем
их условием ∥un∥Lqn (Ω) = 1, и имеют место неравенства

Iε0
s,qn [un] < ε2s0 , а значит, ⟨(−∆)sSpun, un⟩ < ε2s0 и ∥un∥L2(Ω) ⩽ 1.

Повторим рассуждение из доказательства п. 2 теоремы 2: un ограничены в
Hs(Ω) и существует слабый предел un ⇁ u0 в Hs(Ω). При любом q < 2∗s име-
ем un → u0 в Lq(Ω), а из неравенства Гёльдера при q0 < qn ⩽ q следует, что
∥un∥Lq(Ω) ⩾ ∥un∥Lqn (Ω) = 1; поэтому

⟨(−∆)sSpu0, u0⟩ ⩽ lim
n→∞

⟨(−∆)sSpun, un⟩

⩽ ε2s0 lim
n→∞

∥un∥2Lq(Ω) − ε2s0 lim
n→∞

∥un∥2L2(Ω)

= ε2s0 (∥u0∥2Lq(Ω) − ∥u0∥2L2(Ω)),

откуда предельным переходом по q ↓ q0 получаем Iε0
s,q0 [u0] ⩽ ε2s0 . Более того,

поскольку

∥u0∥Lq(Ω) = lim
n→∞

∥un∥Lq(Ω) ⩾ lim
n→∞

∥un∥Lqn (Ω) = 1,

∥u0∥Lq0
(Ω) = lim

n→∞
∥un∥Lq0

(Ω) ⩽ lim
n→∞

∥un∥Lqn (Ω) = 1,
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предельным переходом по q ↓ q0 получаем ∥u0∥Lq0
(Ω) = 1. Здесь, как и в дока-

зательстве строгой монотонности функции Es(q), возможны два случая: u0 ̸= 1

и u0 = 1.
В первом случае при любом ε > ε0 из оценки ∥u0∥L2(Ω) < ∥u0∥Lq0

(Ω) = 1

получаем

Iε
s,q0 [u0] = Iε0

s,q0 [u0] + (ε2s − ε2s0 )
∥u0∥2L2(Ω)

∥u0∥2Lq0 (Ω)

< ε2s0 + (ε2s − ε2s0 ) = Iε
s,q0 [1],

откуда следует, что ε0 ⩾ Es(q0). Так как функция Es(q) убывает, то ε0 ⩽ Es(q0),
а следовательно, ε0 = Es(q0).

Во втором случае un → 1 в Hs(Ω), а при q > q0 из ∥un∥Lq(Ω) ⩾ ∥un∥Lqn (Ω)

получаем

Iε0
s,q[un] ⩽ Iε0

s,qn [un] < ε2s0 = Iε0
s,qn [1] = Iε0

s,q[1],

откуда следует, что ε0 ⩾ εs(q). Переходя к пределу по q ↓ q0, получаем ε0 ⩾
εs(q0) ⩾ Es(q0), что, как и в первом случае, ввиду убывания функции Es(q) дает
ε0 = Es(q0). □

Замечание 6. В работе [7] было показано, что в случае n = 1 при s ⩾ 1

выполнено равенство εs(q) = Es(q) для всех q > 2, а также была выдвинута
гипотеза, что результат остается верным при s ⩾ 1/2. Эта гипотеза остается
открытой, однако предложение 1 показывает, что при s < 1/2 равенство εs(q) =

Es(q) не выполняется при q, близких к 2∗s снизу.

§ 3. Доказательство неравенства (10)

Доказательство. Напомним, что n > 2s, и перепишем неравенство (10) в
виде

An :=
2sΓ((n+ 2s)/2)

Γ((n− 2s+ 2)/2)

[
Γ(n/2)

Γ(n)

]2s/n
< πs. (14)

Докажем, что An+2 < An, т. е.

An+2

An
=

n+ 2s

n− 2s+ 2

[
Γ(n)

Γ(n/2)[2(n+ 1)]n/2

]4s/(n(n+2))

< 1.

Возведением в степень получаем эквивалентное неравенство

[
n+ 2s

n− 2s+ 2

]n(n+2)/(4s)
Γ(n)

Γ(n/2)[2(n+ 1)]n/2
< 1. (15)
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Покажем, что функция f(s) =
[

n+2s
n−2s+2

]n(n+2)/(4s) монотонно возрастает при
s ∈ [0, 1]. Ее логарифмическая производная равна

d

ds

[
1

s
ln

(
n+ 2s

n− 2s+ 2

)]
= − 1

s2
ln

(
n+ 2s

n− 2s+ 2

)
+

2(n− 2s+ 2)(2n+ 2)

s(n+ 2s)(n− 2s+ 2)2

=
1

s

[
4n+ 4

(n+ 2s)(n− 2s+ 2)
− 1

s
ln

(
n+ 2s

n− 2s+ 2

)]
⩾

1

s

[
4n+ 4

(n+ 2s)(n− 2s+ 2)
− 4s− 2

s(n− 2s+ 2)

]
=

2

s(n− 2s+ 2)

[
2n+ 2

n+ 2s
− 2s− 1

s

]
=

2n+ 8s− 8s2

s2(n− 2s+ 2)(n+ 2s)
⩾ 0.

Таким образом, достаточно доказать неравенство (15) при s = 1, т. е. неравен-
ство

Γ(n/2)

Γ(n)

[
2(n+ 1)

(
n

n+ 2

)(n+2)/2]n/2
> 1.

При n = 1 это неравенство очевидно. При n ⩾ 2 докажем более сильное нера-
венство

Γ(n/2)

Γ(n)

[
2(n+ 1)

(
n

n+ 2

)(n+2)/2]n/2
⩾ 1 +

2

n+ 2
,

которое эквивалентно неравенству

Bn :=
(n+ 2)Γ(n/2)

(n+ 4)Γ(n)

[
2(n+ 1)

(
n

n+ 2

)(n+2)/2]n/2
⩾ 1. (16)

Прямые вычисления показывают, что B2 = 1 и B3 ⩾ 1,05. Подсчитаем отноше-
ние Bn+2/Bn:

Bn+2

Bn
=

(n+ 4)2

2(n+ 1)(n+ 2)(n+ 6)

[
2(n+ 3)

(
n+ 2

n+ 4

)(n+4)/2](n+2)/2

×
[
2(n+ 1)

(
n

n+ 2

)(n+2)/2]−n/2

=
(n+ 4)2

(n+ 2)(n+ 6)

[
(n+ 3)(n+ 2)2

(n+ 1)(n+ 4)2

(
(n+ 2)2

n2 + 4n

)n/2](n+2)/2

=: g(n).
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Покажем, что функция g(x) монотонно убывает при x ⩾ 2. Ее логарифмическая
производная равна

D : =
d

dx

[
ln

(
(x+ 4)2

(x+ 2)(x+ 6)

)
+

x+ 2

2

[
ln

(
x+ 3

x+ 1

)
− 2 ln

(
x+ 4

x+ 2

)
+

x

2
ln

(
(x+ 2)2

x2 + 4x

)]]
= − 8

(x+ 2)(x+ 4)(x+ 6)
+

1

2

[
ln

(
1 +

2

(x+ 1)(x+ 4)

)
− ln

(
1 +

2

x+ 2

)]
+

x+ 1

2
ln

(
1 +

4

x2 + 4x

)
− x+ 2

(x+ 1)(x+ 3)
.

Поскольку при t ∈ (0, 1) выполнены оценки

t > t− t2

2
+

t3

3
> ln(1 + t) > t− t2

2
,

при x ⩾ 2 имеем (положим y := x− 2)

D ⩽ − 8

(x+ 2)(x+ 4)(x+ 6)
+

1

(x+ 1)(x+ 4)
− x+ 1

(x+ 2)2

+
x+ 1

2

(
4

x2 + 4x
− 8

(x2 + 4x)2
+

64

3(x2 + 4x)3

)
− x+ 2

(x+ 1)(x+ 3)

= −18x8 +219x7 +910x6 +1236x5 − 968x4 − 4080x3 − 5024x2 − 4608x− 2304

3x3(x+ 1)(x+ 2)2(x+ 3)(x+ 4)3(x+ 6)

= −18y8 +507y7 +5992y6 +38616y5 +147472y4 +338112y3 +443968y2 +285504y+50688

3(y + 5)3(y + 6)(y + 7)2(y + 8)(y + 9)3(y + 10)

< 0.

Применяя неравенство Бернулли (1 + t)m ⩾ 1 +mt при t > −1, получаем(
(n+ 2)2

n2 + 4n

)n/2

=

(
1 +

4

n2 + 4n

)n/2

⩾
n+ 6

n+ 4
,[

(n+ 3)(n+ 2)2(n+ 6)

(n+ 1)(n+ 4)3

](n+2)/2

=

[
1− 2(n2 + 2n− 4)

(n+ 1)(n+ 4)3

](n+2)/2

⩾ 1− (n2 + 2n− 4)(n+ 2)

(n+ 1)(n+ 4)3
,

откуда следует, что

lim
n→∞

g(n) ⩾ lim
n→∞

(n+ 4)2

(n+ 2)(n+ 6)

[
(n+ 3)(n+ 2)2(n+ 6)

(n+ 1)(n+ 4)3

](n+2)/2

⩾ lim
n→∞

[
1− (n2 + 2n− 4)(n+ 2)

(n+ 1)(n+ 4)3

]
= 1.

Таким образом, функция g(n) монотонно убывает к единице и потому g(n) > 1.
Это доказывает неравенство (16), из которого следует неравенство (15), а сле-
довательно, An+2 < An.
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Для завершения доказательства остается показать, что неравенство (14) спра-
ведливо при n ⩽ 3 (в случае n = 1 есть дополнительное ограничение 2s < 1,
поэтому его для n = 3 и 2s ⩾ 1 нужно проверять отдельно). При n = 1 неравен-
ство (14) принимает вид (поскольку Γ(1/2) =

√
π)

2sΓ((1 + 2s)/2)

Γ((3− 2s)/2)
< 1.

Справедливость этого неравенства следует из оценки Γ((3 + 2s)/2) ⩽ Γ(2) ⩽
Γ((5− 2s)/2):

2sΓ((1 + 2s)/2)

Γ((3− 2s)/2)
=

2s(3− 2s)Γ((3 + 2s)/2)

(1 + 2s)Γ((5− 2s)/2)
=

(
1− (1− 2s)2

1 + 2s

)
Γ((3 + 2s)/2)

Γ((5− 2s)/2)
< 1.

При n = 2 неравенство (14) записывается в виде

2sΓ(1 + s)

Γ(2− s)
< πs.

Используя формулу дополнения Эйлера Γ(z)Γ(1 − z) = π/sin(πz) при нецелых
z, получаем

2Γ2(1 + s) sin(πs) < π1+s(1− s),

и это неравенство следует из двух цепочек неравенств (поскольку Γ(1+ s) ⩽ 1):

2Γ2(1 + s) sin(πs) < 2 < π1+s(1− s) при s ∈ (0, 0,7],

2Γ2(1 + s) sin(πs) < 2 sin(π(1− s)) < 2π(1− s) < π1+s(1− s) при s ∈ [0,7, 1).

При n = 3 неравенство (14) записывается в виде

2sΓ((3 + 2s)/2)

Γ((5− 2s)/2)

[√
π

4

]2s/3
< πs,

или, после избавления от знаменателя,

2sΓ((3 + 2s)/2) < (4π)2s/3Γ((5− 2s)/2).

Справедливость этого неравенства следует из цепочки оценок

2sΓ((3 + 2s)/2) < 2sΓ(5/2) = 3sΓ(3/2)

< (4π)2s/3Γ(3/2) < (4π)2s/3Γ((5− 2s)/2). □

Автор благодарит А. И. Назарова за постановку задачи и ценные обсужде-
ния результатов, а также А. П. Щеглову за полезные замечания, позволившие
улучшить текст работы.
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