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Ñòðîÿòñÿ �îðìóëû êîðîòêîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè â çàäà÷å äè�ðàêöèè

ïëîñêîé âîëíû íà êîíòóðå ñ íåïðåðûâíîé êðèâèçíîé, ãëàäêîé âñþäó çà

èñêëþ÷åíèåì òî÷êè, âáëèçè êîòîðîé èìååò ñòåïåííîå ïîâåäåíèå. Âîë-

íîâîå ïîëå îïèñàíî â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ, îêðóæàþùèõ îñîáóþ òî÷êó

êîíòóðà è ïðåäåëüíûé ëó÷. Íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ äè�ðàãèðîâàííîé

âîëíû.

�1. Ââåäåíèå

Â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè Êåëëåðà (�ÒÄ), ñì. [1,2℄, êðóïíû-

ìè ìàçêàìè íàáðîñàíà ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ êîðîòêîâîë-

íîâûõ àñèìïòîòèê ðåøåíèé äè�ðàêöèîííûõ çàäà÷. Âîëíû, îòðàæåííûå

îò ãëàäêèõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû, îïèñûâàþòñÿ ëó÷åâûì ìåòîäîì, à âêëàäû

îò òî÷åê íåãëàäêîñòè ãðàíèöû áåðóòñÿ èç ðåøåíèé ìîäåëüíûõ (â ðóññêîé

òðàäèöèè � ýòàëîííûõ) çàäà÷. Åñëè êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãðàíèöà â îêðåñòíî-

ñòè îñîáåííîñòè ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà êëèíîì èëè êîíóñîì, òî äåëî

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷àì, äîïóñêàþùèì, â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, òî÷íîå ðåøåíèå.

Äëÿ ãðàíèöû ñ íåãëàäêîé êðèâèçíîé òî÷íî ðåøàåìûå ýòàëîííûå çàäà÷è

íå èçâåñòíû.

Áîëåå ïðîäâèíóòûå âåðñèè �ÒÄ, ñì., íàïðèìåð, [2℄, ó÷èòûâàþò, ÷òî îêî-

ëî îñîáûõ íàïðàâëåíèé � ïðåäåëüíûõ ëó÷åé � ãäå �àçû îòðàæåííîé è

äè�ðàãèðîâàííîé âîëí áëèçêè, âîëíîâîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ ñïåöèàëüíû-

ìè �óíêöèÿìè (íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å äè�ðàêöèè íà êëèíå

� èíòåãðàëîì Ôðåíåëÿ). Ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ åñòåñòâåííî õàðàêòåðèçîâàòü

êàê âîçíèêíîâåíèå ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ, èëè ïåðåõîäíûõ çîí, è èññëåäîâàòü

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè�ðàêöèÿ êîðîòêèõ âîëí, íåãëàäêèå ïðåïÿòñòâèÿ, ìåòîä ïîãðà-

íè÷íîãî ñëîÿ.

�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ 20-01-00627.
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ñ ïîìîùüþ ïðèåìîâ, â ñîâîêóïíîñòè èçâåñòíûõ êàê ìåòîä ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ. Ïîä ýòèì ïîíèìàþò òåõíèêó, îñíîâàííóþ íà ëîêàëüíîì èçó÷åíèè

èñõîäíîé çàäà÷è â ìàëîé îáëàñòè, îêðóæàþùåé òî÷êó íåãëàäêîñòè, îáû÷-

íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñòÿíóòûõ (ìàñøòàáèðîâàííûõ) ïåðåìåííûõ. Çàòåì

ïîëó÷åííîå âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå ñøèâàåòñÿ (èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, ñðà-

ùèâàåòñÿ) ñ ðåøåíèåì âíå îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè. Ïîãðàíñëîéíàÿ òåõíè-

êà äàâíî ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ äè�ðàêöèè êîðîòêèõ âîëí, ñì. [3�5℄. Äëÿ

ïîãðàíñëîéíûõ çàäà÷ â êîðîòêîâîëíîâîì ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà àíàëîãîì óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ; ïðè ýòîì äåòàëüíîãî

ïîñòðîåíèÿ âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ (÷òî ÷àñòî íåîáõîäèìî ïðè ðàññìîòðå-

íèè äðóãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, ñì., íàïðèìåð, [6, 7℄) íå òðåáó-

åòñÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ìå-

òîäà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ê çàäà÷àì äè�ðàêöèè êîðîòêèõ âîëí íà êóñî÷íî-

ãëàäêèõ êîíòóðàõ ñ îñîáåííîñòÿìè êðèâèçíû, íà÷àòîå â [8℄. Íàøåé öå-

ëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë, îïèñûâàþùèõ âëèÿ-

íèå ýòèõ îñîáåííîñòåé íà âîëíîâîå ïîëå. Ïðîñòåéøåé çàäà÷å òàêîãî ðîäà

� î êîíòóðå ñî ñêà÷êîì êðèâèçíû � ïîñâÿùåíî íåìàëî èññëåäîâàíèé (ñì.,

íàïðèìåð, [9�20℄), îñíîâûâàâøèõñÿ íà ðàçëè÷íûõ âåðñèÿõ ýâðèñòè÷åñêîãî

ìåòîäà Êèðõãî�à (ñì., íàïðèìåð, [2℄) è ìåòîäà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, à òàêæå

íà èõ êîìáèíàöèÿõ. �àññìîòðåòü îêðåñòíîñòü òî÷êè íåãëàäêîñòè êîíòóðà è

îêðåñòíîñòü ïðåäåëüíîãî ëó÷à â ðàìêàõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîãðàíñëîéíî-

ãî ïîäõîäà (ïðè÷åì òîëüêî íà íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò òî÷êè íåãëàäêî-

ñòè) óäàëîñü ëèøü â íåäàâíåé ðàáîòå [8℄. Ýòî íå áûëî ñäåëàíî ðàíüøå, ïî-

âèäèìîìó, èç-çà àíàëèòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè

âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ. Íåòðèâèàëüíûì îêàçàëñÿ è äåòàëüíûé àíàëèç

ïðîöåäóðû ñøèâàíèÿ ðåøåíèé ïîãðàíñëîéíûõ çàäà÷ ñ ëó÷åâûìè �îðìó-

ëàìè äëÿ äè�ðàãèðîâàííîé è îòðàæåííîé âîëí.

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíûå è ðàíåå íå èçó÷àâ-

øèåñÿ çàäà÷è äè�ðàêöèè ïëîñêîé âîëíû íà êîíòóðàõ ñ íåïðåðûâíîé êðè-

âèçíîé, èìåþùåé â îäíîé òî÷êå ñèíãóëÿðíîñòü âèäà (2.4), êîòîðóþ ìû

íàçûâàåì ã¼ëüäåðîâñêîé. Ïëàí èññëåäîâàíèÿ ïðèìåðíî òîò æå, ÷òî â [8℄,

íî ïî÷òè íè÷åì èç ïîëó÷åííûõ òàì ðåçóëüòàòîâ âîñïîëüçîâàòüñÿ íå óäàåò-

ñÿ. Ñíà÷àëà ìû îáðàùàåìñÿ ê âîëíîâîìó ïîëþ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷-

êè íåãëàäêîñòè êîíòóðà è ñòðîèì âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå. Íà áîëüøèõ ïî

ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû ðàññòîÿíèÿõ îò ñèíãóëÿðíîé òî÷êè, ñì. (2.10),

ìû ñøèâàåì âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå ñ ëó÷åâûìè �îðìóëàìè, ïîëó÷àÿ âû-

ðàæåíèå äëÿ äè�ðàãèðîâàííîé âîëíû. Äàëåå ìû îïèñûâàåì ïîëå â ïî-

ãðàíè÷íîì ñëîå, îêðóæàþùåì ïðåäåëüíûé ëó÷, îòòàëêèâàÿñü îò àíçàöà,

ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå Í. Â. Öåïåëåâà [21℄. Ïîñòðîåííàÿ àñèìïòîòèêà
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âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà D−3−λ, ãäå ïàðà-

ìåòð 0 < λ < 1 õàðàêòåðèçóåò îñîáåííîñòü êðèâèçíû êîíòóðà, ñì. (2.4).

Ïîäðîáíûé àíàëèç ëó÷åâûõ �îðìóë äëÿ îòðàæåííîé âîëíû, êîòîðîìó

ìû óäåëÿåì ìíîãî âíèìàíèÿ, ïîêàçûâàåò, ÷òî âûáðàííûé àíçàö ìîæåò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ëèøü íà ðàññòîÿíèÿõ îò òî÷êè íåãëàäêîñòè êîíòóðà, ìàëûõ

ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Â òî æå âðåìÿ, âûðà-

æåíèå äëÿ äè�ðàãèðîâàííîé âîëíû ïðèãîäíî è íà á�îëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.

�2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì C, ñì. ðèñóíîê 2.1, âîë-
íîâîå ïîëå u = u(x, y) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2

)
u = 0. (2.1)

Âîëíîâîå ÷èñëî k âåëèêî:

k → ∞, (2.2)

ñîîòâåòñòâåííî äëèíà âîëíû ìàëà, è ìû èìååì äåëî ñ êîðîòêîâîëíîâûì

ñëó÷àåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t
èìååò âèä e−iωt

. Çäåñü ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, ñâÿçàííàÿ ñ k ñîîòíîøåíè-

åì ω/c = k, è c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, êîòîðàÿ ïðèíèìàåòñÿ

ðàâíîé åäèíèöå: c = 1.
Íà êîíòóðå C âûïîëíåííî ãðàíè÷íîå óñëîâèå Äèðèõëå

u|C = 0. (2.3)

Êðèâèçíà êîíòóðà æ = æ(s) ãëàäêàÿ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè O, â
ìàëîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé æ îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé

æ(s) = æ0 + hsλ+, 0 < λ < 1. (2.4)

Çäåñü s � äëèíà äóãè êîíòóðà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò òî÷êè O, ñì. ðèñóíîê 2.1,
è ââåäåíî ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ �óíêöèè �ñ ïëþñèêîì� (ñì. [22℄)

sν+ =

{
0, ïðè s 6 0,

sν, ïðè s > 0,
Re ν > −1, (2.5)

à æ0 è h � íå çàâèñÿùèå îò áîëüøîãî ïàðàìåòðà k êîíñòàíòû, íà çíàê

êîòîðûõ íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, â ÷àñòíîñòè, æ0 ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ íóëþ, îäíàêî h 6= 0. Îñîáåííîñòü âèäà (2.4) ìû áóäåì íàçûâàòü

ã¼ëüäåðîâñêîé ñèíãóëÿðíîñòüþ.

Óñòðåìëÿÿ λ → 0, ìû ïðèäåì ê ñëó÷àþ ñêà÷êà êðèâèçíû, à óñòðåìëÿÿ

λ→ 1 � ê ñëó÷àþ ñêà÷êà åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. �åçóëüòàòû ñîîòâåòñòâó-

ùèõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ îáñóæäàþòñÿ â �6.
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β β

x

y

OC

diffracted

rays

limit ray

s

�èñ. 2.1. Äè�ðàãèðîâàííàÿ âîëíà è ïîãðàíè÷íûå ñëîè.

Ââåäåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x è y ñ öåíòðîì â òî÷êå O è îñüþ àáñöèññ,

íàïðàâëåííîé ïî êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó, òàê ÷òî x > 0 äëÿ òî÷åê êîíòóðà ñ
s > 0, ñì. ðèñóíîê 2.1. Ïóñòü ρ è φ � êëàññè÷åñêèå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû:

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, 0 6 ρ, −π < φ 6 π. (2.6)

Âîëíîâîå ïîëå áóäåì èñêàòü â âèäå

u = ui + uo, (2.7)

ãäå ui = ui(x, y) � ïàäàþùàÿ (in
ident) ïëîñêàÿ âîëíà ñ óãëîì ñêîëüæå-

íèÿ β, ñì. ðèñóíîê 2.1

ui = eik(x cos β−y sinβ), (2.8)

à uo = uo(x, y) � óõîäÿùàÿ (outgoing) âîëíà. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé

íåêàñàòåëüíîãî ïàäåíèÿ, òî åñòü β > ε > 0 ñ �èêñèðîâàííîé è íå çàâèñÿùåé
îò k êîíñòàíòîé ε.
Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè, ñì. [1,2℄, óõîäÿùàÿ âîëíà

â ñàìîì ãðóáîì ïðèáëèæåíèè åñòü ñóììà äâóõ âîëí:

uo = ur + ud. (2.9)

Çäåñü ur = ur(x, y) � âîëíà, ãåîìåòðè÷åñêè îòðàæåííàÿ îò ãëàäêèõ ÷àñòåé

êîíòóðà, à ud = ud(x, y) � âîëíà, äè�ðàãèðîâàííàÿ òî÷êîé åãî íåãëàä-

êîñòè. Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå íåêàñàòåëüíîãî ïàäåíèÿ ëó÷åâîé

ìåòîä, ñì., íàïðèìåð, [23℄, äàåò äëÿ ur ÿâíîå âûðàæåíèå, òåðÿþùåå ãëàä-
êîñòü íà ïðåäåëüíîì (ãåîìåòðè÷åñêè îòðàæåííîì îò ñèíãóëÿðíîé òî÷êè

êîíòóðà) ëó÷å. Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ëó÷åâîé �îðìóëû äëÿ ur ïðèâå-
äåíî â Ïðèëîæåíèè À. Äè�ðàãèðîâàííàÿ âîëíà ud, ñì. (2.9), íà áîëüøèõ
ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû ðàññòîÿíèÿõ, òî åñòü ïðè

kρ→ ∞, (2.10)
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ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé âîëíîé:

ud = A(φ)
eikρ√
kρ

[1 + E ] , (2.11)

ãäå E = E(ρ, φ) � íåðàâíîìåðíàÿ ïî óãëó ïîãðåøíîñòü. Ôóíêöèþ A(φ)
íàçûâàþò äè�ðàêöèîííûì êîý��èöèåíòîì, ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄. Äëÿ ïî-

äîáíûõ çàäà÷, ñì., íàïðèìåð, [2, 8, 18℄, õàðàêòåðíî îáðàùåíèå A è E â áåñ-

êîíå÷íîñòü íà ïðåäåëüíîì ëó÷å. ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ A è E â íàøåì

ñëó÷àå áóäóò ïîëó÷åíû â ðàçäåëå 3.8.2.

Ïðåäñòàâëåíèå (2.9) ïðèìåíèìî íå âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè:

âîêðóã ïðåäåëüíîãî ëó÷à âîçíèêàåò ïîãðàíè÷íûé ñëîé, � òàê íàçûâàåìàÿ

ïåðåõîäíàÿ çîíà � âûäåëåííûé íà ðèñóíêå 2.1 øòðèõîâêîé. Ïîñêîëüêó âû-

ðàæåíèå (2.11) èìååò ñìûñë òîëüêî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò òî÷êè O,
ñì. (2.10), îêîëî íåå âîçíèêàåò äðóãîé ïîãðàíè÷íûé ñëîé (çàêðàøåííàÿ

ñåðûì çîíà íà ðèñóíêå 2.1). Åãî ðàçìåð, êàê áóäåò óñòàíîâëåíî â ðàçäå-

ëå 3.8.2, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.31).

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë, îïèñûâà-

þùèõ âëèÿíèå ã¼ëüäåðîâñêîé ñèíãóëÿðíîñòè êðèâèçíû íà óõîäÿùåå âîë-

íîâîå ïîëå. Ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ áóäåò ðàçâèò â

ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O è âáëèçè ïðåäåëüíîãî ëó÷à, ñì. ðèñóíîê 2.1.

�3. Îêðåñòíîñòü òî÷êè O. Âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå

3.1. Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè O. Òî÷êó íàáëþ-
äåíèÿ M , ëåæàùóþ âáëèçè òî÷êè O, áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü îðòîãîíàëü-

íûìè êîîðäèíàòàìè s è n, ãäå n � äëèíà îòðåçêà íîðìàëè, îïóùåííîé

èç M íà êîíòóð C, ñì. ðèñóíîê 3.1. Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè îáëàñòè

n > 0. Àíàëîãîì ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò (2.6) â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O
ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû r è ϕ:

s = r cosϕ, n = r sinϕ, 0 6 r, −π < ϕ 6 π. (3.1)

x

y

C

n

O

M

s

�èñ. 3.1. Êîîðäèíàòû s è n.
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Ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíûõ �îðìóë äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè,

ñì., íàïðèìåð, [24℄, íåòðóäíî, êàê â [8℄, âûðàçèòü êîîðäèíàòû x è y òî÷-

êè M ÷åðåç s è n:




x = s+æ0ns+
hns1+λ

+

1 + λ
+O

(
æ2
0r

3
)
+O

(
h2r3+λ

)
,

y = n− æ0s
2

2
− hs2+λ

+

(2 + λ)(1 + λ)
+O

(
æ2
0r

3
)
+O

(
h2r3+λ

)
.

(3.2)

Èç (3.2) ìãíîâåííî ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïîëÿðíûå êî-

îðäèíàòû (2.6) è èõ ëîêàëüíûé àíàëîã (3.1):

r = ρ
[
1 +O

(
æ0ρ

)
+O

(
hρ1+λ

)]
, ϕ = φ

[
1 +O

(
æ0ρ

)
+O

(
hρ1+λ

)]
, (3.3)

òàê ÷òî r ≈ ρ è ϕ ≈ φ â îáëàñòè, ãäå

æ0ρ→ 0, hρ1+λ → 0. (3.4)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè æ0 6= 0 âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (3.4) ñëåäóåò èç ïåðâî-

ãî, òî åñòü îáëàñòü, õàðàêòåðèçóåìàÿ ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì, �óæå îáëàñòè,

õàðàêòåðèçóåìîé âòîðûì.

Âåçäå äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì óñëîâèÿ (3.4) âûïîëíåííûìè.

3.2. Ïàäàþùàÿ âîëíà â ðàñòÿíóòûõ êîîðäèíàòàõ. Âîëíîâîå ïîëå â

ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O óäîáíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ

ðàñòÿíóòûõ êîîðäèíàò S è N , ñì., íàïðèìåð, [25, 26℄:

S = ks, N = kn. (3.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî �àçà ïàäàþùåé âîëíû (2.8) â êîîðäèíàòàõ (3.5) ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ðÿä ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì áîëüøîãî ïàðàìåòðà k, ñì. (3.2):

x cos β − y sinβ =
S cos β −N sin β

k
+

æ0

k2

(sinβ
2

S2 + cos β NS
)

+
h

k2+λ

( sin β

(1 + λ)(2 + λ)
S2+λ
+ +

cos β

1 + λ
NS1+λ

+

)
+ . . . , k → ∞.

(3.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O ïàäàþùàÿ âîëíà èìååò âèä

ui = ui0 +
æ0

k
ui1 +

h

k1+λ
ui1+λ + . . . , k → ∞, (3.7)

ãäå �óíêöèè ui0 = ui0(S,N), ui1 = ui1(S,N) è ui1+λ = ui1+λ(S,N) îïðåäåëÿ-
þòñÿ âûðàæåíèÿìè

ui0 = ei(S cos β−N sinβ), ui1 = i
(sin β

2
S2 + cos β NS

)
ei(S cos β−N sinβ),

ui1+λ = i
( sin β

(1 + λ)(2 + λ)
S2+λ
+ +

cosβ

1 + λ
NS1+λ

+

)
ei(S cos β−N sinβ)

(3.8)
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è íå çàâèñÿò îò h.
Àíàëîãè÷íî âûãëÿäèò âûòåêàþùàÿ èç ëó÷åâîé �îðìóëû, ñì. [23℄, àñèìï-

òîòèêà îòðàæåííîé âîëíû, ïîëó÷åíèå êîòîðîé ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè À.

3.3. Îïåðàòîð �åëüìãîëüöà â ðàñòÿíóòûõ êîîðäèíàòàõ. Ýëåìåí-

òàðíûå �îðìóëû äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ñì., íàïðèìåð, [24℄, ïîç-

âîëÿþò çàïèñàòü îïåðàòîð �åëüìãîëüöà â ðàñòÿíóòûõ êîîðäèíàòàõ S è N :

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2 = k2

(
L0 +

æ0

k
L1 +

h

k1+λ
L1+λ + . . .

)
, k → ∞, (3.9)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

L0 =
∂2

∂N2
+

∂2

∂S2
+ 1, L1 = −2N

∂2

∂S2
+

∂

∂N
,

L1+λ = −2NSλ
+

∂2

∂S2
+ Sλ

+

∂

∂N
− λNS−1+λ

+

∂

∂S
.

(3.10)

Ôóíêöèè Sν
+ îïðåäåëåíû â (2.5).

3.4. Âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå. Ìû áóäåì èñêàòü âíóòðåííåå ðàçëîæå-

íèå äëÿ óõîäÿùåé âîëíû â âèäå, àíàëîãè÷íîì (3.7):

uo = Uo

0 +
æ0

k
Uo

1 +
h

k1+λ
Uo

1+λ + . . . , k → ∞, (3.11)

ãäå Uo

0 = Uo

0 (S,N), Uo

1 = Uo

1 (S,N) è Uo

1+λ = Uo

1+λ(S,N). Íàñ èíòåðåñóåò
òîëüêî ëèíåéíûé ïî h ÷ëåí Uo

1+λ.

3.5. Çàäà÷è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (3.7) è (3.11) â óðàâíåíèå

�åëüìãîëüöà (2.1) è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.3) è ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ êîý�-

�èöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ k, ïîëó÷èì çàäà÷è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Çàäà÷à äëÿ

Uo

1+λ èìååò âèä

{
L0U

o

1+λ + L1+λU
o

0 = 0,

Uo

1+λ

∣∣
N=0

= − ui1+λ

∣∣
N=0

,

(3.12a)

(3.12b)

à äëÿ Uo

0 �

{
L0U

o

0 = 0,

Uo

0 |N=0 = − ui0
∣∣
N=0

.

(3.13a)

(3.13b)

Îïåðàòîðû L0 è L1+λ ââåäåíû â (3.10), �óíêöèè ui0 è ui1+λ îïðåäåëåíû

â (3.8). Èìåÿ â âèäó ñøèâàíèå ñ óõîäÿùåé âîëíîé, äîïîëíèì çàäà÷è ïîãðà-

íè÷íîãî ñëîÿ òèïè÷íûì äëÿ òåîðèè äè�ðàêöèè êîðîòêèõ âîëí òðåáîâàíè-

åì, ÷òîáû èõ ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿëè ïðèíöèïó ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ,

ñì., íàïðèìåð, [5, 26℄. À èìåííî, çàìåíà 1 íà 1 + iδ, δ > 0, â âûðàæåíèè
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äëÿ L0, ñì. (3.10), ïðèâîäèò ê çàäà÷àì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò åäèí-

ñòâåííîå óáûâàþùåå ïðè N → ∞ ðåøåíèå. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä δ → 0
âûäåëÿåò íóæíûå íàì ðåøåíèÿ èñõîäíûõ çàäà÷ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à äëÿ Uo

1 îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è (3.12) çàìåíîé L1+λ

è ui1+λ íà L1 è u
i

1 ñîîòâåòñòâåííî. Ñøèâàíèå �óíêöèè U
o

1 ñ ëó÷åâîé �îð-

ìóëîé äëÿ îòðàæåííîé âîëíû îáñóæäàåòñÿ â Ïðèëîæåíèè À.

3.6. �åøåíèå çàäà÷è (3.13). Çàäà÷à (3.13) ðåøàåòñÿ ìãíîâåííî:

Uo

0 = −ei(S cos β+N sinβ). (3.14)

Âîïðîñ î ñøèâàíèè âûðàæåíèÿ (3.14) ñ îòðàæåííîé âîëíîé áóäåò ðàññìîò-

ðåí â Ïðèëîæåíèè À.

3.7. Èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.12). Ñ ó÷åòîì �îðìóë (3.8),

(3.10) è (3.14), çàäà÷à (3.12) ïðèíèìàåò âèä:





(
∂2

∂S2
+

∂2

∂N2
+ 1

)
Uo

1+λ

=
(
(i sin β + 2cos2 β N)Sλ

+ − iλ cos β NS−1+λ
+

)
ei(S cos β+N sinβ),

Uo

1+λ

∣∣
N=0

= − i sin β

(1 + λ)(2 + λ)
S2+λ
+ eiS cos β.

(3.15a)

(3.15b)

Òåõíè÷åñêè óäîáíî ïðåäñòàâèòü Uo

1+λ êàê ñóììó äâóõ �óíêöèé

Uo

1+λ =W + V, (3.16)

ãäå W =W (S,N) è V = V (S,N) � ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ çàäà÷





(
∂2

∂S2
+

∂2

∂N2
+ 1

)
W

=
(
(i sin β + 2cos2 β N)Sλ

+ − iλ cos β NS−1+λ
+

)
ei(S cos β+N sinβ),

W |N=0 =
i sin β

(1 + λ)(2 + λ)
S2+λ
+ eiS cos β ,

(3.17a)

(3.17b)

è 



(
∂2

∂S2
+

∂2

∂N2
+ 1

)
V = 0,

V |N=0 = − 2i sin β

(1 + λ)(2 + λ)
S2+λ
+ eiS cos β.

(3.18a)

(3.18b)

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèíöèïîì ïðåäåëü-

íîãî ïîãëîùåíèÿ.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è (3.17) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

W = i

(
sin β

(1 + λ)(2 + λ)
S2+λ
+ − cos β

1 + λ
NS1+λ

+

)
ei(S cos β+N sinβ). (3.19)

Êàê ïîêàçàíî â Ïðèëîæåíèè À, îíà ñøèâàåòñÿ ñ îòðàæåííîé âîëíîé, à

ïîòîìó íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ èíòåðåñà.

3.8. Èññëåäîâàíèå �óíêöèè V . �åøåíèå çàäà÷è (3.18) áóäåì èñêàòü â

âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå

V (S,N) =
1

2π

+∞∫

−∞

µ(σ,N) eiσSdσ (3.20)

ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ µ(σ,N). Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè

S2+λ
+ eiS cos β

äàåòñÿ âûðàæåíèåì

̂(S2+λ
+ eiS cos β)(σ) = ei(1−λ)π

2 Γ(3 + λ)(σ − cos β − i0)−3−λ, (3.21)

ãäå, ñîãëàñíî �åëü�àíäó è Øèëîâó [22℄, âûáðàíà ãëàâíàÿ âåòâü �óíêöèè

( · )−3−λ
. Èç (3.18) è (3.21) âûòåêàåò, ÷òî µ(σ,N) óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåí-

íîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

( ∂2

∂N2
+ 1− σ2

)
µ = 0 (3.22)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

µ|N=0 = 2 sin β e−iπ
2
λΓ(1 + λ)(σ − cos β − i0)−3−λ. (3.23)

Çàäà÷à (3.22), (3.23) èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ:

µ = 2 sin β e−iπ
2
λΓ(1 + λ)(σ − cos β − i0)−3−λ e±iN

√
1−σ2

. (3.24)

Âåòâü êâàäðàòíîãî êîðíÿ âûáåðåì òàê, ÷òî ïðè −1 < σ < 1 åãî çíà÷åíèÿ

ïîëîæèòåëüíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðåçû ïëîñêîñòè ïîêàçàíû íà ðèñóí-

êå 3.2 âîëíèñòûìè ëèíèÿìè. Äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â (3.20) íà áåñêî-

íå÷íîñòè âîçüìåì ðåøåíèå (3.24) ñî çíàêîì ïëþñ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû.

�åãóëÿðèçóÿ èíòåãðàë (3.20) ñ ïîìîùüþ ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 3.2 äå�îð-

ìàöèè êîíòóðà, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ ðåøåíèÿ V
çàäà÷è (3.18):

V (r, ϕ) = e−iπ
2
λΓ(1 + λ)

sin β

π

∫

γ

eikr(
√
1−σ2 sinϕ+σ cosϕ)

(σ − cos β)3+λ
dσ. (3.25)

Îáîçíà÷åíèÿ r è ϕ ââåäåíû â (3.1). �àçðåç, ñîîòâåòñòâóþùèé �óíêöèè

(σ − cos β)−3−λ
, ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3.2 øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé.
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Reσ−1

1

cos'

cosβ

γ

�èñ. 3.2. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.25).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ hV/k1+λ
, êîòîðàÿ, â

îòëè÷èå îò V , èìååò ñìûñë àääèòèâíîé ÷àñòè âîëíîâîãî ïîëÿ. Â îáëàñòè

kρ → ∞, ñì. (2.10), ìû áóäåì èññëåäîâàòü åå, îïèðàÿñü íà ñòàíäàðòíóþ

àñèìïòîòè÷åñêóþ òåõíèêó, ñì., íàïðèìåð, [27, 28℄. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îá-

ùåïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèåé, ìåäëåííî ìåíÿþùèéñÿ ìíîæèòåëü ïîäûíòå-

ãðàëüíîé �óíêöèè â (3.25) ìû áóäåì íàçûâàòü àìïëèòóäîé, à ïîêàçàòåëü

áûñòðî ìåíÿþùåéñÿ ýêñïîíåíòû � �àçîé. Âêëàäû â àñèìïòîòèêó �óíê-

öèè hV/k1+λ
äàþò êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà �àçû σ = cosϕ è òî÷êà âåòâëåíèÿ

àìïëèòóäû σ = cosβ.
Âåçäå äàëåå óñëîâèå (2.10) ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì.

3.8.1. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà �àçû íå áëèçêà ê òî÷êå âåòâëåíèÿ àìïëèòó-

äû. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà �àçû äîñòàòî÷íî óäà-

ëåíà îò òî÷êè âåòâëåíèÿ àìïëèòóäû, òàê ÷òî àñèìïòîòèêà (3.25) ìîæåò

áûòü íàéäåíà ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ïåðåâàëà, ñì., íàïðèìåð, [27℄. Ëèíèÿ

íàèáûñòðåéøåãî ñïóñêà â êðèòè÷åñêîé òî÷êå �àçû σ = cosϕ îáðàçóåò ñ ïî-

ëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ óãîë 3π/4. Â ñëó÷àå cos β > cosϕ
ìû äå�îðìèðóåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, ñì. ðèñóíîê 3.2, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå 3.3, à â ñëó÷àå cos β < cosϕ � êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.4.

Reσ−1 1
cos' cosβ

3π

4

�èñ. 3.3. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.25) ïðè cos β > cosϕ.

Reσ−1 1
cos'cosβ

3π

4

�èñ. 3.4. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.25) ïðè cos β < cosϕ.
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Â ðåçóëüòàòå äëÿ �óíêöèè hV/k1+λ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

hV

k1+λ
=

(
− 2ikh (s sin β − n cosβ)2+λ

+

(1 + λ)(2 + λ)(sin β)1+λ
eik(s cos β+n sinβ)

+ Ã(ϕ)
eikr√
kr

)[
1 +O

( 1

kr(ϕ− β)2

)]
,

(3.26)

ãäå

Ã(ϕ) =

√
2

π

Γ(1 + λ)

k1+λ

h sinϕ sin β

(cosϕ− cos β)3+λ
e−iπ

4
−iλπ

2 . (3.27)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â êðóãëûõ ñêîáêàõ îïèñûâàåò âêëàä òî÷êè âåòâëåíèÿ è

ñøèâàåòñÿ ñ îòðàæåííîé âîëíîé, ñì. Ïðèëîæåíèå À. Âêëàä êðèòè÷åñêîé

òî÷êè �àçû äàåòñÿ âòîðûì ñëàãàåìûì è îïèñûâàåò äè�ðàãèðîâàííóþ âîë-

íó.

Ïîãðåøíîñòè â (3.26) ìàëû ïðè óñëîâèè

√
kρ |φ− β| → ∞, (3.28)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà íàáëþäåíèÿ ðàñïîëîæåíà íå ñëèøêîì áëèçêî

ê ïðåäåëüíîãî ëó÷ó.

3.8.2. Ñøèâàíèå âûðàæåíèé (2.11) è (3.26). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèÿ (3.28) âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.26) ñøèâàåòñÿ ñ

öèëèíäðè÷åñêîé âîëíîé (2.11).

Ñðàâíèâàÿ (2.11) è (3.26) ñ ó÷åòîì (3.3), ïîëó÷èì, ÷òî A(φ) = Ã(φ),
ñì. (3.27), E = O

(
1/kρ(φ − β)2

)
, è äè�ðàãèðîâàííàÿ âîëíà ud èìååò âèä

ud = Ã(φ)
eikρ√
kρ

[
1 +O

( 1

kρ(φ− β)2

)]
. (3.29)

Ìàëîñòü îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â (3.29) îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.28).

Âûðàæåíèå äëÿ äè�ðàãèðîâàííîé âîëíû (3.29) äîïóñêàåò ðàñïðîñòðàíå-

íèå íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì (3.4).

Èç (3.3) âûòåêàåò, ÷òî

Ã(ϕ)
eikr√
kr

= Ã(φ)
eikρ√
kρ

[
1 +O

(
kæ0ρ

2
)
+O

(
khρ2+λ

)]
. (3.30)

Â îáëàñòè, ãäå íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

kæ0ρ
2 → 0, khρ2+λ → 0, (3.31)

âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.26) è âûðàæåíèå (3.29) íå ñøèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âîêðóã òî÷êè O õàðàêòåðè-

çóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.31). Îòìåòèì, ÷òî ïðè æ0 = 0 ïîãðàíè÷íûé ñëîé

øèðå, ÷åì ïðè æ0 6= 0, ñð. (3.4).
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3.8.3. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà �àçû áëèçêà ê òî÷êå âåòâëåíèÿ àìïëèòóäû.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà óñëîâèå (3.28) íå âûïîëíÿåòñÿ, è àíàëèç

èíòåãðàëà â (3.25) òðåáóåò ìîäè�èêàöèè ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ïåðåâàëà.

Ïóñòü òî÷êà íàáëþäåíèÿ ðàñïîëîæåíà âáëèçè ïðåäåëüíîãî ëó÷à, à èìåííî

(kρ)
1
3 (φ− β) → 0, (3.32)

è ïî-ïðåæíåìó âûïîëíåíî óñëîâèå (2.10). Â ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êè �àçû ââåäåì ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ σ = cosϕ + ζ sinϕ.
Ñëåäóÿ, íàïðèìåð, Ýðäåéè [28℄, ðàçëîæèì �àçó (3.25) äî êâàäðàòè÷íûõ

÷ëåíîâ è ðàñïðîñòðàíèì èíòåãðèðîâàíèå íà âñþ îñü:

hV

k1+λ
= e−iπ

2
λ Γ(1 + λ)h

π(k sin β)1+λ
eikr

×
∫

1 +O(ϕ− β) +O
(
krζ3

)

(ζ − (ϕ− β))3+λ
exp

(
− ikr

2
ζ2
)
dζ.

(3.33)

Àñèìïòîòèêó ïðàâîé ÷àñòè (3.33) íåòðóäíî âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöèþ ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà D−3−λ, ñì. Ïðèëîæåíèå Á:

hV

k1+λ
=

√
2

π

Γ(1 + λ)ei
λπ
4

(sin β)1+λ

hr1+
λ
2

k
λ
2

eikr−i z
2

2 D−3−λ

(√
2 ze−iπ

4

)

×
[
1 +O

(
kr(ϕ− β)3

)
+O

( 1√
kr

)]
.

(3.34)

Çäåñü ââåäåíà ïåðåìåííàÿ

z =

√
kr

2
(ϕ− β), (3.35)

÷àñòî âîçíèêàþùàÿ ïðè îïèñàíèè ïåðåõîäíûõ çîí: z2 ïðèáëèæåííî ðàâíÿ-
åòñÿ ðàçíîñòè �àç ïëîñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé âîëí, ñì. [2℄, è îáðàùàåòñÿ

â íóëü íà ïðåäåëüíîì ëó÷å.

Ìàëîñòü îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ â (3.34) îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿìè (2.10)

è (3.32). Ìû îïóñêàåì ïðîöåäóðó èõ ïîëó÷åíèÿ, îíà âïîëíå àíàëîãè÷íà

îïèñàííîé â [8℄.

3.8.4. Ñøèâàíèå âûðàæåíèé (3.26) è (3.34). Ïîêàæåì, ÷òî â îáëàñòè, ãäå

âûïîëíåíû îáà óñëîâèÿ (3.28) è (3.32), àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (3.26)

è (3.34) äëÿ �óíêöèè hV/k1+λ
ñøèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Â ñàìîì äåëå,

çàìåíÿÿ â (3.34) �óíêöèþ D−3−λ åå àñèìïòîòèêîé ïðè |z| → ∞, ñì. (Á.2)
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è (Á.3), è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ z (3.35), ïîëó÷èì

hV

k1+λ
=
(
− 2ikh (r(β−ϕ))2+λ

+

(1+λ)(2+λ)(sin β)1+λ
eikr

(
1−(ϕ−β)2

2

)

+

√
2

π

Γ(1+λ)

(k sin β)1+λ
h e−iπ

4
−iλπ

2

(β−ϕ)3+λ
eikr√
kr

)[
1+O(kr(ϕ−β)3)+O

( 1

kr(ϕ−β)2
)]
.

(3.36)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãëàâíûå ÷ëåíû (3.26) è (3.36) ñîâïàäàþò.

�4. Îêðåñòíîñòü ïðåäåëüíîãî ëó÷à. Àíçàö Í. Â. Öåïåëåâà

Îáðàòèìñÿ ê îïèñàíèþ âîëíîâîãî ïîëÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, îêðóæàþ-

ùåì ïðåäåëüíûé ëó÷ (çàøòðèõîâàííàÿ çîíà íà ðèñóíêå 2.1).

4.1. Òî÷íûå ðåøåíèÿ Í. Â. Öåïåëåâà. Â ðàáîòå [21℄, êîòîðàÿ ïîñâÿ-

ùåíà îïèñàíèþ êîðîòêîâîëíîâîãî ïîëÿ â îáëàñòè ñëèÿíèÿ âîëí ðàçëè÷íîé

ïðèðîäû, Í. Â. Öåïåëåâ ââåë ñåìåéñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �åëüì-

ãîëüöà:

U(ξ, η) = CD− 1−q
2

(√
2k ξe−iπ

4
)
D− 1+q

2

(√
2k ηe−iπ

4
)
. (4.1)

Çäåñü ξè η� êëàññè÷åñêèå ïàðàáîëè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ñì., íàïðèìåð, [29℄,

Dν � �óíêöèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà, ñì. Ïðèëîæåíèå Á, C ∈ C �

àìïëèòóäíàÿ êîíñòàíòà, q ∈ C � ïàðàìåòð ðàçäåëåíèÿ. Èç àñèìïòîòè-

÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ �óíêöèé ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà ñëåäóåò, ÷òî

ïðè óäàëåíèè îò ïðåäåëüíîãî ëó÷à êîíñòðóêöèÿ Öåïåëåâà îïèñûâàåò ñóì-

ìó ïëîñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé âîëí, ñì. [21℄.

Â íàøåé çàäà÷å âáëèçè ïðåäåëüíîãî ëó÷à ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå îòðàæåí-

íîé âîëíû è öèëèíäðè÷åñêîé äè�ðàãèðîâàííîé âîëíû (3.29). Ïîêàæåì,

÷òî âîëíîâîå ïîëå â åãî îêðåñòíîñòè, ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå êîíñòàíò C
è q, îïèñûâàåòñÿ îäíîé èç �óíêöèé ñåìåéñòâà (4.1). �àçìåð ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî îòðàæåííàÿ âîëíà

áëèçêà ê ïëîñêîé, ñì. Ïðèëîæåíèå À.

Ñëåäóÿ [21℄, ââåäåì ïàðàáîëè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ =
√

2ρ cos
(φ− β

2

)
, η =

√
2ρ sin

(φ− β

2

)
, (4.2)

ñì. (2.6). Òîãäà â óçêîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî ëó÷à êîîðäèíàòíûå ëè-

íèè ξ èäóò ïðèáëèçèòåëüíî âäîëü íåãî, à êîîðäèíàòíûå ëèíèè η � ïîïåðåê.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî kρ → ∞, ñì. (2.10), �óíêöèþ D− 1−q
2

â (4.1) ìîæíî

çàìåíèòü åå àñèìïòîòèêîé, ñì. (Á.2):

U = C̃
(√
k ξ

)− 1−q
2 eik

ξ2

2 D− 1+q
2

(√
2k ηe−iπ

4
)[
1 +O

( 1

kξ2

)]
. (4.3)
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4.2. Ñøèâàíèå âûðàæåíèé (3.34) è (4.3) â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷-

êè O. �àññìîòðèì îáëàñòü âáëèçè ïðåäåëüíîãî ëó÷à â ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè O, ãäå âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (3.31) è (3.32), à âîëíîâîå ïîëå îïè-

ñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (3.34). Ñðàâíèâàÿ (3.34) ñ (4.3) ñ ó÷åòîì (3.3) è (4.2),

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà ðàçäåëåíèÿ q

q = 5 + 2λ (4.4)

è êîíñòàíòû C̃ â �îðìóëå (4.3)

C̃ =
Γ(1 + λ)ei

λπ
4

√
π (

√
2 k sinβ)1+λ

h. (4.5)

Òåïåðü âûðàæåíèå (4.3) â îáëàñòè |φ− β| → 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

U =

√
2

π

Γ(1 + λ)ei
λπ
4

(sin β)1+λ

hρ1+
λ
2

k
λ
2

eikρ
(
1− (φ−β)2

4

)
D−3−λ

(√
kρ (φ− β) e−iπ

4
)

×
[
1 +O

(
(φ− β)2

)
+O

(
kρ(φ− β)4

)
+O

( 1

kρ

)]
.

(4.6)

Ìàëîñòü ïîïðàâî÷íûõ ÷ëåíîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿìè (2.10) è (3.32).

Î÷åâèäíî, (4.6) àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ (3.34) â ïîãðàíè÷íîì ñëîå

îêîëî òî÷êè O, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.31).

4.3.Ñøèâàíèå âûðàæåíèÿ (4.3) ñ óõîäÿùèì ïîëåì âíå ìàëîé îêðå-

ñòíîñòè òî÷êè O. �àññìîòðèì òåïåðü îáëàñòü, ãäå íå âûïîëíåíû îãðàíè-

÷åíèÿ (3.31). Ïóñòü |φ−β| → 0, íî â òîæå âðåìÿ âûïîëíåíî óñëîâèå (3.28).
Çàïèøåì (4.3) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñ ïîìîùüþ (4.2), ïîäñòàâëÿÿ âûðà-

æåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà ðàçäåëåíèÿ (4.4) è êîíñòàíòû (4.5) è çàìåíÿÿ �óíê-

öèþ D−3−λ åå àñèìïòîòèêîé, ñì. (Á.2) è (Á.3):

U=
(
−ikh(ρ(φ−β))

2+λ
+

(sin β)1+λ
eik(x cos β+y sinβ)

+

√
2

π

hΓ(1+λ)e−iπ
4
−iλπ

2

(k sin β)1+λ(β−φ)3+λ
eikρ√
kρ

)[
1+O((β−φ)2)+O

( 1

kρ(φ−β)2
)]
.

(4.7)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ñøèâàåòñÿ ñ äè�ðàãèðîâàííîé âîë-

íîé, ñì. (3.29) è (3.27).

Â Ïðèëîæåíèè À ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4.7) ñøèâàåòñÿ ñ

îòðàæåííîé âîëíîé, åñëè ïîìèìî (2.10) è (3.28) âûïîëíåíû (íå ïðîòèâî-

ðå÷àùèå (3.28)) óñëîâèÿ (3.4) è

kæ0ρ
2(φ− β)2 → 0, kh(ρ|φ − β|)2+λ → 0. (4.8)
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Òàêèì îáðàçîì, âëèÿíèå ã¼ëüäåðîâñêîé ñèíãóëÿðíîñòè êðèâèçíû íà óõî-

äÿùåå âîëíîâîå ïîëå â óçêîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî ëó÷à îïèñûâàåòñÿ

âûðàæåíèåì (4.3) ñ âûáðàííûìè ñîãëàñíî (4.4) è (4.5) ïàðàìåòðîì ðàçäå-

ëåíèÿ q è êîíñòàíòîé C̃. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ýòîãî îïèñàíèÿ õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.4) è (4.8).

�5. Ñëó÷àé ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Íåéìàíà

Âïîëíå àíàëîãè÷íî èññëåäóåòñÿ çàäà÷à äè�ðàêöèè íà ã¼ëüäåðîâñêîé

ñèíãóëÿðíîñòè êðèâèçíû â ñëó÷àå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Íåéìàíà:

∂u

∂n

∣∣∣∣
C

= 0. (5.1)

Äè�ðàêöèîííûé êîý��èöèåíò, ñì. ðàçäåë 2, òåïåðü èìååò âèä

A(φ) =

√
2

π

Γ(1 + λ)

k1+λ

h(cos β cosφ− 1)

(cosφ− cos β)3+λ
e−iπ

4
−iλπ

2 , (5.2)

ñð. (3.27), âáëèçè ïðåäåëüíîãî ëó÷à ñîõðàíÿþòñÿ �îðìóëû (4.3) è (4.4), à

�îðìóëà (4.5) çàìåíÿåòñÿ íà

C̃ = − Γ(1 + λ)ei
λπ
4

√
π (

√
2 k sin β)1+λ

h. (5.3)

Ñðàâíèâàÿ (4.5) è (5.3), âèäèì, ÷òî âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå âëèÿíèå

íåãëàäêîñòè êðèâèçíû íà âîëíîâîå ïîëå ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå

è Íåéìàíà, îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì.

�6. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ìû ïðèìåíèëè ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â çàäà÷å äè-

�ðàêöèè êîðîòêèõ âîëí íà êîíòóðå ñ ã¼ëüäåðîâñêîé ñèíãóëÿðíîñòüþ êðè-

âèçíû. Âîëíîâîå ïîëå îïèñàíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè íåãëàäêîñòè, ðàçìåð

êîòîðîé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.31). Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü

âûðàæåíèå äëÿ äè�ðàêöèîííîãî êîý��èöèåíòà, èìåþùåå ñòåïåííóþ îñî-

áåííîñòü íà ïðåäåëüíîì ëó÷å, è ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ âáëèçè

ïðåäåëüíîãî ëó÷à ÷åðåç �óíêöèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà D−3−λ, ñïðà-

âåäëèâîå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.4) è (4.8).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè óñòðåìëåíèè â (2.4) ïàðàìåòðà λ ê íóëþ, ã¼ëüäåðîâ-

ñêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü êðèâèçíû ïåðåõîäèò â ñêà÷îê, è, ñîîòâåòñòâåííî, âñå

ïîñòðîåííûå íàìè �îðìóëû ïåðåõîäÿò â ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [8℄. Âûðà-

æåíèÿ äëÿ äè�ðàêöèîííûõ êîý��èöèåíòîâ (3.27) è (5.2) â ýòîì ñëó÷àå

ñîâïàäàþò ñ íàéäåííûìè ðàíåå â ðàáîòàõ [9�11, 18, 19℄. Åñëè æå λ → 1,
òî ìîæíî ïðîñëåäèòü ïåðåõîä (3.27) è (5.2) â �îðìóëû, êîòîðûå áûëè
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ïîëó÷åíû äëÿ ñëó÷àÿ ñêà÷êà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé êðèâèçíû â [18℄. �àçâè-

òàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå òåõíèêà îáîáùåíà íà ñëó÷àé íåãëàäêîé ïðîèçâîä-

íîé êðèâèçíû ïîðÿäêà j, j = 1, 2, . . . , è èìïåäàíñíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ â

íåäàâíåé çàìåòêå [30℄.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â. Ì. Áàáè÷à, À. ß. Êàçàêîâà, À. È. Íàçàðîâà è

Â. Ý. Ïåòðîâà çà èíòåðåñ ê ðàáîòå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ïðèëîæåíèå �À. Èññëåäîâàíèå ëó÷åâîé �îðìóëû äëÿ îòðàæåííîé

âîëíû

Ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå êëàññè÷åñêîé, ñì., íàïðèìåð, [23℄, ëó÷åâîé �îð-

ìóëû äëÿ îòðàæåííîé âîëíû ur íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò òî÷êè O.
Íà÷íåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèé. Ïóñòü òî÷êå íàáëþäåíèÿ M =

(x, y) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà îòðàæåíèÿ R = (X,Y ), ñì. ðèñóíîê À.1. Çàêîí

ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðàæåíèÿ ãëàñèò, ÷òî

β + ψ = γ − ψ, (À.1)

ãäå ψ � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëå-

íèåì îñè àáñöèññ â òî÷êå R, à γ � óãîë ìåæäó îñüþ àáñöèññ è îòðàæåííûì

ëó÷îì RM . �àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M è R îáîçíà÷èì ÷åðåç l.
Ëó÷åâàÿ �îðìóëà äëÿ îòðàæåííîé âîëíû âî ââåäåííûõ íàìè îáîçíà÷å-

íèÿõ èìååò âèä

ur = −
(
1 +

2æl

sin(β + ψ)

)− 1
2
eikτ

(
1 +O

(1
k

))
, k → ∞. (À.2)

Çäåñü çíà÷åíèå êðèâèçíû æ áåðåòñÿ â òî÷êå îòðàæåíèÿ R, à τ = τ(x, y) �
çíà÷åíèå ýéêîíàëà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ M :

τ(x, y) = τ(X,Y ) + l. (À.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî

l = (x−X) cos γ + (y − Y ) sin γ

= (x−X) cos(β + 2ψ) + (y − Y ) sin(β + 2ψ),
(À.4)

ñì. ðèñóíîê À.1. Çíà÷åíèå ýéêîíàëà τ(X,Y ) â òî÷êå R ðàâíî çíà÷åíèþ

�àçû ïàäàþùåé âîëíû (2.8):

τ(X,Y ) = X cos β − Y sinβ. (À.5)
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β
γ

M
y

x

R

l

O

�èñ. À.1. Îòðàæåíèå îò ãëàäêîé ÷àñòè êîíòóðà.

Çàïèøåì àñèìïòîòèêó âûðàæåíèÿ (À.2) âáëèçè òî÷êè O. Èç õîðîøî

èçâåñòíûõ �îðìóë X ′(s) = cosψ, Y ′(s) = sinψ, è ψ′(s) = −æ(s), ñì.,
íàïðèìåð, [24℄, ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå R

ψ = −æ0s−
hs1+λ

+

1 + λ
, X = s+O

(
æ2
0s

3
)
+O

(
h2s3+2λ

)
,

Y = −æ0s
2

2
− hs2+λ

+

(1 + λ)(2 + λ)
+O

(
æ2
0s

3
)
+O

(
h2s3+2λ

)
,

(À.6)

s→ 0. Çàìåòèì, ÷òî èç (À.1) âûòåêàåò ðàâåíñòâî tg(β+2ψ) = tg γ, êîòîðîå
íàì óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

tg β + tg 2ψ

1− tg β tg 2ψ
=
y − Y

x−X
. (À.7)

Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèÿ (À.6) â (À.7) è ó÷èòûâàÿ áëèçîñòü òî÷êè R ê O,
íàéäåì:

s =
ρ sin(β − φ)

sin β

(
1 +O (æ0ρ) +O

(
hρ1+λ

))
. (À.8)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.4) ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû ìàëû.

Ñ ïîìîùüþ �îðìóë (À.4), (À.5), (À.6) è (À.8) ïîëó÷èì çíà÷åíèå ýéêî-

íàëà (À.3) â òî÷êå íàáëþäåíèÿ M :

τ(x, y) = x cos β + y sinβ +æ0
(x sin β − y cos β)2

sin β

+ h
2(x sin β − y cos β)2+λ

+

(1 + λ)(2 + λ)(sin β)1+λ
+O

(
æ2
0ρ

3
)
+O

(
h2ρ3+2λ

)
.

(À.9)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ïåðåïèøåì âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå �îðìó-

ëû (À.2):

2æl

sin(β+ψ)
=

2y

sin2β

(
æ0+h

(x sin β−y cosβ)λ+
(sin β)λ

)
+O(æ2

0ρ
2)+O

(
h2ρ2+2λ

)
. (À.10)
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîëíîâîìó ïîëþ. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîíñòðóêöèè

Öåïåëåâà, ñì. ðàçäåë 4, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â ñîîòâåòñòâóþùåé îêðåñòíîñòè

ïðåäåëüíîãî ëó÷à îòðàæåííàÿ âîëíà áûëà áëèçêà ê ïëîñêîé. Îòñþäà âîç-

íèêàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ M äî ïðåäåëü-

íîãî ëó÷à è äî òî÷êè íåãëàäêîñòè O.
Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàåì âûðàæåíèå (À.2) äëÿ îòðàæåííîé âîëíû ñ ó÷å-

òîì (À.9) è (À.10). Îñòàâëÿÿ â �àçå ýêñïîíåíòû â (À.2) òîëüêî �ïëîñêî-

âîëíîâóþ �àçó� ik(x cos β + y sin β), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé àñèìïòîòèêå:

ur = wr+vr
[
1+O

(
ρ
(
æ0+hρ

λ
))

+O
(
kρ2(φ−β)2

(
æ0+h(ρ|φ−β|)λ

))]
. (À.11)

Çäåñü ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè wr = wr(x, y) � óõîäÿùàÿ ïëîñêàÿ âîëíà:

wr = −eik(x cos β+y sinβ), (À.12)

à vr = vr(x, y) � ïîïðàâêà, ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå êðèâèçíû:

vr=æ0

( y

sin2 β
−ik (x sin β−y cosβ)

2

sinβ

)
eik(x cos β+y sinβ)

+h
(x sin β−y cos β)λ+

(sin β)λ

( y

sin2 β
−2ik

(x sin β−y cos β)2
(1+λ)(2+λ) sin β

)
eik(x cos β+y sinβ).

(À.13)

Ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû â (À.11) ìàëû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.4) è (4.8).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (3.4) è (4.8) âûïîëíåíû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå âáëèçè

òî÷êè O, òî åñòü ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ (3.31).

Èìåÿ â âèäó ñøèâàíèå ðåøåíèé ïîãðàíñëîéíûõ çàäà÷ (3.12) è (3.13) ñ

ëó÷åâîé �îðìóëîé äëÿ îòðàæåííîé âîëíû, ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (À.11)

â ðàñòÿíóòûõ êîîðäèíàòàõ S è N , ñì. (3.5):

ur = wr

0 +
æ0

k
(wr

1 + vr1) +
h

k1+λ
(wr

1+λ + vr1+λ) + . . . , k → ∞. (À.14)

Çäåñü wr

0 = wr

0(S,N), wr

1 = wr

1(S,N), wr

1+λ = wr

1+λ(S,N), vr1 = vr1(S,N) è
vr1+λ = vr1+λ(S,N) çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

wr

0 = −ei(S cos β+N sinβ),

wr

1 = i
(sin β

2
S2 − cos β NS

)
ei(S cos β+N sinβ),

wr

1+λ = i
( sin β

(1 + λ)(2 + λ)
S2+λ
+ − cos β

1 + λ
NS1+λ

+

)
ei(S cos β+N sinβ),

(À.15)
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vr1 =
( N

sin2 β
− i

(S sin β −N cos β)2

sin β

)
ei(S cos β+N sinβ),

vr1+λ =
(N(S sin β −N cos β)λ+

(sin β)2+λ

− 2i
(S sin β −N cos β)2+λ

+

(1 + λ)(2 + λ)(sin β)1+λ

)
ei(S cos β+N sinβ).

(À.16)

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ðåøåíèå (3.14) çàäà÷è (3.13) ñîâïàäàåò ñ wr

0, à ðåøå-

íèå (3.19) çàäà÷è (3.17) � ñ wr

1+λ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â àñèìïòîòè÷åñêîì

âûðàæåíèè äëÿ �óíêöèè hV/k1+λ
, ñì. (3.26), ñøèâàåòñÿ ñ �óíêöèåé vr1+λ.

Íàêîíåö, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ Uo

1 (çàäà÷à äëÿ êîòîðîé îïèñàíà

â ðàçäåëå 3.5) ñîâïàäàåò ñ wr

1 + vr1.

Ïðèëîæåíèå �Á. Ôóíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà

Ôóíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà Dν(Z) ñ ν < 0 çàäàþòñÿ èíòåãðàëü-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì, ñì., íàïðèìåð, [31℄,

Dν(Z) =
ei(ν+1)π

√
2π i

e
Z2

4

−ǫ−i∞∫

−ǫ+i∞

eZp+ 1
2
p2pνdp, (Á.1)

ãäå âûáðàíà ãëàâíàÿ âåòâü �óíêöèè ( · )ν è ǫ > 0. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíè-

ÿõ |Z| è �èêñèðîâàííîì ν �óíêöèÿ Dν èìååò àñèìïòîòèêó

Dν(Z) = Zνe−
Z2

4

(
1 +O

( 1

|Z|2
))
, (Á.2)

ïðè −3π/4 < argZ < 3π/4, è

Dν(Z) =
(
Zνe−

Z2

4 −
√
2π

Γ(−ν)e
iνπZ−ν−1e

Z2

4

)(
1 +O

( 1

|Z|2
))
, (Á.3)

ïðè π/4 < argZ < 5π/4, ñì., íàïðèìåð, [32℄.
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