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PE.l{AKUI151 JKYPHAAA C nPI1CKOPBI1EM OTME4AET, 
4TO 3A l1CTEKWI111 ro4 OEIJJECTBO nOTEP.HAO 

HI11KEOEPE4l1CAEHHblX CBOI1X 4AEHOB: 

0o'Ie'fHbIH '1.1\eH, 6bIBlliHH npe,11,ce,11,aTe.l\b 

06igecTBa, :aacAy.meHHbIH npo<f>eccop 

AAeKcaHAP BaceAbese~ 
BACH.A.bEB 

CKOH'Ia.JlCH 6 OKTH6pH 1929 r., Ha 76 ro11y JKH3HH 

4AeH 06igecTBa, npo<f>eccop AaAbHe

BOCTO'IHoro f ocyAapcTBeH. YHHBepcHT. 

HeKoAai AAeKcaHAposuq 
Af POHOMOB 

CKOH'IaACH 23 anpeAH 1929 r., Ha 43 ro11y JKH3HH 

4AeH 06igecTBa, npocJleCCOp Oe,11,aro

rll.'leCKOrO l1HCTHTyTa HMeHH f epgetta 

Sopuc 6poaucAasosuq 
DHOTPOBCKHH 

CKOH'Ia.JlCH 10 CeHTH6pH 1929 r., Ha 53 ro11y JKH3HH 
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AonoAHeeHe K cnHcKy pa6oT no MaTeMaTH'llCCKHM eayKaM, 
ony6AHKOBaHH1>1x B CCCP sa nepHOA 1917-1927 r. 

K. B. Me.wNos. 

Co BpeMem-i Haneqanrnm1 ocHOBHoro c1111cKa cocTaBH;reJtlO y4aJtocb ;i;ocTaTb 
HeKoTopble 113 He 6blBillllX paHee B ero pacnopm11eH11H HoMepoB yarn J!HTHpouan
HblX HM H3AaHHH·, a 'i'aKIKe p14 H3AaHHH, paHee eMy ue11ocTy11HbJX MAH A<:lKe 
HeH3BeCTHbJX. BocrroARHH, rJ1aBHb!M o6pasoM, npoHcTeKBBWHe o'Ic104a npo6eAb11 11a
cToi11gee AOllOAHeHHe co,11;epll\HT, KpOMe Toro, pa60Tbl, OTHOC511£l!eCH K yKasaHHO'V>Y 
B 3aroJ\oBKe nepHoAy, HO q>aKTl!qecKH 11051BllBII!HeCll B 1928 r. 

Cnoco6 060.:maqeHHH l! co«pa1£€H11H coxpaHeH npearnHii, coKpa1£eHHll sa· 
rAaBl!H BHOBb j,!l!THpyeMblX l!3,l\8Hl!H ABHbI B KOHJ!e HaCTOl!l£ero AOllOJ\HeHHH. 

CocTaBHTeJ\b np11Hoc11T P.CKfeHHIOIO 6J1aro,11;apuoCTh JIHJ!aM, oTKJ\11KHYBillllMCH Ha 
ero npocb6y coo61£aTb eMy o BaMeqeHHhJX nponycKax H onm6Kax, Bee HX yKa
BaHHH npl!lll!Tbl llM K Cl'e,ll;eHl!IO, Jll!J! lKe, Il0Jlh_3YICl£l!XCH CllV.CKOM, OH npocHT BHeCTH 
CAe,11;y10ig11e llCllpaBJ\eHHH: 

VII CTOJ\6. 
xxv 

2. 15 CTp. CllHSy YHll'ITOIKl!Tb CJIOBa (1104 cTp.). 
1. CTaTbH ,,TipHMeHeHHe llJIOCKoCTHhlX nypcpoa •..• " oI11H-

6oqHo npHnl!caHa H. A. f.11aroJ1eay BMecTo A. A. fJ1a· 
roAeaa. 

xxv 1. "Sur le probleme ••. " llEJ\HeTcH sarJ1aBHeM qipam,;ya· 
CKOl'O pes10Me CTaThll ,,3a,11;aqa 0 KpaTqaiillleH AHHHH ...... ' 
Vlrnr aHHOM Bbl Ille. ' 

1. "C6opHHK ,J1ua1euepub1e coopylKeHHll n cTpo11TeJ1bHaH 
MeXaHHKa" OillH6oqHo npHllHCaH ·E. 11. 11.:iBeKoBy. 

XXXII 

., XXXIV 2. 7 CTp. cBepxy, DMeCTO 2, Ha40 2. (5) . 

Ae,n;peenc1rnii, H. B. 3J1eM~HTb1 MeTo
AHKH Kypca TeopHH BepoHTHOCTeii B 
Tie11aron1qecKOM BY3'e, Tneph, l1. 
lle,11;. l1HCT• 3 1927 34-38. 

Be .. uien, H. n. QqepKH no BonpocaM 
npe110,11;anaHHH MaTeMaTHKH. ,2l;Henpo
rreTfOBCK, .3an. lHCT. Hap. OcB. 1 1927 
5-23 aHri1. pes. 23-23. 

By1epeen, B. ff. Ei1orpaqnrn npoq eccopa 
B. n. EpMaKOEa. K., Bicrn noJliTC} H. 
IHcT. 20, 1926 133-135. 

Boponaii, B. C. MaTeMaTHKa Ha qmK
co~BHXoBi I. H. 0. npH qoTHphoxpiq
HOMY HaBqaHHi ITOJ1TaEa,3an.IHcT. Hap. 
Oen. 4 1926-1927 (1927) 115-129. 

Bi.1ro,n;cKeii, M. TIJ1aToH KaK MaTeMaTHK. 
M., BecTH. KoMM. AKa;i;. 16 1926 
193-21 -

,ll;epeon, H. ITocTaHOBKa npeno;i;aBaEHff 
MaTeMaTHl<H B I11KOJ1ax <PpaHJ..V.H. B11TKa, 
Tp.11. ITeJJ, l1HcT. 22 1927 5-17. 

Eropon, .a;. en. y cneXH MaTeMannm 
ll C,CCP. M .. Hay1<a 11 Texmma CCCP 
1917-1927 1 1927 231-232. 

3eii.irnrep, /1,. H. 0TBbIB o pa6oTax 
G. Kowalewski, npe,11cTaBJ\€HHblX m1 
nprMH!O HMem1 H. 11. J\06aqeBc1<oro. 
Kasanb, 11. ClJ.-M. C6IJ!· (3) 2 1927 
(1928) 109-118. 

llolflcfle, A., .l\aaapen, n., CTelC.llOB, 8. 
3anHcKa 06 yqeHbIX TpyAax AJ1b6epTa 
3ii:HI11TeiiHa· (Albert Einstein). A., 11. 
A. H; (6) 16 1922 (1924) 42-42. 

Kap~Ta, A. A. MaTeMaTHKa B cyqacniii 
I111<0J1i. KaMeHe~-ITo;i;oJ\bCl<HH, 3211. 
IHCT. _ ~p. Oen. 1 1926 1-13. 



VI l. 0 6 I,!! H H o T A e JI. 

KoTeALRHKOB, A. IJ. 0T3bIB o pa6oTax 
Dr. V. Varieak, npe;i;cTaa.11eHHbn:: Ka3aH
cKoMy <l>11311Ko-MaTeMaTHqecKoMy 06-
J!!eeTBY aa npeMHIO liMeHH H. 11. Ao· 
6aqescKoro. Ka3aHb, 11. <l>.-M. 06'!!. 
(3) 2 1927 (1928) 86-108+1 T6.11. 

Kpr.1J1.oe, A., BeAonoA.r.cKeii, A., 
CTeKAOB, B .. PwKa'leB, M. 3anncKa 
06 yqeab1x Tpy;i;ax npocpeccopa Kap.11a 
illTepMepa. CTrp., !1. A. H. (6) 13 
1919 26-28, 

Kpi.i.11.on, H. M. Ii CMupeon, B. H. 
OaMHTH ABYX BeJ\MKHX pyccKllX yqe· 
HblX BTopoii noJ10BllHhl XIX cTo.11eTm1: 
n. A. 4e6billleBa H A. M. Aimyaoaa. 
CHMIJ!epono.11h, 3an. MaT. Ka6. KpbIMCK· 
YHHB. 3 1921 XXII-UJ. 

Aa3apee, n. n. H Hoe1>11>e, A. <i>. 3a
nHcKa 06 y<IeHbIX TPY Aax npocp. H. H. 
AyaHHa. A .. 11. A. H. (6) 21 1927 
(1928) 1429-1431. 

AnxTee6ayM, A. K aonpocy o qncJ1e 
HBMepeaHli:. M., BecTH. KoMM. AKa,11;. 
24 1927 184-206. 

Ma.11.oei'IKO, B. 3aaqeHH1? rpacpwmux 
iJ110CTpa11iii npH BHKJl31(aHHi MaTeMa
THKJ1. XepcoH, 3an. lacT. Hap. Oca. 1 
1925-1926 !1926) 40_54+1 1·a6.11. 

MapKon, A., CTeKAOB, B., KpldAOB, A. 
3anHcKa 06 yqeHbIX Tp:Y'Aax rrpocpec
copa CTeTporpal(cKoro Y H1rnepc1ITeTa 
5faosa BaI<Topoanqa Y cneacI<oro. Drp., 
l1. A. H. (6) 15 1921 (1923) 4-6. 

IlapcI>enri.en, H. H. Peqb Ha ro6n.11ee 
npoqi. A H 3eiiAnrepa. 1927. VI. 5. 
Ka3aHb, 11. <l>.-M, 06'!!· (3) 2 1927 

'(1928) 127-130. 
Il.11.aTOBOB, H. Cl>. 3aMeT!<R no aonpo· 

caM !flll3HKll H MaTeMaTllKH. Taepb, 
H. De.ii;. l1HcT. 3 1927 90-102. 

CTpocpeccop r. K'. Cyc.il.OB. (K 70-JleTl!IO 
co ,llHH pom;iemrn n 45-JleTlllO aayqttoli: 
ll 06igecTBe1rnoli: ;i;eHTeilbHOCTH). O;i;ec
ca, HayKa n Texmrna. 5 5-6 (12) 
1927 1-3. 

Ce.itbMOH KOHKypc Ha npeMlllO HMeHH 
H. 11. Ao6a'leBcKoro. OpoTOKOJI Bace· 
.itaHl!H KOMHCCHll no rrpncylf.tieH1110 
npeMHH 11MeH11 H. H. Ao6aqeac1rnro 
Ha VII MeiK11yHapoA1WM KOHKypce 
11 MaH 1927. Ka3aHb, VI. <l>.-M. 06ig. 
(3) 2 1927 (1928) 62-63 cpp. nepes. 
64-65. 

CMnpeon, B. H. Orsb1B o ;i;nccepTaI.!HH 
Ao!!. H. C. Kom.11HK0Ba: ,,0 HeKoTo· 
pb!X npHilOlKeHHHX Teop1m HHTerpa.llb
Hb!X Bbr<IeToa". CttMcpepono.11b, 3an. 
Mim Ka6. KpbIMCR. YHnB. 3 1921 
LV-LX. 

CTeKAOB, B .. Aaaapen, n, BeAODOJl.b· 
CKRii, A. 3anHCKM 06 y'leHbJX Tpy.itax 
H. M. rlOHTepa, Yf. 11. l1aaHOBa, 
C. A. lJanAhifMHa, 4. <J>. Eroposa, 
C. H. BepHwTeH:Ha, A. A. fpaae, 
flo.11H CTeHJleBB (Paul Painleve), r. x. 
Xap.it11 (Godfrey Harold Hardy), 8.it
MYHAa AaH4ay (Edm·.md Landau), 
AAoAbcpa KHe3epa (Adolph Kneser), 
<l>paaqecKo Ceaep11 (Francesco Severi), 
Am. 4ap.11b3a lPHilbAC (j. Charles 
Fields), CTaHnc.11aau 3apeM6b1 (S. Za
remba). A., 11. A. H. (6) 18 1924 
(1925) 441-457. ' 

CTeKAOB, B .. Y cneecKeii, JI., Hoe1>e1>e, A. 
3armcKa 06 yqem,1x TPY.itax ,l{a11n.ita 
ru.11b6ep-ra (Dav:d Hilbert). A., H. 
A. H. (6) 16 1922 (1924) 29-32. 

-- -- -- 3anHCKa 06 yqeHblX 
TPYAaX lKaKa AAaMapa (Jacque<; Ha
damard). A., 11. A. H. (6) 16 1922 
(1924) 33-37. 

Xue'IBB, A. H. l14eH HHTy11y110M11SMa 
11 6opb6a sa npeAMeT B cospeMeHHOH 
MaTeMaTllKe- M., BecTH. KoMM. AKa.it. 
16 1926 184-192. 

11ucTRKOB, H. H. <l>e.1111Kc K.11eli:H n ero 
pecpopMa MaTeMaTnqecKoro o6pasosa· 
Hirn. Taepb, 11. De,!!. I1acT. 3 1927 
5-15 cpp. pe3. 1.5-15. 

mupoKOB, n. A. 0TSbIB 0 KHllre D. ]. 
Struik'a ,,Grundziige der mehrdimen
sionalen Differentialgeometrie in di· 
rekter Darstellung", npel(cTaBJ\eHHOH 
KasaHcKoMy <J>11311Ko· MaTeMaTw-1ecK0My 
06IJ!ecrny Ha npeMHm l!MeHM H. 11. 
Ao6aqeBcKoro. KasaHh, 11. <l>.-M. 06IJ!. 
(3) 2 1927 (1928) 119-'--126. 

Cartan, Elie. Rapport sur le memoire de 
]. A. Schouten, intitul~: Erlanger Pro
gramm und Uebertragungslehre. Neue 
Gesich"cspunkte zur Grundlegung der 
Geometrie. KasaHb, 11. <l>.-M. 06IJ!· 
(3) 2 1927 (1928) 71-76. 

Falckenberg, H. Bericht iiber Abhand
lungen von fr. Schilling ersta.ttet fiir 
die Physiko-Mathematischen Gesell
schaft an cler Universitat Kasan. Ka-
3auh, 11. ct>.-M. 06IJ!. (1) 2 1927 
(1928) 77-80. 

Fubini, Guido. Relazione sui lavori pre
sentati dal Prof. Koebe. KasaHb, 
l1.<l>.-M.06IJ!. (3) 21927 (1928) 81-85. 

Hilbert, David. Referat iiber die geome
trischen Schriften und Abhandlungen 
Hermann \'V'evl's, erstattet der Physiko
Mathematischen Gesellschaft an der 
Universitat Kasan. Ka3aHb, 11. <J>.-M. 
06IJ!. (3) 2 1927 (1928} 66- -70. 



II. A p If cp M e T If K a If a a r e 6 p a. VII 

IL A p 11 <P Me T 11 Ka 11 a A re 6 pa. 

Epap;uc, B. M. Orrb!T o6ocHoBaHHR He
KOTOpb!X rrpaKTl!tiec1rnx npaBHJ\ 4eii· 
CTBIUI Hap; npl!6.1\l!ll\eHHblMH 'll!C!laMH. 
Tsepb, 11. Ile4. 11acT. 3 1927103-139 
aeM. pe3. 139-140. 

fpuropLeB, E. H. 0 rrAOTHOCTH ll pac
npe4e.1\eHHll npocTbJX 'll!Ce.1\. KagaHb1 

YI. ©.-M. 061J!. (2) 24, 1924 14-25. 
cpp. peg. 25-26. 

fpy3ueges, r. A. IloHR'rl!e OTHOllieHl!ll 
ll aKclloMaTl!'leCKoe onpep;e.1\eHHe 'll!c.1\a. 
AaenponeTposcK, 3an. lHcT. Hap. Oca. 
1 1927 25-42 cpp. pes. 43 - 43. 

.D;ooposo.u.c1mii, B. II. K sonpocy o 
Bbl,!l;eAeEllll BelJ!eCTBeHHblX KOpHeH 
ypaaaeHl!ii. K., BicTl! 110.1\iTexH. lHcT. 
201 i 926 65-66 

KoMapeBCKHii, B. M. K ;i;oKasaTe.1\bCTBY 
Cauchy ocHOBHOH TeopeMbI Bbicweii 
""re6pb1. TanJKeHT, DI0.1\A. 1 Cp.-Aa. 
YHllB. 6 1924 153-154. 

KocTaep;H, r. B. Hecl<OJ\bKO CJ\OB 0 co· 
4ep111amrn H paclI0!\011\eHHH Tpl!rOHO
MeTpl!qecKUX Ta6.1\11g J\OrapH<flMOB. 
0Aecca, Hay1<a n TexHHKa, 2, 1924 
26-29. 

-- 0 TpaHcyeH4eaTHblX q11c.11ax AH· 
YBH!\H. O;i;ecca, Yq. 3an. 8hrcw. lllK, 
t, 1921 49-59. 

Kom.1u1KoB, H. C. Sur quelques appli· 
cations du calcul de5 residus a la 
theorie des nombres. CHMcpepo110J1b, 
3an. MaT. Ka6. KpbIMcK. Y HlfB. 3 
1921 101-128. 

Kpas'lyK, M. Cl>. Ao zara.,bHOi -Teopii 
6iAiHillHllX cpopM. K., YI. DoJ111TeXH. ll 
C.-X. 11acT. 19 11 1924 72-79 qip. 
peg. 80-80. 

3 

-- Ilpo 04u11ttgi rro1.11 R (VP}. K., 11. 
IloAttTexH. H C.-X. 11HcT. 19 1, 1924 
17-18. 

KyaeegOB, r. II. HosaR cpopMa pe11Ie· 
Hirn ypaBBeHHR De.11.11.R. Hoaoqepr<accK, 
11. ,4oHcK. Do.11.HTeXH. l1HcT. 10, 1926-
1927 (1928) 55-67 cpp. pe:a. 68-69. 

-- 0 'll!CJ\e ge.>.blx pemeHHii ypaBHe
HHH :<"1 +x2+ •.. + .);k=in, YAOB!leTBo· 

p>!IOIJ!HX CHCTeMe HepaBeHCTB 

X 1 > X, > X3 >. ·. > Xk > 01 

IIpH 'leM Jn 'll!CJIO HaTypa.llbHOe. 
HosoqepKaccK, 11. AoHCK. Ilo.1\HTeXH· 
}facT. 102 1926-1927 (1928) 70-78. 

Ma.11.ees, B. A. 0 noc.11.ep;Heli TeopeMe 
Fermat'a. KagaHb, 11 .. ©.-M. 061J!. 
(3) 2 1927 (1928) 36-40 cpp. pea. 
40-40. 

-- 0 CBOHCTBax CHCTeMbI 'lnCe.1\, y;i;o
BJ\eTBOpl!IOIJ!HX cpaBHeBHIO 

X 3n + y'" + z'" - 3x"ynzn=O (mod lm) . 

KaaaHb, 11. ©.-M. 061J!. (3) 2 1927 
(1928) 21-35 q:p. pea. 35-35. 

IIeTpOB, M. npo BHII8,!l;OK BTpaTH TO'!HO
CTU IIPH ai4ii1MaHHi Ha6.11.Hll\eHl!X 'lll
Ce.1\. XepcoH; Ban. lHcT. Hap. Ocs. 

. 2 1926--1927 (1926) 128-131. 
PeMea, E. 11. IlnTaHHH Teopil Ta npaK

Tl!KH J\orapllTMi'lHHX 06qac.11.eHb. K., 
3an. !HcT. Hap. OcB. 2 1927 163-172. 

CaMDHKHB, H. II. Allre6pantiecKoe 11 
T£>HfOHOMeTpH'leC!{Oe pe11IeH11e no.11.~ 

Horo I{y6HqecKoro ypaBHeHnH. Bopo· 
He111, Tp4. YHaa. 1 1925 240--264. 

Cl>u.11.uonos, A. 3aMeTKa " npocThlX 
tillc.1\ax 8iiAepa. Oitecca, Y q. 3an. 
BbIClll. lUK. 11 1921 37-39. 

--- K a.11.re6pe cpaaHeB11li. O;i;ecca, YtI. 
3an. 8bIC11I. lliK: 1, 1921 19-32. 

Cl>paeK, M. J\.. Aorap11<f>MaqecKHH npn-
6op p;!IH perueHnH a.1\re6pan'lecKnx 
ypaaHeHnH. CuMcpeporro.1\b, 3an. MaT. 
Ka6. KpblMCK· YHnB. 3 1921 35-38 
aar.11. pe3. 38-38. 

11eooTapeB, H. r. ~tudi~n iiber Prim
zahlendicht; gkeit I. Uber Grenzen, 
zwischen denen gewiss Primzahlen !ie
gen1 die zu einer gegebenen Abtei· 
lung von S;ibstitutionen gehoren. Ka
saHb. YI. ©.-M. 061!!· (3) 2 1927 
(1928) 14-20. 

llhaepMae, H. ff. 11 Axue3ep, H. H. 
K Teoptlll KBa;i;paTH'lHbIX ¢opM. K., 
11. Ilo.11.11TexH. n C.-X. l1HcT. 19 21 
1924 J 16 ·-123. 



VIII IV. A H a JI. H 3. 

IV. Atta.1\11.s. 
AKHMOB, M. H. 0 HeKOTOpbIX npm10· 

lKeHHRX cj)YHKJ!HH EecceJl.l! MHornx ne
pel>teHHhIX. CnMcpeponoJ1.h, 3an. MaT. 
Ka6. KpbIMCK, Ytt1rn. 3 1921 64-72 
aHr JI. pe3. 72-72. 

-- 0 cpyHKJ!HRX Bessel'R MHornx ne· 
peMeHHblX H ux IIpHJIOlKeHHRX B Mexa
HHKe, ITrp., 1922 136 + 4 (Jl.HTOrp.). 

AooeALj)OT, r. r. K BOIIpocy 0 nepno· 
,11uqecK!'fX pemeHHllX aAre6panqecK11x 
,11ncpcpepettg11aJ1.bHbIX ypaBHeH11ii. M., 
MaT. C6opu. 34 1927 364-381 tteM. 
pe3. 382-383. 

Axieaep H. H. Dpo ,11emci .2acTocyBaHHH 
cyMayiHttoi' cpopMy.1111 Poisson'a. K., 
3an. lttcT. Hap. OcB. 2 1927 157-162. 

Boen, r. n. 06 aBTOMOpcpHbIX tPYHK
y1rnx. CapaToB, Y q, 3an. Y HnB. 63 

(15) 1927 47-53. 
ByKpeen, 6. JI. 0 TeopeMax Kaesepa 11 

XttJ1.b6epTa. CnMcpeponoJl.bf 3an. MaT. 
Ka6. Kpb1McK. Yttnn. 3 1n1 153-158 
aor.11. pes. 158-158. 

-- 06 O,llHOM npe,llJl.OlKeHHll Bapnagn· 
OHHoro ncqHcJl.emrn. K, BicTH DoAi· 
TeXH. lncT. 20, 1926 23-25. 

Bapaap, C. 0 npaKTnqecKoM npnMeHe· 
H!!n MeTo,lla Lagra.nge-Dale'a. A., 11. 
P. fu,11po.11. ~iHcT. 15 1925 8q-86. 

BuKoepr, 6. A. K nonpocy o KAaccn
cfJHKag1111 perneHHH 06hIKHOBeHf:h1x 
.1111¢q:iepeaynaJ1hHh1X ypaBHeHuli. EaKy, 
11. Asep6. YH1rn. 31 1923 -1924 
221-229. 

BnmeenCKHii, .A. A. Ueber ein System 
linearer Gleichungen mit unendlichvie
len Unbekannten. C11Mcpeporro.11b, 3an. 
MaT. Ka6. Kpb!MCK. Ya11n. 3 1921 
85-88. 

-- Ueber Taylorsche Entwickelung 
und iiber relatives Extremum der Funk
tionen van unendlichvielen unabhan· 
gigen Variabeln. C11McpeponoJ1.1>, 3an. 
MaT. Ka6. Kpb!MCK, Yaun. 3 1921 
161-175. 

faraes, 6. M. K Teop1rn cyMMnpyeMhIX 
opTorouaJl.hHhIX PRAoB. Ka3aHb, 11. 
ct>.-M. 061!!· (3) 2 1927 (1928) 58-61 
qip. pes. 61-61. 

fo.11.yoen, B. B. 11ccAeAoBaHnH no mo· 
pun oco6bJX TOLieK. CapaTOB, Y<i 3an. 
YHttB. 6, (15) 1927 31-45. 

fpase, /J., A. 0 perneHnn .11naeHHbIX 
l!;Hcp<JlepeRyHaAbHblX ypaBHeHl!H rrpH 
IIOMOJ!!H onpe4eAeHHblX llHTerpa.110B. 
A, 11. A. H. (6) 21 1927 \1928) 
943-952. 

3epeos, B. /1.. Ta6.J1HqHh1ii n Mexam1qe
cKnii rapMoHnqecKHH aHaAns. M., Tp,11. 
11HcT. 11HlK. Tpattcn. 2 1926 5-16. 

KapeTa, A. A. ct>opMy.11a TaiiAopa HK 
ysara!lbHeHa TeopeMa AHrpam1m. Ka
Meneg·CT0110J1.bCKHH 3an. IHcT. Hap. 
OcB. 1 1926 1-2. 

Kosa&LKO, A. C. Onpe4eJ1eune HHTe· 
rpa!la B,ll~Jlb KBal!;pnpyeMoii KpHBOH. 
C11Mq>eponoJ1.b, 3an. MaT. Ka6. KpbIMCK. 
Ya1rn. 3 1921 135 -143 cpp. pes. 
143-144. 

-- Sur !es suites de fonctions adcii· 
tives et absolument continues. CHM· 
cpeponol\b, 3an. MaT. Ka6. KpbIMCK· 
YHHB. 3 1921 96-98. 

-- Sar quelques fonctions sommables. 
C11Mcpepon0Ab, 3an. MaT. 1<a6. KphIMCK. 
Y BHP. 3 1921 98-100. 

-- Sur une extension d'un theoreme 
de Weierstrass sur la convergence 
uniforme des suites de fonctions a une 
variable complexe. CnMcpeponoAh, 3an. 
MaT.Ka6. KpbIMCK. YRHB. 3192110-10. 

KomAHKOB, H. c. ~ur la fonction r (ia) 
a !'argument purement imaginaire. 
CnMqiepono.11b, 3an. MaT. Ka6. K pb!M
CKoro YHnB. 3 1921 7-8. 

KpaB'IJK, M. 4>. Ao cnoco6y MOMeH· 
Tia y MaTeMaT11qaiii CTaTHCTHJ!i. K., 
3arr. C.-focn. IacT· 2 1927 83 - 94 
aur,,. pes. 95-95 . 

-- Ao Teopii <t>YHKQiii ,11ilicHoro 3MiH
Horo. K, 3an. !HcT. Hap. OCB. 1 1926 
94-99 HeM. pe3. 99-100. 

--- DepeMiHHi MHolKHHll J\iHiiimu ne
peTBOpeHb· K., ~arr. C.-focn. lHcT. 
1 1926 25-51 HeM. pe3. 51-58. 

--· CTpo AeHid nepeTBOpeHHR KpaTHnx 
iuTerpaAia. K., 3an. C.-focn. lHcT. 
3 1927 77-85 HeM. pes. 86-88. 

-- Dpo OAHY Hermite'oay cpopMYAY· 
K., 3an. C. - focn. IHcT. 2 1927 
80-82 ReM. pe3. 82-82. 

-- ITpo noxi4Hi BiA Ha6AttlKeHHX irITe· 
rpaAi B AeHKHX l!;HcpepeayiHAhHl!X pi R

HaHb. '!<., BicTi CT011iTeXH. IHcT. 21 
1927 l1928) 3-9 q>p pe3. 10-10. 

-- Dpo cnoci6 ttaiiMearn11x 1rna-
4paTiB Ta rrpo cnoci6 MOMeHTia y Te
opi'i Ha6AnlKeHo'i iRTerpayii' AHcpepeH
yiHAl'>HllX piBHaHb. K., BicTi noAi
TeXH. IHcT. 21 1927 (1928) 11-17 
q>p. pes. 18-18. 

-- CTpo cygi!lbHiCTb KopeHiB J!;AOI 
TpancJ!eHJJ;eHTHoi' cpyHKQ5i. K., BicTH 
CToJ1.heXH. lHcT. 20, 1926 63-64. 
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-- CTpo cnoci6 M. KpHAOBa B Teopii 
Ha6AHll\eHoi iHTerpai;i;ii AmpepeHyi • 
HAbHllX pisHHHb. K., Tp,21;. ©.-M. si,21;
,21;iAy 5, 1926 12-33. 

-- ll 0KoeeeKo, A. Opo HopMaAbHHii 
2a1wu pa3UOAiJ\y Upll ABOX 3MiHHblX 
osHa1rnx. K., 3an. C. • focn. IncT. 1 
1926 95-99 HeM. pes. 99-99. 

Kpeiie, M. 0 p11,21;e TsiiAopa, onpe,21;eM110-
~eM aHaAMTH'!eCKYIO q>yHK!1lllO pery
MIPHYIO B o6AacTH, orpaHM'!eHHoii He
CKOAbKHMll KPYll1KaM11. KasaHb, 11. ©.-
M .. 061!1. (3) 2 1927 (1928) 50-57 
<PP· pes. 57-57. 

Kpi.1J1.oe, H. M. 0 cxo,21;11MocT11 aeK0Topb1x 
HHTepnoM1gHoHHbIX qiopMyJ\ ll B 'laCT
HOCTl! qiopMyAhl M. Riesz' a. CMM<Jle· 
ponoAb, 3arr. MaT. Ka6. Kpb1Mc1<. Yu11s. 
3 1921 73-84 aHrA. peB. 84- 84. 

-- Pas6op AHccepTagim npoqi, A. A. 
BmnuescKoro: ,,HeK01opb1e so11pocb1 
Teop11H ¢YHKgMii 6ecKOHe'!HOl"O 'll!CAa 
uesaBHCHMbIX 11epeMeHHb1x", CHMcjle
ponoAb, .3an. MaT. Ka6. KpbIMCK. Y HHB. 
3 1921 V - XXI aar.J\. pes. XXI -
XXL 

-- Sur la formule de Stokes en coor
donnees curvilignes (Extrait d'ur,e Jettre 
adressee a prof. M. Tikhomandritzky). 
C11M¢epono.J1b, 3an. MaT, Ka6. KpbIMcK. 
Yu11s. 3 1921 61-63. 

-- Sur la theorie des equations inte
grales a noyau symetrisab!e. CHM<Jle• 
POIIOAb, .3an. MaT, Ka6. KpblMCK. Yu11s. 
3 1921 89-95. 

··- Sur !es equations integrables de pre
miere espece. CHM<JlepoaOJ\b, 3en. MaT. 
Ka6. KpblMCK. Yuna. 31921129-134. 

·-- Sur un lemme clans la theorie de fer
meture se rapportant au cas des fonc
tions fondamentales de la premiere 
classe limite. X., HayK. 3an. TexHO.JI. 
IncT. 2, 1927 93-5'4. 

.l\eangKuii, B. 11 KpaB'IYJV M. <I>. ©op
My.Jla CTipAiHra. K., 3an. C.·focn. lucT. 
3 1927 89-90. 

.l\10cTepeeK, A. K sonpocy o6ocHosa
H1'rn aHaA11sa ll reoMeTplll! no.J\Oll\eHJrn · 
6es Teopm1 MHolKecTB. M., BecTH. 
KoMM. AKa,21;. 13 1925 2l7-222. 

.l\smue, H. M. Bbrno,21; ¢opMY.J\bI AMI cpe.11-
ueli cAyqaiiaoii sapnayHn cy1o•rnoro 
xo,21;a xpoHoMeTpoB. 0,21;ecca, Y11. 3an. 
BbICllI. lllK. 1, 1921 9-14. 

-- 06 0,ll;HOM OCHOBHOM CBOHCTBe CAy
'laHHblX 011I1160K. 0 ,21;ecca, Y 11. .3arr. 
Bb!Clll. lllK. 1, 1921 15-18. 

-- TipocToli cnoco5 noAyqeHnll qiop
MYAbI Cowell'a. 0.11ecca, Yq. 3an. 
BbIC!!!. ilk ~ 1°')1 61-f<l, 

MaKaeees, B. M. K auaAHBy aM1111pHqe· 
cKHX KpHBbIX. HoBblH crroco6 BbIAeAe
HHll nepHO,ll;H'!eCKHX '!AeHOB np11 CB0-
6o;tHOM lJJ\eae, nMeIOl)!eM IlOCTOllRHYIO 
seJ\l!'IHHy. A., I1. P. f11,21;poA. YIHcT. 14 
1925 13-29 qip. pea. 30-30. 

MaAoBi'IKO, B. MeTo,ll;a aHaAian 6ea
KpaiiHhO Ma.J\HX. XepcoH. 3an. lHcT. Hap. 
Ocs. 2 1926-1927 (1926) 113-127. 

Map'leBCKuii, M. M. i21,eRKH ITHTaHHll, l!!O 
aBl!3aHi 3 cyMyBaHHJ'M' x., 3r rr. lHc-r. 
Hap. Ocs. 2 1927 37-45. 

Mopp;yxaii-BoATOBCKoii, ,ii;. ,ll;. 05 ap11qi· 
MeTll'!ecKl!X CBOHCTB!lX HHTerpa.J\OB ,11n<jJ· 
¢epeHgnaAbHh1x ypasHennii nepsoro 
nopH,21;1m nma TieHJ\eBs. Kasaab, l1. ©.· 
M. 061!! (3)21927(1928)1-13 <!JP· pea. 
13-13. 

IT41eiit114Jep, r. B. 3araJ\bHl!H or.l\l!A AO· 
cAi,21;in, ~o Ix nepesis npo<jJ. f. B. 0¢eR
¢ep y :gapl!Hi iHTerpysaHHll piBHaHb 
a qaCTKOBHMn noxi.'lHHMll nep11Ioro no
PllAKY OAHiei Ta 6araTbOX neni.110M11x 
qiyliKgi.ii aa qac a p. 1914 AO p. 1920. 
K., 3an. IncT. Hap. Ocs. 2 1927 
141-150. 

CaTKeBH'I, A. A. Dp11eMbI ncCJ\e11osa
H1111 SMn11pnqeCKl1X KpHBbIX. I. HoMo
rpa<jJH'!eCKHH MeTOA napa.llJ\eJ\bHoro KO
opAHHHpOBaHHll B ero npHMeHeHl!H 
K aHaAl!.sy eMnHpll'!ecKFX KpHBhIX. TI6. 
011bJTHo-CTpo11TeJ\bHOe ;ieAo. 3 1919 
90+1. 

CMHJ>BOB1 B. U. 0 KompopMHOM 11pe-
06paaosaHn11 O,ll;HOCB!l3HOii 06.l\aCTH 
B ce6l!. C11M<jJeporro.J\b, 3an. MaT. Ka6. 
KpblMCK. YHllB. 3 1921 145-152 <PP 
pea. 152-152. 

-- Sur quelques points de la theorie 
des equations c:ifferentielles Ii neaires 
du second ordre et des fonctions auto
morphes. C11M¢epono,\b, 3arr. Ma1. 
Ka6. KpblMCK. YHHB· 3 1921 20-24 . 

CMoropmescKnii, A. u Kpae'lyK, M. <I>. 
CT po opToroHa.l\hHi nepeTsopeHHH. K., 
.3an. lHcT, Hap. Ocs. 2 1927 151-
155 HeM. pe:a. 156-156. 

CMOJl.0BGKRH, B. H. r eoMeTpn11ecKall HH
TepnpeTaJ!HR HeKOTOpb!X o6bIKHoBeH· 
HblX ,ll;H<fl<JlepeHgUaJ\bHblX ypaBHeHl!ii • 
Csep,11AOBCK, 11. Y pa.J\bCK. DoJ\nTeXH. 
11ucT. 6 1927 27-51 qip. pe:a. 52-52. 

CymKeBB'I, A. K. 0 1eopeMe · Weier· 
strass' a. Bopouem, T p,21;. Y mrn. 1 1925 
238-239. 

TeALBLiii, C. fpaq>nqecKnii MeTOA HHTe· 
rp11posann11 ,21;ntpqiepeHQ;HaAbHbIX ypa· 
BHeHH.ii, BCTpe•IalOl)!HXCH B 9.J\CKTpo
TeXHHKe. EKaTepnuocJ\aB, 11. fopn. 
!1HcT. 14 1924 403-413+1 T6.l\. 
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Tep-MKpTH'l~B, A. Ilep1104nqecKue cpyHK· 
urm u rrepno4bl. EaKy, H. 11. Aaep6. 
IloAnTexH. l1HcT. 1 1925 21-38. 

Typ'laBHBOB, A. C. 0 He1wTopb1x npu· 
J\Oll\~HHJ!X MC'IHCAeHHH MaTpll;! K JIM• 
HeHHblM AucpcpepeH;!llBJ\bHblM ypaBHe
HHJlM. 04ecca, Yq. 3err. Bb1cw. lllK. 
11 1921 41-48. 

fl>nAHDDOB. A. 06 OAHOH cpopMy.11e Ancp
cpepeHl!lla.11bHoro 11cq11c.11e1111JJ. 04ecca, 
Y q. 3arr. Bb1crn. lllK. 11 1921 33-36. 

fl>paeK, M. A. Ueber die Interpolation 
einiger in der Praxis vorcommender 
g-eschlossener Kurven. C1!Mcpeporro.11h, 
3arr. MaT. Ka6. KpblMCK. YHHB. 31921 
15-16. 

WeeiiAep, B • .H. 06 o6JMeM BbJpalKemm 
IIOJ\HOro AttcpcpepeHl!l!aJ\a CJ\Oll\HOM 

<l>YHK;!llll OAHOro He3aBHCllMcro rrepe
MeHHOro. Caep4.11oacK, 11. Y paAbCK. 
IloJIHTeXH· YiHCT. 6 1927 53-71. 

WTaepMae, H • .H. 0 rrp116J111JKeH110M 11H· 
TerpnpoBaHl!ll A1!cpcpepeH;!l!3JlbHblX II 
l!HTerpa.11t:Hb1x ypaaHeHl!H. K., BicT11 
Ilo.11iTexH. IHcT. 201 1926 26-59 HeM. 
pe3. 60-62. 

-- 0 rrp11.110JKeH1m MCTOAOB HHTeprro
Ml;!llH K rrpH6Jlllll\eHHOMY llHTerp11po
BaHlllO 411cpcpepeH;!ll8JlbHblX ypaBHeHnH 
paBHOBecm1 yrrpyri.ix 060.11011eK. K., Bi
CTll Ilo.11iTexH. IfacT. 20. 1926 (1927) 
101-112. 

-- 0606J!!eH11e cpopMy.11 opTOfOHaJ\11• 
aHpoaaHHJl. K., BicTi Ilo.11iTexH. l11cT. 
21 1927 (1928) 49-56. 

Cartan, E. CM. V. 

V. feoMeTp1-u1.. 

Be.llOROBCKHii, n. /J.. 0 HeKOTOpblX reo
MeTpuqecKHX rrpnAoJKeHHHX_ Teop1m 
l!CAbIX KoMn.11eKCHbIX q11ceJ1. B.11TKa, Tp4. 
Ile4. l1HcT. 22 1927 39-56. 

Goen, r. n. MHHHMBJ\bHbJe rroaepXHOCTH, 
rrpoxo;i;HJ!!lle qepea TpH rrepeceKa10-
l!!Hec.11 rrp.11Mb1e. CapaTOB, Y q, 3arr. 
YHHB. 6, (l5j 1927 55-62+4 T6JI. 

ByKpeea, B. .H. 0 qioKycax KpHBbIX BTO· 
poro nop114Ka. K., 11. IloAnTexH. n 
C.·X. YiHCT. 19 11 1924 3-8 HeM. pea. 
8-8. 

--- IlpocTeiiwee pewea11e aa,l(a11n 06 
3BOJ\l0Tax rrpocTpaHCTBeHHOH Kpl!BOH. 
CuMcpeporro.11h, .3an. MaT. Ka6. Kpb!MCK. 
Ymm. 3 1921 159-160 aHrJ\. pea. 
160-160. 

fop6yeon, B. H. n YMaBCKBii, A. ~· 
0 IIOCTpOeHl!ll KOHH'leCKl!X ceqeHnH. 
K., 11. Ilo.1111TexH. n C.-X. 11HcT. 19 21 

1924 126-134. 
-- -- 0 cnej!llaJ\bHOM MeTOIJ;e 1130" 

6paJKeHl!.ff rrpocp. B. Mayor' a. K., 11. Do
!IHTeXH. 11 C.-X. l-focT. 191, 1924 39-53. 

fopnH, H. n. HeKOTOpble 3BMe1JBHllll 0 
rro.l\10cax ll rroAl!pax B runep60.J11111e
CKOH nAocKocTn. Caep4AOBCK1 11. 
y pallbCK. IloAHTeXH. l1acT. 6 1927 
341-345 cpp. pes. 345-345. 

KapeTa, A. A. ctlopMH K0Hi11Hnx rrepe· 
piain Ha BHKpOH;!i KOHyca. KaMe11ey
Ilo!loJ1bCK11i1, 3arr. IHcT. Hap. Oca. 2 
1927 1-3+1 T6JI. 

KnTpae, E. E. MeTO;i Bb111ncJ1eHllff cpe;i
anx r.Ay611H 11 o61>eMOB HeKOTOpb!X 
B04oeMO'l. 04ecca, LR. 11.-4ocJ1. Ka-

Te4p 28 1926 102-103 HeM. pea 
103-103. 

KpaB'IYK• M. Cl>. 3aMiTI<a rrpo ol::iBiA KOJ\a 
a ueeBKJ1i4oaHI reoMeTpil. K., 3an. 
C.·focrr. lHcT. 1 1926 74-75 HeM. pes. 
75-75. 

MapKOBCKnii, /J.. IloaHa Kp11B11Ha 060-
poToBHX eJ1incoi4a, rirrep6o.AoiAa Ta 
napa6oAoi;ia. XepcoH, Barr. IHcT. Hap. 
Oca. 1 1925-1926 (1926) 55-67. 

Or11enegKnii, H. E. 0 Kap,i;aHosoM ,i;B11-
JKeau11. .21.HerrponeTpoBcK, 11. fopH. 
11HcT 15 1925-1927 (1928) 149-150. 

-- 8aoJ110;!l!ll reoMeTp11n qrnzuqecKoro 
M11pa. AeenporreTpoacK, 3arr. IHcT. 
Hap. Oca. 1 1927 75-98. 

OrA06A111r, H. B. 0 rrp11.Aoll\eHHll BeK· 
TOpttaJ\bHOro aHB.JIH3a K TeOpllll Kptt· 
Bb!X. C11Mqiepono.J1.b, 3arr. MaT. Ka6. 
KobIMCK. Y mis. 3 1921 26-34. 

__ · 06 nH'rerpallbHblX COOTHO!lleHH.ffX 
aeKTOpuaJ\bfloro aHaJ111ae. CnM<Jlepo· 
no.Ab, 3an. MnT. Ka6. KpbIMCK• Y Hl1B. 
3 1921 185-193 aHrJ\. pes. 193-193. 

--- On the multiplication of vector 
quantities. C11M<!JeponoJ1b, 3arr. MaT. 
Ka6. Kpb1McK. YH11a. 3 1921 2-6. 

lloArOpBLiii, H. <DoKaJ\hHal! Teop1rn no
BepxeocTeH BToporo rropa41rn. (CTp11J10· 
JKeHHe MeTOAa s:aanMHbIX rroM1p). EaKy, 
H. 11. A:aep6. IloJ111TexH. l1HcT. 1 1905 
9-19. 

Pa6HBOBH'I, IO. r. OrrblT HaTypallbHOH 
reoMeTpHH KpllBblX MHOfOMepHbiX rrpo
CTpaHCTB. O;iecca. Yq. 3an. Bbrcw. 
lliK. 1, 1921 1-8. 
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CnI<opcI<nii, IO. C. 0 crrpHMJ\eHnH 11.yr 
HAOCKHX KpHBhIX. Oitecca, H.-Textt. !K. 
57-10 (13) 1927101-106. 

·Cnego1t, ,D;. M. ET1oitn 3 Teopi'i KpnBHX. 
III. 3si13aK AeKapToaoro J\HcTKa Ta 
illTelittepoaol rirroy,HKJ1ol4u. X. 3an. 
IttcT. Hap. Oca. 2 1927 35-36 <PP· 
pe3. 36-36. 

qepebli, C. ,D;. Ao6a<1escbKoro npocTip Ta 
rrpocTip He6ecttnli. K., 3an. IHcT. Hap. 
Ocu. 1 1926 107-112. 

qHCTHKOB, H. H. 0 pai;o11ottaAhHb1X 
TpeyroJ\hHllRax. Taepb, l1. De/I,. 11HcT. 
1 1926 52-58. 

HgLIRa, B. n. Teopm1 J\HHllH cpe/1,nH BTO
poro nopii11.Ka. A., 11. TexHOJ\. 11HcT. 
1 (25) "1927 246 - 289 HeM. pe3. 
29J-290. 

Cartan, E. Sur un probleme de Calcul 
des Variations en Geometrie projective 
plane. M., MaT. C6opH. 34 1927 349-
363 pyccK. pe3. 363-364. 

VI. M e x a H 11 K a. 

AKHMOB, M. 1:1. CM. IV. 
Axueae}, H. H. K aonpocy 06 ycToii

qneocTn sHxpeBbIK YAHQ:. X., HayK. 3an. 
TexHoJ\. lHcT. 2, 1927 95-97. 

----- 0 cp:>pMyJ\ax Blasius'a. X., HayK. 
3an. TexHoJ\. lttcr. 21 1927 99-100 . 

. BepxoBCKnii, A. B, 4eTbipex3BeHHhIH 
npocTpaHCl'BeHHblH MexaHll3M c \!HAllH
APHt!eCKl!Mll mapttnpaMn, ocH KOTOpbIX 
He napaJ1J1eJ1hHbI n He nepeceKa!OTCll 
B 0/1.HOH TOt!Ke, H ero HCCJ\e40BaHne. 
ToMCK, 11. JexHo!\. 11HcT. 462 1925 
24-30+ 1 T6J\. 

BeT'IURKHB, B. n. TeopHll rpe6HhlX 
BHHTOB. M., (BoeHH ·8034. AKM.) 1926 
581+15+4 T6JI, (J\HT.). 
CfCHEf"• n. B. K aonpocy 06 HHTerpH· 
poaaH1111 ypaaHeHnii Aarpam11a. C11Mcpe· 
ponoJ\b, 3an. MaT. Ka6. KpbIMCK, Y HHB· 
3 1921 39-59 aHrJ\. pe3. 35-35 HeM. 
pe3. 60-60. -

--- CTpnMep Ha /1,BHJKem1e Hecso6o/1,
HOro TBep11.oro TeJ\a. CHMcpeponoJlh, 
3arr. MaT. Ka6. KpbIMCK. Y HllB, 3 1921 
176-184 tteM. pe3. 184-184. 

-- Ueber nicht holonome Systeme. 
C11McpeponoJ1b, 3an. MaT. Ka6. KpbIMCK. 
y Hl1B. 3 1921 12-13. 

reperpocc, c. B. MeT0/1, Bb!6opa HBH· 
BhlfOp;Heihnero npocpHJ\11 aapo11J1aHttoro 
Kpbga. Oitecca, H.· TexH. !K. 57-10 (13) 
El27 87--101. 

rJ\yWKOB, f, C. DpHMeHemrn MOMCHTOB 
Bb!COKHK cTeneHeli B Teopnn mirn6a. 
M.; Tp4. l1HcT. l1ttm. Tpattcn. 31927 
33-60 

ropuu, H. n. 0 CJ\omeHHI! CH!\ B npo
CTpaHCTBe Ao6at1escKoro. Csep4J10BcK, 
11. Y paJ\bCK. DoAnTexH. I1HcT. 6 1927 
3-24 cpp. pe3. 25-25. 

rp,ll;HRa H. H. K sonpocy 0 4HH3Mll" 
t!eCKOH ycTOHt!llBOCTll l!eH1'po6elKHbIX 

peryJ\l!Topos. AHenponerposcK, 11. fopH. 
11HCT. 15 1925-1927 (1928) 41-70. 

-- OcHoBHble 3aKOHbI 4sniKemrn. EKa· 
TepnHOC!laB, 11. fopH. 1-'hrcT. 14 1924 
185-213. 

fro1uep, H. M. 0 4B11lKeHnll lKllAKocT11, 
3aKJ\!O•'!eHHOii B /1,3HHOM nepeMel!!al-0· 
l!!eMCJI cocy4e, 4acTb tieTaepTal! n m1· 
TaH. A., 11. A. H. (6) 21 1927 (1928) 
735-756, 1139-1162. 

,D;nee11K, A. H. CTpo/1,0J1bHb1li H3rn6 
CTeplKHeli, lKeCTIWCTb KOTOpblX Me· 
HReTcH no Ky611<1ecK0My 3aKoHy. Atte· 
nporreTposcK, I1. fopH. l1HcT. 15 1925-
1927 (1928) 115-122 HeM. pe3. 
123-123. 

,D;o6poBOJ\LCKRD, B. n. K TeopeMe lIJIQ-
1!!3..'leli: MexattHKI!. K., l1. DoJ\HTeXH. n 
C ·X. l1HcT. 19 21 1924 124-126. 

-- HeK0Topb1e JlOllpOcbl Teopnn rroTeH· 
y,aaJ\a. K., BicTll DoJ1iTexH. lHcT. 201 
1926 67-73. . 

~eMO'IKHH, I>. H. HeKoTOpb1e r114pocTa· 
T11t1ecKne attal\ornu. M., Tp4. 11HcT. 
l1HlK. Tpattcn. 6 1927 47-54. 
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l{BaCRHK011, A. B. OnpMeJ1eH11e He· 
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ToMcK, 11. TexHO!I I1acT. 43, 1923 
1-26+ 2 Ta6A. 
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346-348. 
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CnHcoK coxpalJ!eRHii zypuaAos. 

BicTU n oJli TeX H· IHCT. 
3an. lscT. Hap. Ocs. 

3an. IHcT. Hap. Ocu. 

3an. IHcT. Hap. Oce. 

3an. IHcT. Hap. Ocu. 

3an. IHcT. Hap. Ocs. 

.3an. IHcT . Hap. Oce. 

3an. C.-focn. lacT. 

l1. Aaep6. Y mm. 

11. fHflpOJ\, I1HCT. 

11. fopH. l1HcT. 

YI. CTe.11. l1HcT. 

11. CToJ\HTeXH, H C.-x. J1HCT. 

YI. TexHOJ\, I1HcT. 

H. 11. A.aep6. CToJ1HTexH. 
VlucT. 

H.-TexH. /K. 

H.-Texu /K. 

HayK. 3an. TexHoJ\. lacT. 

BicTH KniBcbKOro CToAiTexaiquoro lacTnTyTy Knis. 
.3anHCKH 4uinponeTposc1:Koro IacTuTyTy Hapo,!!Hbol 

ocsiTn . 
.3an11c1m KaM'aee!!,b-CT0AiJ1hcb1rnro lacTHTYTY Hapo.11-

Hb00i oceiT11. KaM'llHC!!,b Ha Do.11faJ110, 
.3an11cKu Kuiscbl<oro liicTllTYTY Hapo,!!Hbol ocsirn. 

Kni's. 
.3anucKH CToJ11aecbKOro lucTHTYTY Hapo,!!Hboi' ocsirn. 

IT0J1Taea. 
.3anncK11 XapKiBCbKoro IHcTllTYTY HapoAHho·: ocBITU 

iM O. 0. IToTe6Hi XapKis. . 
.3an11cK11 XepcoHChl<oro IHcTllTYTY HapO,!!HbOI ocsiTH 

iMelm H. K. KpyncbKo'i. XepcoH. 
.3anncK11 KttiBcbKOro CiJ1bCbKo-focno.11apcbKOro IHcTn-

TYTY· K11'is. _ 
HasecTUll Aaep6aiiAIKBHCKOro r ocy.11apcTBCHHOro y Hll" 

sepcnTeTa HMeHu B. 11 . .11.eHnHa. 0TAeJ\ EcTecrso
SHBHHH 11 MeAH!!,HHbr. EaKy. 

I-:bsecTnll focyAapcTBCHHoro fnApoJ1ornqecKoro 11ecTn-
TyTa. AeHnHrpaA- · 

Vl3BecTHll EKaTepHHOCJ\BBCKOro r opHoro YIHcTHTyTa 
nMeHH T. ApTeMa-Cepreeaa. [14]. HsseCTllll 4He
nponeTposc1rnro fopHoro V!HcTHTyTa HM· T, Ap
TeMa·Cepreesa. 4HenponeTpoecK. [C 15]. 

11.aseCTllll TsepcKoro ne.11aror11qecKoro J1HCTl!TyTa. 
Tsepb. 

l1asecTHH K11eBcKoro CToJ111TexHnqecKoro u CeJ1bCKO
Xosirl\cTseHHoro VIHcT11TyToB. K11es. 

vfaseCTHll TexH0.1\0rllqecKoro l1HcTuTyTa llMCHH Aenua-
rpaACKoro CoseTa pa6oqax, KpecTb!IHCKHX H 
KpacHoapMeiicKHX .11enyTaTos. AeHl!Hrpa;t. 

Hayqeb1e VlaseCTl!H Asep6aii;tlKaHCKoro IloAuTeXHllqe
cKoro l1ucTuTyTa HMeHH Asu36e1rnsa. EaKy. [4o 2,. 
c 3 l1asecTl1!1 Aaep6aH;tlK3HCKoro rocy.11apcTBCH
HOro noJ\uTeXHHqecKoro l1HCTHTyTa HMeHH Aaus-
6eKOBa EaKy ]. 

HayqHo-TexHuqecKuii /KypHaJ\ O;ieccKoro 0TAelleHHfl' 
HayqHo-TexH11qeCKoro Y npaBJ1e111rn BCHX YCCP, 
OAecc1rnro CTo.11uTexmi:qecKoro V!HCTHTyTa· 11 OAec
cRoro 0TAeJ\eHHH BceyKpa1rncKoii AccO!!,HB.gHll 
I1HmeHepos. 0.11ecra. (C 57 , KaK npo40.11111eHHC 
HayKa u TexHHKa). 

HayqHo-TexauqecKun /KypHa.11. OpraH HayqHo-Teum
qecKor;i CoseTa npu YKpanHcKOM HayqHo-Texa11-
qecKOM OT4e.11e YCHX. XapbROB. 

HayKoBi .3anucKH XapxiscbKoro TexHoJ1oriqHoro Ia"· 
CTHTYTY iMeHu B. I • .11.eHuaa. XapKiB. 



CnllCOK coKpal!!eHIJH lKypHaAOB. xv 
HayKa H TexHllKa. 

OnbITHo-CTponTe!lbHoe 
AeJIO. 

T PA· Ile4. l1HcT. 

T pA· l1HcT. HmK. T paHrn. 

Y '!. 3arr. Bb1cw. lllK. 

HayKa H TexHllKa OpraH 04eccKoro Hay'!Ho·TexHn· 
qecKoro 0TAe.J\a BCHX YCCP, 04eccKoro 0T4e• 
AeHllff BceyKpBllHCKOH Accoi;;Haj!llll l1HllleHepoB H 
011eccKoro IloAHTeXHll'lecKoro HHcTnTyTa. O;i;ecca. 
(Ao 56, 4aAee Hay'IHo-Texttll'lecKnii IB.ypHaA ). 

OnbITHo-CTponTe.llbHoe AeJIO. BCHX Y npaBJ\eHlle 
nppHray110HHbIX pa6oT B TypKecTaHe. IleTep6ypr. 

TpyAbI BHTCKoro De11arorH'!eCKoro HHcTuTyTa llMeHH 
13. 11. J\eHHHa. BHTKa. 

TpyAbl MocKoBCKoro 11HcTnTyTa HHllleHepoB TpaHc
nopTa. MocKBa. 

Y'leHbie 3anncKn 8b1cweii illKOJ\bl r. 04eccb1. 0TAeA 
ClJnBHKo·MaTeMaTH'lecKHX H Texliu11ecK11x HayK 
004 pe;taKg11eii npoqieccopoB B. H. KaHAH6a, 
LI. 4. K.11apKa, J\. 11. MaH/le.llbIIITaMa 11 11. IO. 
T11M11eHKo. 011ecca. 



K TeopHH cos0Kyne1.1x Aaoct-auToe1.1x opHOAH.zeeHii. · 
~ 

P. KgsMtUH. 

3p;ecb H 4a10 BhIBOA 04HOH TeopeMbI o pacapep;eAeHHH p;po6-

HbIX ,ll;OAeH CHCTeMbl IIOAHHOMOB, npe4cTaBAHJOigeH HeKOTOpoe 

o6o6igeHHe TeopeMbI, p;oKa3aHHOH aKap;eMHKOM YI. M. B H Ho

r pa A 0 Bbl M B CTaTbe: ,,AHaAHTH1l:eCKOe AOKa3aTeAbCTBO TeopeMbl 

0 pacnpeJJ;eAeHHH 4p06HbIX qacTeH geAoro IIOAHHOMa" (YIAH 

CCC 1927). 
OpocToe npHMeHeHHe aTOH TeopeMhI no3BO.l\HeT p;aTb ,ZJ;OBOAhHO 

IIOAHOe pewem-re PRAa BOnpocos, OTHOCHigHXCH K TeOpHH COBO

KYIIHbIX j(H:ocpaHTOBbIX apa6AmKeHliH BhICllIHX cTeneHeii. OepBhie 

marH B HCCAeJJ;OBaHHH 9TliX BOIIpOCOB CJJ;eAaHbI, HaCKO.l\bKO MHe 

mrnecTHO, Hardy a Little woo cl' OM B I):X ,ZJ;OK.11.a,ZJ;e Ha Mem.p;y

Hapop;HOM C'be3.zi,e MaTeMaTH:KOB B 1912 r. \,'{/eyl B 1914 r. p;aA 

O,ZJ;HO 3aMe'IaTeAbHOe HepaBeHCTBO, 3HaqHTe.l\bHO o6AerqHBmee 

,ZJ;aAbHeHmee H3yqemi:e 9THX BOnpocoB. 0Ho Aell>.liT B OCHOBe 

H 9TOH pa60Tbl. 

/(AH npocTOTbI H3Aom.eHHH, B 4aAbHei:l:meM BCIOAY roBopHTCH 

o ABYX no.11.HHOMax, HAH ,ZJ;Byx nptt6AHlf>.eHHHX. 0606igem1e Ha 60.11.b

mee qHC.1\0 He npe4cTaBAHeT 3aTpyp;HeHHU • 

. § 1. 0TMeTHM neKOTOpbie npe,11;Aom.eHm1, HYlKHbie AMI ,11;aJ1.b

Hei:l:mero: 

I. HepaBeHCTBO Bei1An: ec.11.Hf(x)=ax" +a1xn-t+ ... +ixn
noAttHOM c seigecTBeHHblMli KoacpcpttgHeHTaMH, ((Z)) - paccTOHHHe 

qttc.11.a z AO 6.11.H:mai:l:wero geAoro, S = I 
I 

TO: 

lY 

~1 2d/\x) i 
~e I 

I I 

2 2 2-1 2-n 1 1 
S < 4 N + N Min N, , · 

n-1 n-l [ n-1 n-l 1Y J~ 

h,, 8,,n-1=1 ( «cx.n. h, h .... h,,_1») 

>Kypu. Jlemrnrp., <!>113 ·MaT .. 0-na T. II, a. 2 (1920). 



2 P. Ky 3 b M H H. 

CAe,ll;CTBHeM HepaseHCTBa BeliAH RBAHeTcH qiopMyAa: 

[ 
n-l ] n-1 n-1 n-1 nlN · 

2 c 2-1 2-n 1 
8 = 0 (N ) N + N 2 Min ( N, ~oth») , 

l=l 

copaBe,ll;.1\HBaH Of>H AI060M Bb16ope 00.1\0.31.HTe.1\bHOH OOCTOHHHOM c. 

,lt;oKaBaTe.1\bCTBO aTHX ope,ll;A02KeHHM MO.al.HO HaMTH B KHHf'e 

E. Land au: Vorlesungen iiber die Zahlentheorie Bd I (Satz 
265, 266). ,. 

0TMeTHM eige, qTo 113 HepaBeHCTBa Beli~H BbITeKaeT opeJJ.AO-
• 8· 

JReHHe: opH IX HppagHOHa.1\bHOM hm N = 0. 
N-? 00 

II. EcAH 

' p I 1 n jix-q-<-qo; (p,q)=l, O<q<N, 

TO: 

2 Min ( N, (:h)) = 0 (N") Nn ( ~ + ~ + ;n ) . 

npn: <lTOM cyMMHf>OBaHHe pacopOCTpaHeHO Ha Bee OOCAe,ll;OBa· 

Te.1\bHbie 3Ha'leHHR h B HHTepBaAe, ,IJ,.1\HHa KOTOf>Of'O ecTb BeAH
n-1 

'IHHa oopHJJ.Ka N 
.lt;oKa3aTe.1\bCTBO .1\HIIIb HecyigecTBeHHO OT.1\H'laeTCH OT JJ.OKa3a

Te.1\bCTBa AeMMbI III HaBBaHHOM pa6oTbI 11. M. B H H of' p a JJ. o B a. 

§ 2. nycTb <tJYHKJ!IUI Cf) (~) C oepHOJJ,OM, paBHblM e,l(HHHge, 

B HHTepBa.1\e (a, b) paBHa eJJ,HHHge, a B OCT3.1\bHOH 'IaCTH HHTep

Ba.1\a (0,1) paBHa HYAIO. 

TorJJ,a, KaK Aer1<.o BHJJ.eTb: 

+"' 
(~) _ ~' 21'in~ q> - ~a,, e , 

op11 11eM 

TOpoe 00.1\0.31.HTe.1\bHOe 'IHC.1\0. 

TorJJ;a: 

b0 = b-o; b =a n n 
sin 2nnA 

2nnA ' 



K TeopttH cosoKynHbIX .ll;ttoq>aHTOBbIX nptt6JlttlKeHHii. 3 

KpoMe Toro: 

I b n \ < Min ( ! ' n!4 ) ' 
TaK 'ITO pHA a6coAIOTHo cxoAHJ!!,HHCH. 

06paayeM, HaKOHeg, cf>YHK!JHIO (I) (1;, YJ) = 4 (1;). 41 (YJ), rAe 41 (YJ) 
OTAJ'IqaeTCH OT 4 (!;) TeM, 'ITO BMeCTO 'IHCeA a, b, ~ B3HTbl c, d, YJ· 

Qqemi:p;Ho cnpaBep;AJ-lBO paaAomemi:e: 

(!) (!;, YJ) = 
n,m=-eo 

npH aTOM C00 = (b-a) (d-c); 
KOacpcf>H!JHeHT B paa.l\om.eHHH 41 (YJ). 

c e2"i(ne+mli) 
nm 

c = b . b' nm n m' rp;e b',,,-

To'IKH (a, c), (b, c), (a, d), (b, d) cocTaBMIIOT BepllIHHbI npHMO

yroAbHHKa c IIAOJ!!,ap;blO cr = (b - a) ( d - c ), paCIIOAOIB.eHHOro 

BHYTPH KBap;paTa c BepIUHHaMH (0,0) (0,1) (1,0) (1,1). 
jl;AH BCHKOro npHMOyroAbHHKa crl, aHaAOrHqHoro npHMoyrOAb

HHKY cr J\11018.HO COCTaBHTb COOTBeTCTBy101gy10 cf>YHK!JHIO W1, aua

AOrH•rny10 cf>YHK!JHH W (1;, "fl). 
§ 3. OycTb f 1(x) H f 2(x) p;Ba IIOAHHOMa cTeneHeil h H k, 

npH'IeM h < k. OepeMeHHOe x npHHHMaeT pHp; aHaqeHHH: 

1, 2, 3, .... N. Kam.p;oMy aHa'IeHHIO x cooTBeTCTByeT BHYTPH ep;HHJi!q

Horo KBap;paTa (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) TOqKa, KOopp;HHaTbl KOTOpOH 

paBHbl p;po6Hb!M p;OMIM COOTBeTCTBeHHblX 3HaqeHHM f1(x) Ji! f2(x). 
IJeAb 6AHSB.aHIUHX naparpacpoB COCTOHT B TOM, qTo6bI onpep;eAHTb 

'I ( cr)- qHcAo TaKHX TO'IeK, nonap;a101gHx BHYTf?b npHMoyroAh

HHKa cr c BepIUHHaMH B TO'IKax: (a, c), (b, c), (a, d), (b, d). BBep;eH

HaH B § 2 <PYHK!JHH (J) (!;, YJ) p;aeT yp;o6Hoe cpep;CTBO AAH aToro. 

BoabMeM p;sa npHMoyroAbHlil<.a cr 1 H cr2, cTopOHbI KOToporo y p;a

AeHbI OT cTopoH npHMoyroAbHHKa cr Ha BeAHtrnHy !:!., DpHMO

yroAbHHK cr 6yp;eM cqJi!TaTb TaKHM, qTo cr2 geAHKOM pacnOAOSB.eH 

BHYTPH ep;HHHqHoro KBap;paTa, a cr1 cy1gecTByeT. CocTaBHM JJ;AH 

ani:x IIpHMOyrOAbHHKOB COOTBeTCTBYIOW,He <l>YHK!!Hlil (l)l (!;, YJ), 
(u2 (1;, "!)), <1) (1;, YJ). AerKo BHp;eTb, qTo w2 (1;, YJ) = 1 B np.HMoyroAh

HHKe cr Ji! He OTpHgaTeAbHa B OCTaAbHOH qacTH ep;HHHqHoro KBa

p;paTa, w1 (;, YJ) = 0 BHe KBap;parn cr H < 1 BHYTPH ero. 

KpoMe Toro, Be3p;e: 

{))1(1;, "I]) < <J(I;, "I]) < W2(!;, "f)). 

floaToMy, noAaraH: 
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N N 

2 W1 (~. YJ) < v( a) < 2 W2(!;, Yi) 
x:::: 1 

N N N 

2 W1(~, Y/) ~ ~ W (~, Yj) < 2 W2(;, YJ). 
x::::l x=l •::::l 

N 

W2(~, Y/) - T 2 
x=l 

OpttMeHHH paa.11.oJKeHHe Cf>YHKQ,HH w (~, YJ) B pHP. H ~YMMHPYH 
IlO'lAeHHO, Hattp,eM OTCIOP,a: 

v (a)= Na+ 0 (Ni:l. + R). 

3p,ecb qepe3 R o6oaHa'leH MaKCHMYM a6coAIOTHoro BHa'leHHH 

N 

""1::1 IQ ~ e2r:i (n~ + >nl)) 

~ nm~ ' 
n, m x==l 

B KOTOpoM: cyMMHpOBaHHe pacnpOCTpaHeHO Ha see geAbJe 3Haqe

HHH tJHCeA n H m, He paBHbIX HYAIO op,ttospeMeHHO. 

§ 4. .ll;.1u1 ogeHKH seAH'lHHbI R socnOAbayeMCH paseHCTBoM: 

+ 00 

2'= 2 + "'I:' + ""'' + ~1 ~ ...:..; .2,. - A+B+O+D. 
n, m I :;:;; I n I :;:;; N 

m=:O 
\n\;;;N n=-oo \n\>N 
l;;;m;;;N \rn\>N \m\;;;N 

OpH ogettKe cyMM () H D BeAH'lHHY 

1
2 e 2 .. ; ("~ + m·~> I = s 
x=1 I mn 

3aMeHHM BeAH'lHHOH N H socnOAbByeMCH ttepaseHCTBaMH P..11.H 

BeAH'lHH I o,,m I· BbITeKaIOigHMH H3 ttepaBeHCTB P,AH BeAH'lHH bn § 2. 
noAb3YHCb 06bI'lHbIMH npHeMaMH, Haifp,eM: 

C+D = 0 ( IgN) = o(N"') 
a \a;· 

[OpH STOM e, KaK o6bI'lHO, ::___ npOH3BO.ll.bHaH IlOAOJKHTe.11.bHaH 
1 

nocTOHHHaH, H npeAnOAOJKetto, 'ITO T = 0 (N)]. 



K TeOpHH COBOKYIIHbIX .l(HocpaHTOBbIX rrpH6Jl.HIB.eHHH. 5 

4M1 ogeHKH seAH'IHHbI B, np11Mett.1rn ttepaseHcTBo Ko w H

ill B a pg a, IlO.J\yqHM: 

I B 12 < ~1 I c I . ~ I 0 I . s 2 
· == ~ mn ~ nm nm,• 

4a.l\bHeitwee npHMeHeHHe ttepaBeHCTBa KowH-illBapga ,11;aeT: 

I B 12k-1' [ ~1, ] /-.!_, "51 I c I . 2k-1 

< ~ Cnm\. · ~ ""' · S,,"' 

B npaBoii qacTH noAytieHHoro HepaseHCTBa nepBbIH MHOlKHTeAb 
k 

2 E 
eCTb BeAHqHHa nopHJJ;Ka (lgN) = 0 (N ) . 

4AH H3YlleHHH BTOporo MHOlKHTeAH, 3aMeTHM, 'ITO 

s ~ e2d(n~+m·r,) =I ~.e2r:i(~mxk-:- .. .. ) 
1z1n ~ ._.. 

l I 

noaTOMY npHMeHeHHe HepaBeHCTB AAH Gnm H HepaBeHCTBa 

BeilAH ,11;aeT: 
k-1 

"1 2 E ,,,;;...; I Gnm I s.,m = 0 (N ) 
~11 1 2-1 
~ - N + [ 

k-1 

....i nm 
[n[ ~N 
l~m~N 

k-1 ] k-1 klN 
2 - k --1 1 

+ N "5. Min ( N, -,-) . 
.- \ c"m'lt> 
>-=1 

I 
3HaK Ha,11; cyMMO:fi 03HatiaeT, 'ITO npH n = 0 BC.J\HqHHa nm 

,a;oAJtrna 6b1Tb aaMeHeHa Ha 

CToaTOMJ! 

I 
m· 

k-1 k-1 k-1 
~ 2 e 2 2-1 E 2-k 
~ I cnm I . s,,m = 0 (N lg N) N + 0 (N ) N Q. 

2 ' I ,-1 I . f 1 ) 
= - ~-Mm N-- = Q n ..,;,.,i m I, ' • ).niix • 

In l~N A,m 

k!Nk 

= 0 (lg N) ~ Min ( N, .:fl. .. ) . 't (p.). 
p.=:1 

4epea ~1 
't (p.) 3,ll,eCb 0603HaqeHa CYMMa ~ m , pacnpocTpa-

mA:: p. 
k-1 

HeHJmH AHWb Ha TaKHe 3HatieHHJI m, npH KOTOpb1x ), < kl N 
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CyMMy, noAyqHB111y:t0cH B npaeoii qacTH nocAe_n;Hero paBeHCTBa, 

pa306beM - Ha rpy~nbI nocAeJJ;OBaTeAbHblX CAaraeMbIX. qHCAOM 
k-1 k-1 

K k!N B Ka.IKJJ;OH. OycTb l = e·k!N H Sp - O.ll;Ha H3 Ta1rnx 

rpynn: 

't ( [J.) Mln (N, - 1 -) . 
«~µ.» 

1 B KatKJJ;OM trn CAaraeMbIX m, BXOJJ;HigHX B COCTaB 't (p.) OAHOrO 

1 
H3 qAeHoB cyMMbI Sp BeAHqHHa m ::::=:: -;- , apH p > 0 HAH m =::: 1 
npH p = 0. 4HCAO CAaraeMbIX, BXOJJ;HigH~ B COCTaB 't ((.!-), MeHbIIIe, 

qeM o6igee qHCAO _n;eAHTeAeH [L, CAe,zi;oBaTeAbHO, OHO eCTb BeAH

qHHa 0 (N"'). 
OpHMeHHH BaMeqaHHe II § 1, Haxo,zi;HM: 

k 

~ -c ([J) Min (N, «:µJ = O(Ne) N" ( ~ + + + ;k)• 
~=l . 

r .zi;e q ______: 3HaMeHa TeAb 0,lJ;HOH H3 no.zi;xo.zi;HigHX .zi;po6eii K qHcA y ~. 
k 

npHqeM q<N. 
ConocTaBAJrn cKa3aHHoe, Haxo,zi;HM: 

1-k 

i;; (1 1 q)2 

B = 0 (N ) N N + q + Nk . 

no.zi;o6HblM me nyTeM, npH ycAOBHH h > 1 ,lJ;AH BeAHqirn A, 

1-h 

E (1 1 r)2 
A~ O(N) N N + r + N'' • 

3.zi;ecb r-3HaMeHaTeAb o,zi;Hoii M.3 .zi;po6eii, no.zi;xo,zi;HigHx K qHcAy 

::. ~ CTap111eMy Koaq>q>H!!HeHTY IlOJ\HHOMa f1 (x). ,, 
4HcAo r y.zi;oBAeTBOpHeT HepaeeHcTBy: r < N . 
06'be,1J;HHHH CKa3aHHoe, noAyqaeM OKOHqaTeJ\b_HO: 

[ 

1-i: 
2 

l+• 1 1 q 
v(a)==Na+O(Nil)+O(N ) (F+q-+N1;)+ 

1-h] 2 
1 1 I' +(N+r+1;) . 

N, 



K TeopHH cosoKynttbIX ,ll;Hoq>aHTOBbIX npH6.11.mKeHHH. 

1 
1 _,,, , Hali,11,eM: 

N2 

1 +--1-k 
2 

q 

7 

OpH H3J\OLKeHHOM BblBOAe Ha np.HMoyrOAbHHK cr 6bJAH HaAo

LKeHbI HeKOTOpble orpaHHqeHH.H. I13 noAyqeHHOH <f>OPMYJ\bl AerKO 

BHAeTb, qTo OHH HecyigecTBeHHbl, H <f>OpMyAa BepHa ,11,J\.H Jl.I06oro 

np.HMoyrO.l\bHHKa cr, OpHeHTHpOBaHHoro napaAAeJ\bHO QC.HM M pac

IlOJ\O/KeHHOro BHYTPM e,11,HHMqHoro KBa,11,paTa. 

DpH h = 1 ogeHKa BeJ1.11:qHHbI A H3J\OLKeHHbIM cnoco6oM He

npHMeHMMa, HO cnegHaJ\bHOe paCCMOTpeHHe noKa3bJBaeT, qTo IlOAy

qeHHa.H ,ll,A.H A OJ!eHKa OCTaeTC.H B CH.l\e ll B <lTOM CAyqae. 

B cAyqae, ecAM peqb 11,11,eT 06 O,ll,HOM MHoroqAeHe, BbI6HpaeM 

1-k 
I 2 

t:.. = (, ~) qTQ ,11,aeT <f>OPMYAY I1. M. B H Hor pa ,11, o Ba: 

§ 5. I13 noAyqeHHblX pe3y.l\bTaTOB AerKO CJ1.e,11,y10T Bb!BO,ll.bl, 

OTHOC.HIJ!HeC.H K ,ll;wolflaHTOBbIM npM6AM/KeHH.HM. 

I13 <flOPMYAbI I1. M. BM Hor pa ,11, o Ba CAe,ll.yeT, qTo npH 

I+ z [ l 
'I (cr) = N°, + fl KN · ~i..:.1< 

q 

10 \ < l'; K - nocTo.HHHa.H. 
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EcAH Momao HaHTH q, y,n;oBAeTBop.iuoigee cKa3aHHOMY ycAOBHJ-O 

H 60.1\bWee, qeM HeKOTOpoe q11c.l\O 't, TO: 

_ KN• l 1 ( '1' )2l-kj cro- -- --- + --
N 21-k Nk 

't 

3aKAJ-OqaeTC.R O,D;Ha 113 ,n;po6eii IlO.l\HHOMa f2 (x) = axk. 
- I p , 1 

EcAH me q < 't, To ex - - / < T , OTKy,n;a: q !l . 

I k k-1 I ,k-1 
aq -pq <--1,. 

OoaToMy BO Bc.aKOM cAyqae cyigecTByeT cpe,n;H q11ceA 1, 2, ... N 
k 

TaKoe geAOe qHC.1\0 x, 'ITO 3HaqeHHe ax OT.l\HqaeTC.R OT 6AHmalf-

wero geAoro MeHhwe, qeM Ha BeAHtIHHy: 

](N • [ 1 ( f )2l-kj ,1c-1 
-~- -i=k + -k + -r . 

.N. 2 N 
't 

!JeAecoo6pa3HbIH no,n;6op BeA11q11H 't' 11 T ,n;oKaabrnaeT Teo p e My 
k 11. M. B 11 H o r p a Ao Ba: DpH aa,n;aHHOM tIHCAe cr < ~ MOmHo 

k2 +1 

ttaHTH TaKyJ-O nocTO.RHHYJ-O 0, qTo B HHTepBaAe (1, N) AA.ff AJ-06oro 

'IHC.l\a a HaHAeTC.R TaKOe geAoe x, npH KOTOpOM paCCTO.RHHe BeAH-

k 6 ,.. 0. 
tIHHbI" ax ,11,0 AHmanwero geAoro MeHbWe, qeM - 0- • 

N 
OpoCTbIM o 6 o 6 '!! e H 11 e M aToil: TeopeMbI .RBA.ReTc.a TaKa.a: 

,,OycTb f1 (x) H f2 (x) IlO.l\HHOMbl 6ea CB060,ztHOrO '!Aemi, Be

igecTBeHHbie. Tor,zta B AJ-06oM HHTepBaAe 1 < x < t MOmHo Hail:TH 

TaKOe 3HaqeHHe x, npH KOTOpOM 3HaqeHH.R ,n;aHHblX IlOAHHOMOB 

OT.J\HqaJ-OTC.R OT 6A11maiiWHX geAblX MeHbWe, qeM Ha 4' r,11,e c HO' 
t 

HeKOTOpble IlOAO}l{HTe.l\bHbie IlOCTO.RHHbie" • 

.l{A.R ,ltOKa3aTe.l\bCTBa paCCMOTpHM CHa'la.l\a TOT cAyqaf:i, KOr.zt a 

{ 1 (x) = ~·~, (2 (.-:r) = ~xn. BoabMeM .ztBa 'lHCAa T H T". Cpe.ztM 
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'IHCeA l:IHTepBaAa (1, T) HaHAeTCH no l:l3AOlKeHHOMY TaKoe 1;, 'ITO 

c 
t"' 6 u 6 paccTOHHBe Ot:s AO AB.mamnero y;eAoro yAeT MeHbllle, 'leM 

" B BHTepaaAe (1, T) eaH:AeTCH TaKoe "I), qTo pacc'l'OHHHe AO 6AB-

n n n C 
maH:mero y;eAoro 'IHCAa ~ 1 "I) =[:Ji; "I) 6yAeT MeHbme, 'leM ---

_1Jaa"' 

1 +a 
ttaaaaa 1;"1) = x, T = t, eaH:AeM, 'ITO 1 < x < t H npB TOM pac-

CTOHHBH BeAH'll:IH ocx'1' l:I ~xn ,ltO 6AHlKaHIIIHX y;eAblX MeHbUie, qeM 
0 0 

..:·-=--~ H -~ COOTBeTCTBeHHO. 

1-/-a tl+a 

Bb16paa a TaK, 'IT06b1 cr1 -na > 0, eaBMeHbIIIYIO Ha aeAHqHH 

cr,-na · a.r:; · 
1 +a l:I I+(! MOJKeM npl:IHHTb aa TO cr, 0 KOTOpOM roaopHTCH 

a TeopeMe. 

06IMHH cAy'law MOJKHO ,ltOKaaaTb c noMOIMbIO nOAHOH HHAYKJ!HH. 

Dpe.itnOAOlKHM, qTo TeopeMa AOKaaaea AAH Toro cAy'laJI, Kor,11;a 

CTeneHH nOAHHOMOB f 1 (x) H f2 (x) MeHbllle n. DycTb f 1 (x) = rxx" + 
+ 91 (x); ( 2 (x) = ~x" + q>2 (x), r.ite cTeneHH qi1 (x) H cp2 (x) MeHbUie n, 
a o,11;eo Ha 'IHCeA oc H ~ MOJKeT 6bITb paaeo H uy AIO. BoabMeM 

a 
ABa 'IHCAa: T H T. B BHTepaaAe (1, T) Haii,lteM no AOKaaaeHoMy 

" n 
TaKOe 'IHCAO 1;, 'ITO qffCAa oci; H ~1; OTAH'laIOTCH OT 6AHlKaihnero 

0 
y;eAoro MeHbrne, 'leM aa -,- • Cor Aaceo npe.itnoAomeHHIO B HH

l' t 

a 
TepBaAe (1, T ) MOJKHO eaihH TaKoe qBCAO "IJ, 'ITO BHa'leHHH noA11-

HOMOB: ~I ("IJ) = (fl1 (!;'YJ), ~. (YJ) = 'P2 (!;"IJ) OTAH'laIOTCH OT 6AHJKaHUIHX 

0 
y;eAbIX MeHbllle, qeM Ha ~ • 

Jr 2 

" " DpH aTOM oc (1;"1J) H ~ (1;"1J) OTAH'laIOTCH OT 6AHJKaiimHx 'IHCeA 

or"" 
MeHblile, 'leM ea --- • 

Ta1 

noaToMy, Haaaaa: i;·IJ = x; T 1 +a= t, Haii,11;eM: 1 < x < t H npH

TOM qHCAa f1 (x) H f2 (x) OTAHqaIOTCH OT 6AHlKaHIIIHX geAblX MeHbllle, 

a o 
a1 -n<t +~. 

t -I+ a t l +a· 

Bb16paa qHcAo a TaK, 'IT06b1: 0 <a< 5-
n 

cr1 - na ar:;2 u 

wee H3 quceA 1-+a- H 1 +a qepea cr, eaup,eM, 'ITO r; H eCTb 

TO qHCAO, 0 KOTOpOM roaopHTCH B TeopeMe. 



10 - P. K y _3 b M H H. 

TaK KaK B cAy11ae, Korp,a f 1 (x) = ocx H f 2 (x) = px TeopeMC;t 

BepHa, TO OHa P,OKaBaHa. 

§ 6. B cAy11ae, eCAH xorn 6b1 OAHH HB IIOAHHOMOB f1 (x) H f2 (x) 

lIMeeT CB060P,HbIH 11AeH, TeopeMbI, nop,o6HOH npep,b1p,yigeH:, B0061!!,e 

0 
roBopn, He cyl!!,eCTByeT, p,alKe H IIO :aaMeHe BeAHqHHbl -.- AI06oil 

-t 
p,pyroH: Cf>YHKgneli, y6brna10igeH: p,o HYAH npn t-+ oo • B aToM cAy-

11ae MOryT cyl!!,eCTBOBaTh, OP,HaKO, TeopeMbl, IIOP,06Hbte Teope~rn 
4e6buneBa • 

.l{A.H cAyqan op,Horo noJ\HHOMa HB q>opMyAbI l1. M. BHHorpap,oBa 

BbJTeKaeT, 'ITO y KalKp,oro DOAHHOMa f (x) c HppagHOHaAbHbIM 

KOaipcpHgHeHTOM XOT.H 6bI y OP,Horo qAeHa, OTAH'rnoro OT CB06op,

HOro, cyigecTByeT TaKa.H nocAeP,OBaTeAbHOCTb 6ecKOHe11HO B03-

pacTa101!!,HX geAbJ.X x, npH KOTOpbIX paccTO.HHHe f (x) P,O 6J1.HlKaH:mero 
l-k 

• -2 
geAoro MeHJJIIIe, qeM 0 (x) x ' rp,e k- CTeneHb DOAHHOMa • 

.l{A.H CAy11an, KOrp,a DOJ\.HHOMbl f1 (x) H '"(a::) pa3HhIX CTeneHeH 

:H CTapIIIHe Koaq>q>HgHeHTbI HX OP,HHaKOBbI, 061!!,a.H cpopMyAa § 4 
IIOKa3bIBaeT, qTo npH COOTBeTCTBYIOI!!,eM 6eCKOHe11HOM pnp,e 3Ha

'leHHH geAoro x BeAH'lHHbl f1 (x) H f2 (x) OTAHqa10TC.H OT 6AHmaH:-
l-k 

• -2 
IIIHX. geAbIX Ha Be.l\HqHHY 0 (x ) x 

IlocAeP,HH.H TeopeMa MOlKeT 6bITb AerKO o6o6igeHa Ha H TOT 

<:Ay11aH:, Korp,a CTapIIIHe KOaipq>HgHeHTbl DOAHHOMOB f1 (x) H f2 (x), 

6yp,yqa HppagHoHaAbHhI, HMe10T paglfoHaAbHoe OTHOIIIeHae. Mo.IKHo, 

BHP,OH3MeHHB paccylKp,eHH.H, npHBOP,.HI!!,He K q>opMyAe § 4, o6o6IgHTb 

ee H Ha CAyqaH: IIOAHHOMOB f1 (x) H f2 (x) paBHbIX cTeneHeli, 

HMelOI!!,HX HppagHOHaAbHhie CTapmne KOaipq>HgHeHTbl c pagHOHaAb

HblM OTHomeHaeM r. ToAhKO B aTOM cAy11ae pa3HOCTh ( 1 (x)
:rf2 (x) P,OAlKHa HaqaHaTbC.H c 11AeHa, HppagHOHaJ\.bHbIH . KOaipq>H

gaeHT KOTOporo COH3MepHM co CTapIIIHM KOacpcpngHeHTOM DOAH

HOMa f1 (x). 

B o6igeM cAy'lae, Korp,a OTHoIIIeHHe HppagnoHaAoHbIX cTapmHx 

'KOaipipHgHeHTOB DOAHHOMOB f1 (x) H f2 (x) nppagHOHaAbHO, TeopeM 

nop,o6HbIX cKaaaHHhIM He cyl!!,eCTsyeT. KaKoBa 6hr HH 6bIAa <p (x), 
TIOAOlKHTeJ\bHaH H y6bIBaIOI!!,aH p,o HYA.H npH X-+ 00' npH COOTBeT

CTBeHHOM nop,6ope Koacpq>HgHeHTOB f1 (i:) H f2 (x) OKa3bIBaeTC.H, 

'ITO 'lHCJ\.a f1 (x) H f2 (x) OTAH'lalOTC.H OT 6AHlKaHUIHX geAblX 

MeHbIIIe, ''leM Ha <p (x) OP,HOBpe!\!eHn:o, AHIIIb P,MI KOHe11HOro qHCAa 

geJ\.bIX 3Ha'leHHH x. 



K TeopHH coBOKYIIHhIX ,ll;Ho<PaHTOBbIX npH6AHll!.eHHH. 11 

B 3aKAIO'lemte 3aMeTHM, qTo, npHMem1H q>yHKQ,HIO § 2 <.>(;,"II) 

u noAb3YHCb ynoM.HHYTbIM B § 1 ceolicTBOM, 'ITO lim !- . = 0, 
N+"' 

ec •H S--1 ~ e2"if(x) I• f( ) " ~ r.11.e CTapWHH KOa!pcpHQ,Hefff .. x Hppa-

1 ' 

. .Q,HOHaAeH, M02KHO Jl,OKa3aTb cyi!!eCTBOBaHHe . paBHOMepHOCTH pac

n pe.11.eAeHH.ll B. e,ll,HHH'IHOM KBa.11.paTe TO'leK, KOOp,ll,HHaTbl KOTOpbIX 

.11.po6Hbie JJ.OAH noAHHOMOB f 1 (x) H { 2 (x). E.11.HHCTBeHHoe ycAosae, 

KOTopoe npH 3TOM npHXOJl,HTCH HaA02KHTb Ha llOAHHOMbI f1(x) H f2(x) 
COCTOHT B HeB03M02KHOCTH npH geAbIX n H m ypaBHeHHH: 

r.11.e f (x)-noAHHOM c paQ,HOHaAbHbIMH Koaq>ipH!!HeHTaMH. HcHo, 

'ITO ecAH ypaBHeHHe 110.11.06Horo BHJl,a B03M02KHO, TO TO'lKH,KOOp~ 

JJ.HHaTbI KOTopbIX paBHbI .11.po6HbIM JJ.OAHM noAHHOMOB f 1 (x) u f2 (x), 

H He MoryT 6b!Tb paBHOMepHO pacnpe,11,eAeHbI 110 llAOigaJJ.H e.11.H

HHqHoro Ksa.11.paTa. 

0TCIOJl,a CAeJJ.yeT, qTo eCAH llOAHHOMbI f1 (x) H f2 (x) IlOJJ.'lH

HeHbl CKa3aHHOMY ycAOBHIO, TO Bcer.11.a M02KHO npH 3a,ll,aHHOM 

nOA02KHTeAbHOM c HaHTH TaKOe geAOe qffCAO x, qTo6bI qHcAa f1 (x) 
.H f2 (x) OTAHqaAHCb OT 6AH2KaHWHX geAblX qHceA MeHbWe, qeM 

Ha c OJl.HOBpeMeHHO. 

Sur la theorie des inegalites simultanees de Diophant. 
R. Kuzmin. 

Je demontre ici le theoreme suivant: 

. etant donne les polynomes f1 (x), f2 (x) ' .•. fk (x), qui s'annulent 

pour x=O, on peut designer une constante positive cr, dependant 

de degres des polynomes donnes, qui a la propriete: 

pour chaque valeur du parametre t > t0 on peut satisfaire aux 

inegalites: 

lei x, y1, !/2 .•• Yk - sont des nombres entieres; 0 < x < t; c est 

une constante positive. 
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Un theoreme tout a fait semblable existe pour les polynomes 
a plusieures variables. 

La condition: {1 (0)=(2 (0)= ... =fk (0)=0 
est necessaire par la nature de la question. 

Tout cela est une consequence d'un theoreme assez precise 
et generale sur la distribution des valeurs des polynomes suivant 
le module un, que j' ai demontre en ap pliquant l'inegalite celeb:e 
de Weyl et les series trigonometriques au moyen d'une methode, 
qui est une modification simplifiee de celle de M. Winogradoft 
(C. R. de l'Ac. de Sc. U. S. S. R. 1927). 



06 yueuepcaALHLIX cJ»YHKge.a:x. 

JI. B. KanmopoBU'l. 

r p. M. cp H x Te Hr 0 Ab!! 0 M 6bIA IlOCTaBAeH CAe.11.yI01!!,HH 

Bonpoc: 'ITO MO.!KHO CKa3aTb 0 KA a c c e <f>YHKJ!HH .zi.syx nepe

MeHHblX F (x, t), yHHBepcaAbHOH .II.Ml scex <f>YHKJ!HH ?J=f (x) 
0.11.HOH nepeMeHHOH x, KAacca <:cx no KAaccH<f>HKagHH Bair e' a 1). 

OpH paccMoTpeHHH aToro sonpoca MbI npHIIIAH K cAe.11.y10-

1!!,HM peByAbTaTaM: 

1) ,ll;MI <f>YHKJ!HH KAaCCH<f>HKagHH y 0 u n g, a cyigecT-

ByeT <f>YHKJ!HH .zi.syx nepeMeHHbIX THna g~ (GJ 2), YHHBepcaAI>HaH 

.II.AH see}\ <PYHKJ!HH 0.11.HOH nepe!VreHHOH x Tuna (He BbIIIIe) g~ ( G,). 
3.zi.ecb (H HH~'Ke) qepea rx o6o3HaqaeTCH A106oe qHCAO nepsoro 

HAH BTOporo qncAOBOf'O KAacca. 

2) I-l§ cy1!!,ecTByeT <f>YHKJ!HH ti;Byx nepeMeHHbIX cx-ro KAacca 

B air e ' a, JHHBepcaAbHOH .II.AH Bcex <f>YHKJ!HH 0.11.HOH nepeMeHHOH 

He BbIIIIe Toro .me KAacca. 

3.zi.ecb .me sa.11rno OTMeTHTb, qTo Mbl paccMaTpHBaeM H <f>YHK

.'gmf, .zi.orrycKaI01!!,He Heco6cTBeHHbie BirnqeHHH + oo HAH - oo. 

,ll;AH KOHeqHbIX <f>YHKJ!HH HeB03MO.lKHOCTb cyigecTBoBaHHH yttHBep

caAbHbIX <f>YHKJ!HH F (x, t) B ~ o6oHx yKaBaHHblX cAyqaHx cpaBy 

BbITeKaAa 6bI (oT rrpOTHBHOro) H3 paCCMOTpeHHH <f>YHKJ!HH 

F (x, x)':+- 1. 
B .zi.aAbHeH:IIIeM Bee HaIIIH noc'fpoeHHH MbI 6y.zi.eM rrpOHBB0.11.HTb 

B KBa,11,paTe 0<x<1, 0<:t<1. 

1 ) <l>yHKgttll F ( x, t) aasbrnaeTcll y H 11 B e p c a 11 b H o ii ,!!Jill cpyaKg11ii OJIHOH 

nepeMeaaoii onpe,!!e.'leaaoro RJ\acca, ec.1111 AJ\ll KaJG,!IOH cpyaKg1111 f (x) aToro 

RJ\acca cyl,!!ecTByeT TaKoe sHafeH11e t 1 napaMeTpa t, qTo F (x, t')=f (x), 11, o6paTao, 

npH Kall\,!IOM imaqeaH11 napaMeTpa t no.11yqaeTCll cpyaKg11J1 OT x, np11Ha,!IJ1elKaIJ!all 

ynoMJIHYTOMY K.'laccy. 

•) 3,!leCb (11 B ,!13.1\bHeihneM) Mb! IlO.l\bSYeMCll TepMHHOJ10r11eii: H o6osaaqeHl!JIMll 

H. Hahn' a; CM, ero Theo r i e de r re e 11 en Funk ti one n [Ber 1 in, 

1921), CTp. 328 H C.l\eA., 
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06o3HaqHM qepe3 P coBoKynttocTb Tex qHce.11. t, KOTOpbIX 

pa3J\.OiKCHHe no TpoHqHOH CHCTeMe MOlKCT 6b!Tb HanHCaHO c no-

"1 a, a 
MOigblO gmflp 0 H 1, TaK qTO t=3 +30 + ... + ; + ... ' r_z~e ak,o 

HAH 1. KaK HBBCCTHO, coeoKynttocTb P ecTb coBepwettHaH. 

Pa306beM noc.11.e,11,oBaTeAbHOCTb ( ak) Ha 6ecKOHeqttoe MHO.lKe

CTBO qacTHqHbIX; ,ll,J\.H :noro ,ll,OCTaToqHO pa36HTb TaKHM o6pa30M 

noc.11.e,11,oBaTeAbHOCTb HaTypaAbHbIX qHce.11., ttanpHMep, no cxeMe: 

[ 1, 
3, 5, ....... '2 i-1, 

2·1 2·3, 2 ·S, ....... '2 (2i-1), 
(1) ~-:·~~. . . . . . . 

2k-l.3 2k-l S 2k-I (2i-1), ...... , . ' ...... ' . . . . . . . 
Onpe,11,C.11.HM Tenepb <f>YHKJ!HH l 1 (t), l 2 (t), ...... c.11.e,11,y10tgHM 

,o6pa3oM: 

l (t) a, + a, a5 l (t) a, a. a,• 
I =2 zo+z.-+ ..... , 2 =2+20+23+ .... ; ... 

0THOCHTeJl.bHO aTHX <f>YHKJ!HH cnpaBe,ll,AHBO c.11.eiywigee: 

1) cPyttKJ!HH l 1 (t), l 2 (t), .... ttenpepbIBHbI B P (H B,ll,OAb P). 
2) KaKOBbI 6b1 HH 6b1.11.n qHcAa 1.1 , A2 , ••••. (O<; Ak <; 1), no 

HHM HaH,11,eTC.H B COBOKYilHOCTH p TOqKa t', ,'l,A.H KOTopoH: 0,11,HO

BpeMeHHO: 

3aMeTHM, qTo 3aMKHyTa.H coeoKynttoCTb eno.11.tte onpe,11,e.11.HeTc.H 

HCqHCJ\.MMbIM MHOiKeCTBOM qffce.11., HMeHHO, pacCTO.HHH.HMH BCex 

pagHoHaAhHbIX ToqeK ,11,0 aToH coeoKynttocTH. T enepb, 6Aaro,11,ap.H 

aToMy .aaMeqaHHJO H CBOHCTBY <f>YHKJ!HH l, Mb! 6e.a Tpy,11,a nocTpOHM 

n.11.ocKy10 3aMKHYTYJO coeoKynttocTb B, yttHBepcaAbHYJO :i) ,ll,AR 

AHHeHHbIX aaMKHYTbIX coeoKynttocTeli 4). 

•) AHaJ1orH11Ho 1), Il.llOCKaff coaoKynaocTb E HaSbIBaeTcll y H H Be pc a Ab

H o ii (H. A y s H H) A.llll .llMHeMHbIX coBoKynHOCTeii onpeAe.lleHHoro KAacca, ecMr 

see BTH COBOKynHOCTH (11 TOJ\bl(O OHH) noJ1y11aIOTCH npH ce11emm COBOKYilHOCTH E. 
npHMblMH t=t'. f!I . 

CMAyeT orosopHTb, 11To noA ce11emreM ,;i;ayMepHoii coaoKynHocTH {<x, t)} 
npRM~ii t = t' Mb! pa:ayMeeM COBOKyniIOCTb Te x 3 H e q e H II ii x, 'rrpH l(OTOpblX 

TO'IKa (x, t') rrp11HaAJ1e11>.HT AByMepHoii COBOKYilHOCTH. 

') BnepBbie Ta1<0ro poAa coBoKynHOCTH nocTpo11J1H T. Wai e w ski (Fund. 
Math., t. IV, cTp. 214) H W. Sierpinski (ibid, t. VII, cTp. 198). 
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CTepeHyMepyeM 

J=(0,1): 
BCe p~gHOHa.11.bHble qHc.11.a B npoMemyTKe 

r 1 , r 2 ,· • -rk,. · ·, H onpe,11;e.11.HM coBoKynHoCTb E c.11.e-

06pa30M: 

(2) B= k~1c (teP, I x-rk I> lk (t)). 

cha COBOKynHOCTb B H 6y,11;eT HCKOMOH. ,l(eHCTBHTe.11.bHO, 

npem,11;e BCero H3 HenpepbIBHOCTH lf>YHKgHH l1 (t), l2 (t), .. BbITeKaeT 

3aMKHYTOCTb B; TaKHM o6pa3oM, H Bee ceqeHHH ee 6y,11;yT 3aMKHy

TbIMH. 

0oKa1KeM Tenepb, qTo, KaKOBa, 6bi HH 6b1.11.a .11.HHeHHaH 3aMKHy

Tafl coBoKyneocTb E B HHTepBa.11.~ J no eeH: eaH,11;eTCH TaKoe t1eP,. 
qTo ceqeeHeM coBoKynHOCTH E npHMOH t=t' 6y;.r;eT HMeeeo coBo-

t' 
KynHOCTb E. ,l(M1 KpaTKOCTH MbI 0603aaqnM aTo ceqeane qepe3 B. 
OycTb ;.r;aea coBoKyneocTb E; no.11.omHM /...k paBHbIM paccTOHHHIO 

TQqKH rk ;.r;o COBOKynHOCTH E. no CBOHCTBY 2) lf>YHKgHH: l, eaH:

,11;eTCH TaKoe t'eP, qTo lk (t')=/...~ (k=1, 2, ... ). 8ro BeaqeeHe t 
t' 

H 6y,11;eT HCKOMbIM, T.-e. B=E. B caMOM ,11;e.11.e, H3 onpe,11;e.11.eHHH B 
( CM.(2)) HMeeM, qTQ 

t 1 co 

B= II c(ix-r" l>'-k). 
k:::;l "' 

nycTb TOqKa Xo<- E; TOr;.r;a paCCTOHHHe ee ,11;0 .ll.I06oii TOqKH rk 
t' t' ' 

_6y,11;eT > /...k H noToMy x0eB, TaK qTo EC B. HaooopoT, ec.11.H x0eB, 
TO OHa He MomeT npHHa,11;.11.em.aTb ,11;ono.11.HHTe.l\bHOMY K E npoMe

*YTKy, n6o HHaqe MOJKHO 6bi.l\O 6bi HaHTH pagHOHa.l\bHYIO TOqKy,. k' 

,11;.l\fl 'KOTOpoii paccTOHHHe OT l!J 6bi.l\O 6bi 6 0 Ab ill e paCCTOHHHf{ 
r r 

OT x0; HTaK, BCE; H a peBy.11.bTaTe: B=E. 
[3aMeTHM, qTo H n y c Ta fl COBOKynHOCTb MOlKeT 6b!Tb noAy

qeea TaKHM me nyTeM, eC.l\H BbI6paTb t' TaK, qT06bI BCe lk (t')=l.1 
Pa306beM noc.11.e,11;0BaTeAbHOCTb <flYHKJ!HH l 1 (t), l 2 (t), .... ea 6ec-

1weeqeoe MHOJKeCTBO qacTHqHbIX, XOTR 6bI no cxeMe (1): 

(3) 

00Ab3YHCb BTHMH noc.11.e,11;0BaTe.l\bHOCTRMH <flfHKgHH, nOCTj)OHM 

pH.a; coaoKyneocTeli E 1 , E 2 , •••• Toqeo TaK me, KaK Mbl, HCXOJIH 

H3 noc.11.e,11;0BaTe.l\bHOCTH ll (t), l2 (t), .... ' nocTpOH.11.H COBOKyn

HOCTb B. 
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nycTb . Tenepb El' E2' .... 6yJJ,eT npomlBOJ\bHa.H nOCJ\eJJ,O

BaTeJ\bHOCTb aaM1rnyTbIX coBoKynilocTeli B npoMemyTKe J. TaK 

.me, KaK H paHbme, Mb! y6eJJ,HMC.H, qTo ecTb TaKHe qHcAa 1..1 , 1..3 , •••• , 

qTo J\HWb TOJ\bKO t' yJJ.OBJ\eTBOp.HeT ycAOBH.HM: 

(4) 

ceqeHHe C080KynHocTH B1 np.HMOH t=t' ecTb E 1 • TaK.me cyIMe

CTBYIOT TaKtte qHcJ\a /,2 , 1..6 , •••• , qTo ec.il.H TOJ\bKO 

(4*) 

TO ceqeatte coBoKynHOCTH E 2 npHMoli t=t' ecTb E 2 , HT. 11.. Ho, 

no CBOHCTBY 2) IJ>YHKgttli l1 , 12 , •••• , MbI Mo.meM HaliTH no 

qHcAaM A1 , 1..2 , • ••• TaKoe qHcAo t' 8 npoMe.myTKe J, qT06b1 

o JI.Ho B p e Me H Ho yJJ.08J\eTBOpRhHCb ace ycA08H.H (4), (4*) HT. JI.. 

8THM /1,0Ka3aHa OCH08Ha.H 

AeMMa I. C y IM e c T 8 y e T n o c A e l1. o 8 a T e A b H o c i b n A o

c K H x a a MK Hy T bl x co 8 o Ky n Hoc Te li B1 ,. E2 , ••• , o 6 A a

ll. a IO IM a .H ·c J\ e l1. y IO IM H M c 8 o li c T 8 o M: K a K o 8 a 6 bl H H 

6b1.11.a nOCJ\eJJ,08aTeJ\bHOCTb J\HHeHHblX 3aMKHYTbIX 

c o B o Ky n H o c T e ii E 1 , E 2 , •••• , c y IM e c T By e T T a Ko e 

q H c J\ 0 t'' q T 0 c e q e H H .H M H n p .H M 0 H t = t' c 0 B 0 K y n H o

c Te M: B1 J, B2 ,.... · H 6 y JI. y T HM e H Ho co 8 o Ky n Hoc TH 

E1, E2•····· 
3aMe'l:aBHe. B TeKCTe AeMMbl MO.lKHO 6b1J1.o 6b1 3 a M K H y-

T bl e C080KynHOCTH 3aMeHHTb 0 T K p bl T bl M H, eCJ\H T0.11.bKO, 

BMeCTO nocTpoeHHblX nptt ee JJ.OKa3aTeJ\bCT8e IlJ\OCKHX C080KYilHO

CTe:l1 B1 , E 2 , •••• , 83.HTb HX JJ.@IlOAHeHH.H OE1 , OE2 , • • • • JJ.O 

OCH08HOro K8aJJ,paTa (0,1; 0,1). 
F. Hau s do r ff 5) 88eA 8 paccMOTpeHHe TaK Ha3bIBaeMbie 

&s-q>yHK!JHH (cyMMbI npOH38eJJ,eHHH) H crd- IJ>YHK!JHH . (npOH38e

/1,eHH.H cyMM) OT nocJ1.eJJ,08aTeAbHOCTH E 1 , E 2 , •••• E,,, .... C080-

KynHOCTe:l1, 83.HTbIX H3 KaKoro-Htt6yJJ.h K.11.acca co8oKynHocTeli (E). 
I cpyHK!JHH nep8oro nma, HanpHMep, onpe_zi;eJ\.HIOTC.H TaK. nycTb 

1 · J.laHo npoH380J\hHOe MHo.mecT8o N pasAttqHhIX nocJ1.eJJ,0Ba'feJ1.hHO

cTeii v = ( n 1 , n 2 , •••• , nk, ...• ) BQBpacTaIOIMttX HaTypaAhHhlX 1mceJ1.. 

B3.H8 nocAeJJ.OBaTe.11.bHOCTh E 1 , E 2 , •••• coBoKynaocTe:H: tt3 (E), 
IlOJ\0.1KHM 

G=<l> (E1' E2 ' .... )= 6 En,En • .... Enk .... ' 
val'{ 

•) f, Hausdorff, Mengenlehre (Berlin. 1927), cTp. 89. 
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rp;e cyMMHposaHtte pacrrpOCTpaHeHO Ha see ITOCAe,ZJ;OSaTeAbHOCTH 

IJ H3 N. AHaAorHqHo onpe.ZJ;eAHIOTCH H crd-q>yHKQ;HH, c aaMeHoii 

npOH3Se,ZJ;eHHii cyMMaMH, H Hao6opOT. 

l1a AeMMbl I (tt aaMeqaHHH K Heii) Henocpe.ZJ;cTseHHO sb1Te1rneT 

J\eMMa II. K a K o s a 6 bl H H 6 bl A a &s - cp y H K g H H H A H 

od- q> y HK g H H <I> (E1 , E 2 , .... ), A AH KA a cc a cos o Ky n

H o c Te ii G, Ko Top bl e no A y 'I a IO Tc H c no M o·J:M b IO a To ii 

¢YHKJ!HH H3 AHHeiiHblX 3aMKHYTblX (OTKpblTbIX) 

c 0 s 0 K y n H 0 c T e ii, c y IQ, e c T s y e T y H H s e p c a A b H a H n A o

C Ka H cosoKynttocTb G, npep;cTaSAHeMaH TOIO .me 

<l>YHKJ:!Heii OT HeKOTOpoii nocAep;osaTeAbHOCTH 

3aMKHYTblX (oTKpblTblX) nAOCKHX cosoKynHOCTeil:. 

/(AH ,ll;OKa3aTeAbCTsa .ZJ;OCTaToqHo . IlOJ\0.lKHTb, HanpHMep, 

rp;e E1. E2 •.· ... - nAOCKHe 3aMKHYTble (oTKpblTble) COSOKYilHO

CTH, o KOTOflhlX 6h1Aa pe'lb s AeMMe I (11-s aaMeqaHHH K Heii). 

BMecTo nocAep;osaTeAbHOCTH E1 , E2 , •••• , oqesH.ZJ;HO, · MOmHo 

6blAO 6bl 'HCXOP.HTb H H3 AI06oii ee'qacTHqHoii nocAep;osaTeAbHOCTH • 

.l(aAee, KaK HscTsyeT 113 paccy.m.ZJ;ett11ii F. H au s do r ff' a 6) 

,.11,AH Kcl.lK.ZJ;OI'O THna Borel'esblX COBOKynHOCTeii, ~a HAH ma. cyIQ,e

CTsyeT TaKaH bS - HAH crd - <l>YHKJ!HH <I>, c IlOMOJ:MbIO KOTOpoii 

H3 3aMKHYTbIX, COOTSeTCTBeHHO, OTKpbITbIX COSOKynHOCTeH noAy

'laIOTCJI see COSOKYilHOCTH (He sbv11e) 3TOI'O THna H TOAbKJ OHM; 

nptt 3TOM TOIO me <l>YHKJ!HeH <I> MO;B.HO IlOJ\b30BaTbCH KaK JI.AH 

AHHeHHbIX, TaK H JI.AR nAOCKHX cosoKynHOcTeii. Torp;a H3 AeMMbI II 
cAep;yeT cyigecTsosaHHe nAOCKOii cosoKynHOCTH D Tttna ~\, YHH

BepcaAhHOii ,ll;AH AHHeiiHbIX COSOKYilHOCTeii (He Sblllle) aToro THna 7). 

': ~'.hy · cosoKynHOCTb D MbI cTpOHAH Ha nocAe,ZJ;osaTeAbHOcTH 

cosoKynHOCTeii E1 , E 2 , ••••• Paao6beM Tenepb nocAep;osaTeAb

HOCTb B 1 , E2 , ••••• Ha qacTH'lHbie no cxeMe (1): · 
~ 1.1;ar. fit~. 

B1 ' B8 , Es , . • . . ~ ";~ 
B 0 0 ... _ ' 0 ~~~ ¢\_'\\.,"• 2' ,a.,6 > U10' • • • • "' . . . . ~ ~.~ 

~ - ·W 
") Ibid., CTp. 85-90 H 177-178. ' ~·¥:t'•'J"'~·, Al 
7 ) TaK KaK aHaAHTHqecKHe coao1<ynHOcT11 MOI'YT 6hITb noAyqeHbI HS KAa -.::'.~ 

.. 38MKHYTbIX (mm OTKpb!TbIX) COBOKYIIHOCTe:ii: c fiOMOigblO HeKOTOpo:ii: ~s - ct>YHKI;!HH 

(cM., aanpHMep, F. Hausd,orff, loc. cit., cTp. 93], TO H3. JleMMhI II, MelKAY 

1 npoqHM, BbITeI<aeT cyigecTBoeaaue nAOCKOH aHru1HruqeCKOH coBoKynaocTR, yaaaep

CaAhHoii AMI AHHeHHblX BH8AllTHqec1mx COBOKYilHOCTeH. Cp.: w. s i er pi n ski, 
F u n d. M a t h., t. Vil, crp. 201 H N. L u s i n, F u n d. M at h., t. X, cTp. 79. 

)KypH. JleHHHrp. ¢lH3.-MaT. 0-e: T· II, B. 2 \1929). ... 2 
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ECAH MbI, HCXO,ll,H H3 nepBOH <JaCTH'IHOH nocAe,ll,oBaTeAbHOCTH,. 

nocTpOHM coBoKynHOCTb D 1 , ttcxo,11,H H3 BTopoH:-D2 , H T. th 

TO MbI nptt,11,eM K CAe,11,yIOigeH: AeMMe (aHaAOrH<JHOH AeMMe I): 
AeMMa III. C y ig e c T B y e T n o c A e ,11, o B a T e A b H o c T b 

n Ao c K H x co Bo Ky IJ Hoc Te H: D1 , D2 ,... • TH IJ a '.Da, o 6 A a

,ll, a IO ig a H c A e ,ll, y IO ig H M c B 0 H c T B 0 M: K a K 0 B a. 6 bl H H 

6 bl .I\ a IJ 0 c .I\ e ,ll, 0 Ba Te .I\ b H 0 c Tb .I\ H H eH: H bl x c 0 B 0 Ky IJ Ho

c Te H: D1 , D2 , .... TH n a (He Bbl ill e) '.D,, c y ig e c TB ye T 

TaKoe qHCAO t', qTO ,ll,AH HHX BCeX O,ll,H'OBpeMeHHO: 

(5) 
t' 

D,,=D,, .. 

CTepeM:,11,eM Tenepb K ,11,oKa.aaTe.11.bCTBY yKaaaHHbIX BHaqaJ1.e. 

yTBepm.,11,eHHli: 

TeopeMa I. Ka Ko Bo 6 bl H H 6 bl Ao c.i., c y ig e c T By e T 

qi y HK g H H ,11, By x n e p e Me H Hbl x F (x, t) TH n a g0 , y H H Be p

c a .11. b H a H ,11, A H <P y H K g H ii o ,11, H o H: n e p e M e H>tl o ii y = f (x) 
TH {I a (He Bbl III e) 9.· . 

4 o Ka a a T e .11. b c T Bo. PacnoA<)m.HB Bee pagttoHaAbHbie qHCAa 

B BH,ll,e nocAe,ll,OBaTeJ\bHOCTH: r I , r ~ , r 3 , •••• r.,,, •••• , Kam.,11,oMy 

paJ!HOHaAbHOMY qHCAY If' n IJOCTaBHM B COOTBeTCTBHe COBOKyn- · 

HOCTb D,, (n.a AeMMbl III). CToAOlK.HM Tenepb lf>YHKJ!HIO F (J;, t), 
paBHOH TOqHOH HHlK.HeH rpami:ge TeX qnceA r n, ,ll,Ml KOTOpbIX 

ToqKa (x, t) ne npHna,11,AelK.HT D,,. EcAH me TOqKa (x, t) npHna,11,

Aem.HT eceM D,,, TO nycTb F (x, t)= + oo. 

CToKameM npem.,11,e Bcero, lJTO npH .11.I060M BeigecTBeHHOM p: 

(6) E (F (x, t) > p)=. II D,,, 
x, t r,,<p 

r,11,e npoH3Be,ll,eHHe .pacnpoCTpaHeHO Ha Te 3HalJeHHH n, npH KOTO

pb!X lf'n < p. 

CTycTb ToqKa (x 0 , t 0) npHHa~AemHT coBoKynHOCTH B AeBoH: 

qacTH; aTO .:ma'iHT, 'lTO F (xo, to)> e H, no onpe,11,eA.eHHIO cpyHI(

J!HH F, npH BCHKOM r,, < p Toq.Ka (Xo, .t0) npMHap;AemHT D,,, a no

TOMY npHHa,11,AemHT H npoHaBe,11,eHHIO, cToHigeMy cnpaBa. 06paTHO> 

ecAH TO'iKa (xo, to) a u< Dn,. T. e., npH r,, < p, (xo, to) aD,,, TO 
. r,, p 

. F (x0, t0 ), paBHaH TO'iHOH Hm1rneH: rpaHHJ!e Tex r,,, npH KOTOpbIX 

( Xo, to) He npHHa,11,AelK.HT D n, He MOm.eT 6b!Tb MeHI:>IIIe p, T. e. 

F (Xo, t0) > p H TO'iKa (x0 , t0 ) npHHa,11,AelK.HT H ·coBoKynHOCTH 

B AeBoii qacTH. TaKHM o6pa.aoM, cooTHOIIIeHHe (6) ioKaaaHO. 



0.6 YHHBepcaAbHbIX q{yHK!JHHX. 19 ' 

TaK KaK Bee eoBoKynHoeTH Dn THna '.!>~, TO H HX npOH3Be.ite

HHe 6y.a.eT (He BbIIIIe) 9TOro THna, TaK qTo [eorAaeHO (6)] eOBO

KJIIHOeTH c (F (x' t) > p) 6y,1tyT THIIa (He BbIIIIe) '.!la' OTKy.ita, 

KaK H3Bec•rno, eAe.a.yeT 8), 'ITO lflYHKgm1 F (x, t) 6y;i;eT THna 

(He BbIIIIe) ga. 
OoKaiKeM Tenepb, 'ITO lflYHKgmi: F (x, t) 6y.a.eT YHHBepeaAbHOH 

AJ\H lflYHKgHH 0,ll,HOH_ nepeMeHHOH THIIa (He. BbIIIIe) ga; OTeIO.ita 

yme. 6y.a.eT, Mem.a.y IIpO'IHM, BbITeKaTb, 'ITO lflYHKgHH p eaMa 

6y.a.eT TO'IHO THIIa ga. 
BoabMeM AI06y10 lflYHKgHIO f {x) mna (He BbIIIIe) ga. DoAo

iKHM 

(7) , D,,=c(f(x)>r,,) (n=1, 2, 3, ... ); 

Bee aTH eoBOKYilHOCTH 6y.a.yT THria (He BhIIIIe) '.!la. Tor.a.a, no 

AeMM~ Hf, Haif.a.eTen TaKoe 'IHe.11.0 t', 'ITO P.MI Beex n O,ll,HOBpe

MeHHO 6y;i;eT BbIIIOAHHTbeH eooTHOIIIeHHe (5). B Ta~oM cJ1.yqae, 

KaKOBO 6bi HH 6bi.l\O BeJ!!eeT.BeHHOe 'IHC.1\0 p, B BHP.Y (6) H (7), 

t' 
c(F(.x, t')>p)= II D,,= II c(f(x)>r,,)=c(f(x)>p), 
"' r,,<p r,,<p x 

·oTKy.a.a H eAe.a.yeT, 'ITO TOJK,ll,ee1'BeHHO 

F(x, t1)-c f(x). 

TeopeMa II. He cyigeeTByeT lflYHKJ!HH P.Byx nepe

MeHHbIX F(x, t) cx-ro KAaee'a (no KAaecHcf>HKagHH 

B a i re ' a), y H H B e p ca Ab H o H .a. A H qi y HK g H H o .a. H o H n e

p e Me H HOH y=f(x) {He BbIIIIe) ix-ro K.11.aeea. 

Ao Ka 3 a Te .11. be TB o. Ope.a.no.11.0iKHM npOTHBHoe, T. e. 'ITO 

TaKaH lflYHKJ!HH F (x, t) KJ\aeca ex cyigeeTsyeT. no.11.araeM 

{ 0 (x)=F (x, x); lflYHKJ!HH ( 0 (x) 6y.a.eT (m~ BbIIIIe) a-ro KAaeea. 

QqeBH,ll,HO, 

c (fo (x) > 0) => E ({0 (x)= +co) H c (fo (x) < 0) =) E ({0 (x)=~oo). 

CosoKynHoeTH 8 ACBbIX qaeTHX o6ottx BKAIO'leHHH 6y.a.yT THna 

ma+1' a B npaBbIX-THIIa '.!)~+1 9). no O,ltHOH TeopeMe W. s i er-

· 8 ) H. Hahn, lac. cit., crp, 343 
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[>i nB k i '0 r 0 10), cyf!!eCTBYIOT Ta1rne COBOKYilHOCTH .Al H A2' 
THna ~a+l H fila+l 0 /1, H 0 B p e l>1 e H Ho, _qTO: 

E ((0 (x) > 0) :=) A 1 ~] E ((0 (x) = + oo) H 

:::_i E ((0 (x) < 0) :::_) A 2 :::_) E ((0 (x)= - oo ). 

06o3HaqHM qepe3 As /1,0ilO .. l\HeHHe K cyMMe - COBOKYilHOCTeH 

Au A2 p,o ocHOBHOro npoMemyTKa: .A3 =0(A1+A2). :3rn coso

KynHOCTb, oqesH,?J;Ho; TaK.iKe 6yp,eT THila ~a+l H fil"+l OJJ,HOBpe

MeHHO. Onpep,e.11.HM Tenepb <l>YHKJ!HIO f (x) c.11.e,11;yIOQ!HM o6pa3oM: 

{ 0 B A1 +A2 
f_Cx)= f 0 (x)+1 sA 3 • 

QqeBHJJ;HO, qTo npH BCHKOM x Bblil0.11.HHeTCH ttepaseHCTBO 

f(x)+f0 (x). B TOM, qTQ <l>YHKJ!HH f(x) 6y,11;eT (He Bbune) .:x.-ro-. 

K.11.acca, Hei'pyJJ.HO y6e11.HTbCH 11), yc·raHOBHB, qTo coBOKfilHOCTH 

C(f(x)'~p) H C(f(x)>q), 6y/1.yT, COOTBeTCTBeHHO, THila (He 

BbIIlle) ~;+1 H fila+l. HanpHMep, npH p > 0, COBOKYilHOCTb 

C (f (x) '":;?- p)=A3 • C ({0 (x)':;?-p-1)-Tttira ~a+!; rrpH p<.O, COBO

KYrIHOCTb E (f (x) '":;?- p)=A 1 + A 2 + E ({0 (x)':;?-p-1)- Tal(me_ THrra 

~"+1 · 
l1TaK, MbI rIOCTpOH.11.H <l>YHKQ;HIO f (x) (He BbIIlle) ix-ro 

K.11.acca, KOTOpaH B Ka .iK /1, 0 H T 0 q Ke OTJ\HqaeTCH OT .<PYHKQ;HH 

fo (x). ClJyHKQ;HH f (x) 6.11.aro,11;apH aTOMY 6y.iieT . OTJ\HqaTbCH 

OT BCHKOH <l>YHKJ!HH F ( x, t'), 11pH .11.1060M rr0CTOHHHOM t', rro 

KpaH:Hen Mepe, B TOqKe X=t' H rroaToMy f (x) He MO.iKeT 6bITb 

110.11.yqeHa H3 <l>YHKJ!HH F (x, t-) HH 11pH KaIWM 3HaqeHHH mipa

·MeTpa t, B011peKH 11.orryQ!eHHIO, qTo <l>YHKJ!HH F (x, t) HBAHeTCH 

YHHBepca.11.bHOH /1,AH <l>YHKJ!HH (He BbIIlle) oc-ro K.11.acca. OTO u'po

nrnopeqne H /1,0Ka3blBaeT TeopeMy. 

3 a Me q a H He I. Ec.11.H Mbr, B3HB <l>YHKJ!HIO F (x, t), cyf!!e

CTBOBaHHe KOTopoH: ycTattaBAHBaeTCH B TeopeMe I, 110.11.omHM: 

f 0 (x). F (x, x), To arn <l>YHKJ!HH 6y11.eT TH11a (:1rn BbIIlle) g". Qqe

BH/1.HO, qTO ee H3o6pameHHe [cOBOKYllHOCTb ToqeK (x, fo (~)] 6y11.eT' 

HMeTb 06Q!yIO ToqKy c 113o6pameHHeM BCHKOH <l>YHKQ;HH f (x)' 
Tmia (He BbIIlle) g". HanpornB, He cyf!!eCTByeT <l>YHKJ!HH f 0 (x) 
(He BbIIlle) oc-ro R.11.acca, 1rno6pameH11e KOTOpoli Heo6xo11.HMO nepe-

•) Ibid ' CTp· 346 H 343. 
10) w. s i er pins k i, Fund. Math., t. VI, CTp. 1, 2 . 

. 11) H. Hahn., Joe. cit., cTp. 349. 
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ceKaAOCb 6br c H.3o6pameHHeM KaIB.AOH Apyro:H cf>YHK!J,HH (He BbIIIIe) 
a.-ro KAacca. ,l(eikTBHTeAbHO, nocTpOeHmI, BblilOAHeHHbie npH 
AOKa:aaTeAbCTBe TeopeMbI II, II03BOMII-OT AMI KaIB-AOH cpyHKJ!HH 
/ 0 (x) (He Bb1111e) 7..-ro KAacca onpeAeAHTb TaKy1-0 cf>YHKJ!HI-O f (x) 
TaKme (He BbIIIIe) tX-ro KAacca, KOTOpajJ npH KaIB.AOM 3HaqeHHH x 
OTAHqHa OT nepBOH. 

3 a Me q a H He II. TeopeMe II (npH a.> 1) MOmHo 6bIAO 6bI npH
AaTb H HeCKOAbKO 6oAee o6IgyI-O · cpOpMy, 3aMeHHB cpyHK!J,HH 
cx.-ro KAacca (110,,KAaccHcpHKagHH Bair e' a) cf>YHK!J,H}IMH THna g; 
H G. o AH o B p e Me H Ho (no KAaccHcpHKaJ!HH Young' a). 

Sur les fonctions universelles. 
Par L. V. }(antorovitch, 

Le but de cet article est de demontrer deux ·theorem es 
suivants: 

Th. I. Que l q u e soi t le no m b re fin i o u trans fin ix, 
ii e x i s t e u n e fo n ct i o n d e d e u x v a r i a b I e s F ( x, t) d u 
type ga (suivant les notations de M .. H. Hahn), uni
verselle pour les fonctions f(x) d'une variable x 
q u i s o n t g a a u p I u s. 

Cela veut dire qu'en fixant le parametre t, dans la fonctiop 
F (x, t), on obtiendra toutes les fonctions d'une variable du 
type 9. au plus et ces fonctions seulement. 

Th. D. Il n' exist e au cu n e f on ct ion F (x, t) de 
c_lasse a. (de Baire), universelle pour les fonctions 
d' une variable x des classes <,..a.. 

Bien entendu, on admet pour les fonctions en question les 
valeurs + oo et - oo aussi. 

La. demonstration repose sur ce lemme: 
On peut construire une suite d'ensembles 

plans {Dn}• du type :l)0 , jouissant de la propriete 
s u iv ante: q u e 11 e q u e soi t . la suite d 'ens em b I es 
l i n e a i r e s { D n} , d u t y p e :1). a u p I u s, o n l e s o b t i e n d r a 
t o u s s i m u It a n e m e n t, e n c o u p a n t I e s e n s e m b l e s D n 

p a r I a m e m e d r o i t e, c o n v e n a b I e m e n t ch o i s i e, p a -
r a I I e I e a I ' a x e d ' a b s c i s s e s. 



Sur les valeurs limites des fonctions, regulieres 
a l'interieur d'un cercle. 

Par V. Smirnoff. 

1. Soit f (z) une fonction, reguliere a l'interieur du cercle 
K( I z I< 1). L'article present concerne quelques questions sur la 
connexion des proprietes de f (s) a l'interieur de K et de ses 
valeurs limites sur la circonference (; ( I e I = l) du cercle K. Nous 
prenons comme point de depart une classe des fonctions, etudiee"' 
par M. F. Ries z clans son memoire: ,,Ueber die Randwerte ana
lytischer Funktionen" (Math. Zeitschr. Bd. 18 Heft 1/ 2, p.p. )' 
et nous exposons tout d'abord les proprietes connues des fon
ctions de cette classe, ce qui est indispensable pour la suite. 

Nous dirons que f (z)=U (rei'f') +iv (rei'f'), reguliere a l'interieur 
du eerie K, appartient a la classe Ho, OU 0 > 0, si les inte-
grales: 

j If (ri"') 1° acp, 
0 

croissant avec r, restent bornees, quand r ->-1. 
Si f (z) appartient a H 0 , elle adment presque partout, suivant 

les chemins non tangents, les valeurs limites f (ei'f), et on a: 

lim J If (re;'P) !" dcp = J If ( e'<r) 1° dcp, 
r+I JJf }}[ 

(1) 

ou JYI est une partie mesurable arbitraire de l'intervalle (0,2it); 
outre cela I' egalite: 

(2) 

a lieu. 
Supposons que f(z) prossede une infinite de zeros: CG1, CC2,· ••• 

a l'interieur de K. Ces zeros doivent former un produit infini con-
vergent 

00 

rr I x." I 
n=l 
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et la fonction: 
1-~ 

~3) 
- ~g -

b(z)=II I r:1.,, · --- (a,,, entant conjugue de r:1.,,) 
n=l 1 - ct.,,z ' 

que nous nommons ,,fonction de Blaschke", satisfait a la 
condition [ ~ (z) I< 1 a l'interieur de K et possede presque par
tout les valeurs limites egales en module a l'unite. La fonction 
de depart ( ( z) peut etre mise sous forme: 

(4) f(z)=b(z)·g(z), 

OU g (z) ne possede pas de zeros a l'interieur de K et appartient 
aussi a H,. NoJs nommons le procede decrit, qui fournit la for-• . 

mule (4), ,,degagement de la fonction de Blaschke de f (z)". 
Si f (z) possede un nombre fini de zeros, le produit (3) est 
aussi fini. 

Si f (z) appartient a H 1 , i! suit de la formule (2), qu'elle est 
representable par son integrale de Cauchy: 

(5) 
1 ;· f (ei'I') i"' f ( z) = 2;ri • · ~,9 ~-; - d ( e ·) 

c 

et par l'integrale de Poisson: 

2. Exposons maintenant les deux theoremes qui nous semblent 
importantes pour la theorie des fonctions. 

Theoreme I. Si f (z) a p part i en t a u n e c 1 ass e If,,, (o > O) 

et si \f(lf')[\ oil ),>o,est une fonction sommable, f(z) 
appartient aussi a la classe H. 

), 

En faisant le degagement de la fonction de Blaschke, nous 
pouvons ecrire la formule (4). La fonctiori I g(/f) (est evidemment 
sommable, et il suffit de demontrer, que la fonction g (z) appar
tient a la dasse fl_. 11 resulte de la, qu'en demontrant le theoreme, 

A 

nous pouvons supposer, que f (z) ne possede pas de zeros a l'inte~ 
I 

rieurde K. En remplaceant ensuite f(z) par [f(z)f, on voit, qu'on 
peut prendre o = 1 et, par suite, /.. > 1, sans nuire ·a la generalite. 
Or, si f (z) ap partient a H 1 , la formule ( 6) a lieu, et !es fon-
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t . h . ( i6) ( i6) , . l . ' c ions armomques u re et v re s expnment par es inte-
grale de Poisson. En appliquant a ces integrales l'inegalite bien 
connue de Holder, on obtient: 
2rc 2n 27i: 2TC 

f I u (ri"') ( dcp < f I u ( ei"') ,), dti et .i I v (rl") I" dr.p < f I v ( /") ), dcp ' 
0 u 0 

d'ou ii suit, que f (z) appartient. a la classe If. 
A 

Theoreme II. Si f(s) s'exprime par une integrale du 
type de Cauchy 

(7) f (z) = -1-f-'t~i<?_L d (1/?) 
2m e'"'-z ' 

~ ( ei"') e t a n t u n e f o n c t i o n s o m m a b I e d e cp, o u p a r u n e 
i n t e g r a l e d u t y p e d e C a u c h y - S t i e t j e s: 

(8) f (z)=-2-.-f- d _F (qi) 
2m e'? - z ' 

0 

~(i'') etant une fonction a variation bornee, f(s) 
appartient a H0 pour valeurs arbitraires de 1'i<l. 

En examinant la formule (7), ii' suffit evidemment de consi
derer le cas, oil ~ (ei"') est une fonction reele sommable, sati
sfaisant a l'inegalite: ~ (ei?) > m > 0, m etant un certain nombre 
positif. La fonction u (reicp) s'exprime d'ailleurs par l'integrale de 
p 0 is s 0 n et satisfait a l'inegalite: u (ri?) > m > o. n en resulte, 
que f (z) est distincte de zero a l'interieur du cercle K et que 
les integrales: 

(9) f 1 u (r1/?) I acp 
0 

restent borne es, quand r + 1. Dans le cas considere, la valeur de 
ces integrales, egale a 27tu (0), est independante de r. 11 ne reste 
qu'a demontrer, que !es integrales: 

(10) 

sont bornees. 

f Iv (re;?) la d'fi 
0 

(O<~<l) 

lntroduisons le module R (rei?) et I' argument <Ii'(rei?) de f (z). 
On peut poser, q ue 

1t T. ( i<p) " - 2 < '±> re < 2 . 
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Considerons la fonction: 

reguliere a l'interieur de K. La valeur de 1\ (0<1\ < 1) etant fixee 
arbitrairement, on a l'inegalite: cos 0 1> > k > 0, k etant un certain 
nombre positif. II en resulte, que 

ll , I 
! v (rei<r) I::<: R 0 <: k u0 (re''P), 

et les integrales (10) restent evidemment inferieures a 2~' Uc, (O), 
quand r->-1, 0. Q. F. D. 

Dans le cas de la formule (8), ii faut separer les parties 
reeles et imaginaires de F ( q>) et representer les deux fonctions 
obtenuas sous fonne des aifferences des deux fonctions croissantes. 
La fonction u (ri<r) sera encore positive, les integrales (9) restront 
bornees et la demonstration,. exposee ci-dessus, aura lieu. 

3. lndiquons maintenant quelques consequences immedites des 
theoremes demontres. 

I. Si f(z) est representable par un integrale du 
t y p e d e . C a u ch y o u d e C a u c h y - S ti et j e s, e t s i s e s 
v a I e u rs Ii mites son t s o mm a b I es, e 11 e e st au s s i 
representable par son propre integrale de Cau
chy [formule (5)]. II resulte de la, entre autres, que si f(z), 
est representable par son integrale de Cauchy, elle appartient 
a H 1, et se trouve representable par l'integrale de Poisson. "'} 

II. Si une serie conjuguee d'une serie de Fourier
Lebesgue, n'est pas une serie de Fourier-Lebesgue 
s a so m me gene r a Ii s e e re p e sent e u n e f on ct i o n, 
non so mm ab I e d ans le ·sens de Le b es g u e. Nous nom· 
mons ,,serie de Fourier-Lebesgue" une serie de Fourie d'une fon
ction sommable. 

En faisant !'integration partielle dans la formule (8) et en 
tenant compte de l'existence des valeurs limites f (e'i<r), on arrive 
immediatement au resultat connu **): la serie, qu' on obtient en 
differentiant membre a membre tine serie de Fourier d'une 

*) Ce resultat a ete obtenu par M. G. Fichte n h.o I z a l'aide du tbeoreme 
de l'inicite des fonctions analytiques Fundamenta Mathematicae, t. XIII. 1929. 

"''*) P 1 es s n er. Theorie der konjugierten trigonometrischen Reihen. Gies.-
5en 1923. 
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fonction a variation bornee, ainsi que la serie conjuguee, sont 
sommables a l'aide de la methode de Poisson. 

Pour terminer ce paragraphe nous remarquons encore un fait, 
lie au theoreme II. Ce theoreme met en evidence, que clans le 
cas, OU l'on a les formules (7) OU (8), f (z) appartient a toutes 
les classes, H 0 pour () < 1. L'affirmation inverse est incorrecte et 

peut etre refutee par I' exemple: 

00 

f (z)= lg(l-z) =-""1(1 +.l+ ... +.l)z" 
1-z ~ 2 n ' 

n=l 

Cette fonction appartient a toutes les H p.our & < l, mais elle 
- ii 

ne s'exprime pas a l'aide des formules (7) OU (8), ca,r les coeffi-
cients de sa serie de Maclaurin ne sont pas bornes. . , 

4. Nous avons a faire quelques remarques comple~ntaires 
concernant les fonctions f (z), representables par les integrales du 
type de Cauchy (7). Ecrivons Ia relation (7) sous forme: 

(11) 

ou 1:1 ( cp) et 1t2 ( cp) sont des fonctions reelles sommables. Intro· 
·duisons maintenant une notion nouvelie, indispensable pour la suite. 
Soit A (q:>) une fonction reelle sommable clans l'intervalle (0,21t). 
Si la serie trigonometrique, conjuguee de sa serie de Fourier, est 
aussi une serie de Fourier d'une fonction sommable, nous desi~ 
gnons cette derniere fonction par I (cp) et nous disons, que la 
fonction A (cp) possede la fonction conjuguee "5: (cp). Remarquons les 
.deux faits evidents. Pour qu'une integrale du type de Cauchy: 

21t , 

1 J v (qi) - ip. (qi) i'' 
2rti ------;;;---- d ( e '). 

e -z 
0 

represente le nombre 0 a l'interieur de K, il faut et il suffit, 
que p.(cp) soit la fonction conjuguee de A (cp) et que les series de 
F o u r i e r de ces deux fonctions ne contiennent pas de termes 
constants. Outre cela, si la formule (11) a lieu, pour que la fon
dion f (z) soit representable par les son propre iutegrale de 
Cauchy [la formule (5)], il faut et ii suffit que les fonctions 7t1 (cp) 
et 7t2 ( q:>) pcssedent les fonctions conjuguees. 
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Reprenons les fonctions f (z), representables par la fonnule (11 ). 
En introduisant la fonction absolument continue: 

\? 

'It (qi)= j' [ 1t 1 ( 't) + i1t2 (')] d ( l') 
0 

et en posant: 7t(2n:)=7.·27ti, nous pouvons ecrire la formule (11) 
.sous forme: 

W 1 (q;) et W2 (q;) etant des fonctions absolument continues et peri
odiques. 
Envisageons une fonction primitive de f (z): 

2r. 

ll est evident, que cette fonction est aussi representable par son 
propre integrale de Ca u ch y, car les fonctions absolument conti
nues tll1 ( q;) et W2 (qi) possedent les fonctions conjuguees *); mais 
le numerateur (!)! ( q;) + i(.)2 ( q;) peut etre distinct des valeurs limi
tes F (l"). Ouand meme, en tout cas, on a la formule:' 

s'est-a-dire ii existe une telle fonction G (q>), reele, 
sommable et possedant la fonction conjuguee-cr(cp), 
que la fonction 

F ( e''l') + cr ( cp) - iG ( <p) 

est abs o lumen t continue et period i q u e. I I est a is e 
d e v o i r, q u e c e t t e co n di ti on e s t n o n s e u I e me n t 
n e c e s s a i re, m a is a u s s i s u ff is ante, p o u r q u e I a f o n
c ti on f(z) s'exprirr_e par une integrale du type de 
Cauchy. 

*) Ii est aise de . demontrer, que F (.z) appartient a toutes les classes H, 
0 

pour a;> o. 
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Remarquons, que la continuite absolue des valeurs limites 
rnemes est la condition necessaire, pour que f (z) s'exprirne par 
son propre integrale de Cauchy [Formule (5)] *). 
Considerons un exemple d'une fonction f (z), oil l'on a la for
mule (11), tandis que la formule (5) n'a pas lieu: 

Dans ce cas !es valeurs limites F (e"") ne sont pas bornees et 
sont representables par la serie: 

"' "'1 cos ncp + sin ncp 

~ nlg(n-1) 
n=:3 

uniformement convergente partout, sauf le voisinage cp=O. Outre 
cela on a: 

II en resulte, que cx.=0 et 

cosnqi 
lgn 

m m 

( ) 1 ""' 1 cos cp cos 2cp "'1 cos n<p L' 1 
1t cp =2 ~ (n'-l)lgn -~-2lg3+ ~-n- lg(n-l)-

•=2 n=3 

-_ 1 J + i f sin cp. + sin 2cp + ~ sin ncp [ 1 + 
lg (n + 1) l lg 2 2 lg 3 ~ n lg ('Ii - 1) 

n=3 

1 ~} + lg (n + 1) J · 
5. Dans ce paragraphe nous etablirons la formule, qui fournit 

une representation parametrique de toutes les fonctions regulieres, 
appartenant a la classe H 0 pour une valeur positive de o. Faisons 

d' abord une remarque preliminaire. En se servant du theoreme de 
Harnack sur une suite croissante des fonctions harmoniques et du 
theoreme de Gauss sur la valeur moyenne d'une fonction harmo
nique, il est aise de demontrer que, pour que la fonction f (z) 
appartienne a une classe H 0 , il faut et ii suffit qu'il existe une 

fonction harrnonique a l'interieur de K dont toutes les valeurs 

*) F. U. M. R i e s z. IV Con gr. Des Math. Scan din. a Stockholm 1916. 
*") Voir M. G. Fichte n ho I z, 1. c. 
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a l'interieur de K ne soient pas inferieures aux valeurs correspon-
o 

dant de If (z) J . II en resulte immediaterilent que si l'on fait une 
representation ccnforme du cercle K sur soi meme, toutes les 
fonctions d'une classe JI_ seront transformees en fonctions de la 

0 

meme classe. 
Passons maintenant au probleme sur la representation analy

tique des fonctions positives. II est connu que si f (z) appartient 
. 0 . .. 

a H,, les fonctions If (e''f') I et lg If (ei9 ) I sont sommables *)' . . . 

lnversement, si l' on a une fonction p ( cp) > 0 et si les fonc-
o . 

tions [p (cp)] et lgp (IP) sont sommables, iI existe une infinite de 
fonctions appartenant a la classe H. dont les valeurs limites sont 

0 

egales, en niodule, presque partout a p ( cp ), et l'une d' elles est 
superieure en module a toutes les autres a l'interieur de K. Nous 
posons d'ailleurs que la multiplication de la fonction par un fac
teur, egal en module a l'unite, est sans importance. M. Sze go 
clans son memoire ,,Ueber die Randwerte der analytischen 
Funktionen" (Math. Ann. Bd. 84, Heft 3/4. 1921) a etabli la 
forme de la fondion maximale mentionnee a l'aide de la theorie 
des formes de To e p I i t z. Nous le ferons sans nous en servir et 
nous donnerons la formule generale pour toutes fonctions mention
nees ci-dessus, appartenant a la classe H0 • 

Considerons d' abord le cas particulier oS:t o = 1 et p ( cp) = 1. La 
fonction f (z) appartenant a H 1 et ses valeurs. limites etant ega
les en module a l'unite, on a 

2rr 

f(O)=;".J {li9 )dip 
0 

et J f (0) I.<: 1. En faisant la representation conforme du cercle K 
sur soi-meme, nous pouvons placer le point arbitraire au com
mencement, la fonction f (z) appartenant toujours a H 1 • Done, on,. 
a If (z) I.<: 1 a l'interieur de K, d'ailleurs ii est aise de voir que 
_I' egalite ne peut avoir lieu, que clans le cas, ou f ( i") se reduit 

. presque partout a une certaine constante. Dans ce cas, la fonc
tion f (z), representable par son integrale de Cauchy, se re
duit a la meme constante. 

'>) F. R i e~ z. Acta Hungaricae Universit. Francisco•Joseph t. I fasc. If. 
1922;23. 
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Suppos~ns maintenant que 8= 1 et p (qi)> m > 0 et demon
trons que la fonction maximale cherchee est de la forme 

(12) lJ (z) = exp· in j 2
."lg p (x) ~: +~ dx. *) 

e -z 
0 

lJ (s) appartient evidemment a la classe H 1 • En remarquant 
1 

que P (cp) est sommable et en tenant compte de l'inegalite de Jen-

sen, nous avons: 
Zr. 2" 

JI JJ-1 (reirp) I dqi < 2~, JP :x) dx, 

0 0 

-1 
c'est-a-dire, . lJ (z) appartient aussi a la classe H 1 • Remarquons, 
outre cela, que si la fonction f (z) possede des zeros a l'interieur 
de K, en degageant la fonction de Blaschke b (z) conforme
ment a la formule (4), .on obtient la fonction g (z), possedant 

presque partout les valeurs li1mites du module: If (ei'') I, ma,is su
perieure en module a f (z) a l'interieur de K. II en resulte qu' en 
formant la fonction maximale nous pouvons supposer, clans la 
suite, que f (z), appartenant a H 1 et possedant presque partout 
les valeurs limites du module p (qi), n'admet point de zeros. 

a l'interieur de K. La fonction V f (z) D-1 (z) appartient aussi 
a HI ' et possede presque partout }e's valeurs limites, egales en 
module a }'unite. En vertu des considerations precedentes il s'en
suit que If (z) I.< ID (z) I; d'ailleurs l'egalite ne peut avoir lieu 
que dans le cas ou f (z)=c · D (z) et I c I =1. Par consequent D (e) 
est en effet la fonction maximale unique. En conservant la condi
tion 8=1, nous posons maintenant simplement p(qi)>O,lesfonc
ticns p (qi) et lgp (qi) etant sommables. lntroduisons la fonction. 
p (qi), egale a p (qi), si p (qi)> m et a m, si p (qi)< m. Formons 
"' 2rt 

, ia; 

1 J e + z D (z)=exp- 2 lgp (x)--- dx. 
m Tt m, eix - Z 

0 

-1 
Les fonctions D m (z) et D m (:Z) appartiennent a H 1 • La fonc-

tion V f (z), D-1 (z), appartenant aussi a H 1 , possede presque 
m 

*) Nous designerons par exp·x I' expression /'. 
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partout les valeurs limites ne surpassant pas en module l'unite 
On en con<?lut, com me clans le cas ou 'P ( <p) = l, q ue: 

--'l 
Jf(z)i·ID"' (z)l<(l, 

c'est-a-dire 

1 J' l - r' . ;11 
1 f (z) I <,epx· 2it lg P,,, (x) l.-=·21. cos (x _ U) + r' dx · (z=re ). 

0 

En passant a Ia limite, quand m tend vers zero, on obtient: 

If (z) I< ID (z) 1. 
la fonction D (z) etant definie par la formule (12). II ne reste
qu'a considerer le cas, c.u l'egalit& a lieu. Le quotient f (z): D (z) 
est une fonction bornee appartenant a H 1 , et. comme nous 
l'avons demontre Ci-dessus, l'egalite ne peut avoir -lieu que clans 
le cas, ou f (z)=cD (z) et I c I= 1. 

L'expressicn generale des fonctions, possedant_ les valeurs li
mites du module donnees: p (cp), peut, etre mise, sous forme· d'un: 
produit des trois fonctions: 

13) f (z) = D (z) b (z) fj (z), 

ou D (z) est la fonction maximale etablie, b (z) est celle de Blasch-· 
ke et G (z) tend presque partout en module vers !'unite, est 
inferieure, en module, a !'unite et n'admet pas de zeros a l'inte
rieur de K. Considerons la knction reguliere lg G (z). Sa partie 
reelle est la fonction ·harmonique negative a l'interieur de K. Une 
telle foncticn peut etre mise sous forme de }'integrate de p 0 is
s on - Stiel ti e·s: *) 

21' 

l r; z = -- --· . d x I 1 j' 1-f2 

g I ( ) J 2it 1 - 2r cos (x - 9) + r' ~ ( ), 
u 

tjJ (x) etant une fonction decroissante, possedant presque partout 
la derivee, egale a zero. La fonction meme (j (z) doit etre de la forme: 

(14) rr (z)=exp· 2~ f2

7t <: + z d<ji (x). 
e -z 

0 

Inversement, si !'en prend une fcncticn arbitraire ti> (x), satisfa:
sant aux conditions indiquees, la fonction. G (z) jouira des pro
prietes demandees. 

*) Voir M. G. Fichtenholz; I. c. p. 
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II resulte de ce que nous venons de dire que toutes les fonc
tions de la classe H 1 sont de la forme (13); d'ailleurs les para
metres independants .sont: 1) la fonction p (x), qui entre clans la 
formule (12); 2) les zeros 1%1 , \1.2, • •. qui entrent clans }' expres
sicn de la fonction b (z); 3) la fonction ~ (x), qui entre clans la 
formule (14). Enoni;.ons encore une fois }es conditions, qui doivent 
etre satisfaites par ces parametres: 1) la fonction p (x) est non 
negative, les fonctions p (x) et lg p (x) etant sommables; 2) le 
nombre des zeros !Xn est fini OU infini, clans }e dernier CaS le 

00 

produit II I cx.n I etant convergent; 3) la fonction ti> (x) est decrois-
n=l • 

sante et possede presque partout la derivee egale. a zero. La 
representation parametrique de toutes les fonctions de la classe 
H, sera la meme, a une seule difference, que la condition, 

0 

que p (x) soit commable, doit etre remplacee par la condition 
il 

que [p (x)] soit sommable. 
6. La representation parametrique etablie des fonctions appar

tenant a une classe H 0 , se trouve etroitement liee a la question 

sur la re presentation parametrique d'une classe des fonctions 
. ' 

regulieres a l'interieur de K et satisfaisant a la condition que 
]es integrales: 

(15) 
.u 

+ 
res tent bornees, quand r ~ 1, le symbole lg a etant egal a lg a 
si a> 1, et a zero, si a< 1. Nommons cette classe ,,classe des 
fonction (A)". II est ccnnu, que si f (z) appartient a la classe con
sideree et possede une inf:n:te de zeros CX.1' CX.2' ••• ' le produit 

00 

infini II f rxn I doit etre convergent *) et en peut degager de f (z) 
n==I 

la fonction de Blaschke et ecrire la formule ( 4). 
Ii est aise de demontrer, que la condition, que les integra

les (15) soient bornees, est equivalente a la condition analogue 
concernant les integrales: 

J I lg If (re''f) 11 dt:p. 
0 

*) 0 st rows k i. Acta Hungaricae. Universit. Francisco· Joseph. t. I fasc. II. 
1922-1923. 
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11 suit de la immediatement que, si la fonction f (z) appar
tient a la classe (A), la fonction g (z), qui entre dans la for
mule (4), jouit de la meme propriete, c'est-a-dire que les inte
grales:, 

f i<:> i I lg I g (re . ) I i dcp 
0 

restent bornees. Or, on sait '~) que le meme 
grales: 

propriete des inte-

J I u (r/f) I dcp 
0 

nous fournit 'la condition necessaire et suffisante, pour que la 

fonction harmonique u (r/f) soit representuble par l'integrale de 
Poisson' Stiel t j es: 

d b.l (:c), 

<.> (x) etant une fonction a variation bornee. Done, g (z) est de la 
forme: 

~1'!: 

(16) "' ·· lfe+sd(' 11lz)=Cf'Xp·- -. --- (,) X) 
:i \ · 2rc ••· - ' 

e -z 
0 

OU (,) (x) est une fonction reelle a var1at10n bornee. lnversement, 
si g(z) s'exprime par la fcrmule (16), g(z) et f (z) appartiennent 
a la classe <A), et, par suite, la representation parametrique des 
fonctions de la elasse (A) est: 

::h: 

17) f ia: 
.. I e + z f lz)-=b(z)exp·- - ~-----dw (x) \ , . , 2n ax , 

e -- Ii 
0 

ou b (z') est une fonction de B Ira sch k e et w (x) une fonctioll 
arbitraire a variation bornee: Representons (,) (x) sous fcrme d'une 
difference de deux fonctions decroissantes: 

(18) 

~·) M. G. Fi ch ten h o I z, 1. c. 

)l(ypR, neRHRrp. <jJR3,•MaT. 0-ea T. JI, B, 2 (192~). 3 
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La formule (17) nous fom;nit l'expression: 

(19) f (z) = r. (.r) . r. (z) , 

oil les fonctions 

et 

2n 
• kc 

( 1 (e)=b (z)exp · 2~ j .!;,.,2!__dw1 (x) 
e - z 

0 

sont inferieures en mcdule a l'unrte et f2 (s) ne possede pas de 
zeros a l'interieur du cercle K. lnversement, si f (z) peut etre 
representee sous forme d'un quotient (19) aux proprietes indi
q-uees de f 1 (z) et ( 2 (z), ii est aise de voir que f' (z) appartient 
a la classe (A). Done, la condition necessaire et suffisante pour 
que f (z) appartienne a la classe (A) est foumie par la possi
bilite de la representation (19) aux prcprietes mentionnees de 
{ 1 (z) et ( 2 (z). C'est le theoreme connu de M. M. F. et N. Ne
v an Ii n n a (Acta Soc. Sc. Fennicae, t. 4. 1922 p.p. 1--46). * 

Remarquons, pour terminer cet article, qu'il existe une infi
nite de representation d'une fonction a variation bornee sous la 
forme (18). Si l'on prend la fonction W2 (x) egale a la variation 
totale de (,) (x) dans l'intervalle (o, x), la fonction r~ (z) clans la 
formule (19) sera la fonction maxim ale en module a l'inte
rieur du cercle K . 

. § 7. En se servant. des resultats des paragraphes precedents, 
on demontre aisement le theoreme suivant, indique par M. Zyg
mund clans son memoire "Sur les fonctions conjuguees" (Funda
menta Mathematicae t. XIII 1929): 

S · •1• ( · f ' · · ll :II (x) 01t 'I' x) une onction positive te e que ~ + + = pc_ur 

x + +""'. Si ies valeurs f(ei'f) d'une fonction f(z) holomorphe 
pour I z I< 1 sont integrables de puissance & > 0 et si de plus les 
integral es ]r. 

f ~ [l~ I f (rei'f) I ] dtql 
(l 

*) Nos bibliotheques ne possedant pas le journal indiqqe, je n'ai pas eu, 
a mon regret, le moyen de lire le memoire et i'ignore la methode de la demon
stration dont ces auteurs se sont servi. 
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restent bornees pour r -> 1, alors les integrales 

J If (re;'P) 1° dcp 
0 

restent aussi bomees. 
· II suit inmmediatement des c<- nditions du theoreme que la 

fonction f (z) appartient a la classe (A). Supposons d'abord 
qu' elle ne possede pas de zeros a l'interieure du cercle I z I < 1. 
Elle peut etre mise d'ailleurs sous la forme 

(20) 
27t . 

1 f e'"'+• f(z)=exp.-2 - · . dro(x), 
1t e"' - II 

0 

Ii) (x) etant une fonction reelle a variaticn bornee. En posant 
2r-

u re''!' =l z --. 1 f l - r' 
( ) g I f ( ) I - '.ht . I - 2r cos (qi - x)+r' tl c.> (x), 

0 

eomme ii est bien connu, on a 
.r 

(,) (x)=lim Ju (rei'P) drp. 
r->1 () 

+ 
Designons par u (rei<r) Ia fonction, egale au (re''I'), si u (re'"')>O, 

et egale a zerosi u (rei<;>) < 0, et introduisons d'une facon analogue 

la foncticm u (re''P), Envisageons la fonction 

"'+ . 
w1 (x)=Iim f u(re''P) Jcp: 

r >IO 

Conformement au theoreme connu de M. de la Vallee-Poussin 
la fonction non decroissante w1 (x) est absolument continue. 
lntroduisons encore la fonction non croissante 

a; 

<.> 2 (xJ = (,) (x) - to1 (x) = lirn J ~ (re''P) <lcp 
T·?-1 I} 

et en degageons le terme absolument confnu et le terme singulier. 
La foncJion w (x) s'ecrira ainsi sous la forme d'une somme des 
trois fonctions. En rempla~ant dans la fcrmule !20) <.l (x) par cette 
somme on aura 

~r: 21t 
1 f . eix + II 1 J eix + z (21) f (z)=exp . . ~ q (x) ·· 1.:--dx·exp. -2 ~. -- dco3 (x), 

.wit · e -e lt e"'-• 
0 0 
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ou w3 (x) est une fonction non croissante, possedant presque 
partout une derivee egale a zero, et eoq(x)' en vertu des condi
tions du theoreme, est une fonction sommable. Il resulte de la 
formule (21) que la fonction f (z) appartient a la classe H 0, c. q. (. d 

Supposons maintenant, que la fonction f (z), possede -de3 
zeros et degageons la fonction de Blaschke b (z),' de sorte que 

r (z) c:-: b (z) · lJ (z). 

En se servant du meme theoreme de M. de la Vallee Poussin, 
on aura 

(22) 

2~ 2r. ·+ ' i ,, -!- I t F 

lim f lg I f (re"') \ dq> = J lg I g (e "')I dq;, 
r+Io o 

et l'inegalite J b (z) I< 1 ( [zl < 1) donne 

(23) 
21' 2it 

f +I ""I r+. ;"'! lim lg g (re ·) dq> > l lg i g ( e ) drp. 
r~lo o 

Designons par bn (s) le produit des In premiers facteurs du 
produit infini (3), qui represente b (z), et intr.)duisons la fonctioa 

g (z)= f(z) 
n b., (z) • 

II est evident, que I b., (z) I< 1 pour \zl < 1 et que j bn (rl') I_.. t 
uniformement par rapport a q>, quand r + 1. L'integral 

21t + . f lg I f (re''f) I dq> 
0 

etant une fonction uoissante de r, il en resulte, que: 

ou, d'apres la formule (22), 
2 2it 

~~!:~ (1; I gn (re;")\ dcp = f I; jg (re'") l dq>, 
0 0 . 

d' ou il vient 
21t ' 2.: + 

_\. 1; \ g,. (re'"') j dcp <:: f lg jg (e'"') I dcp (r < 1), 
t• ll 
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et, en passant a la limite, 

211: 21t 

J 1; / g (rei'f) I dcp < f 1i J'g (e;'f) \ d<p. 
0 0 

Cette egalite, jointe a la relation (23), donne 

2." + . 21t +' . 
lim j lg I g (re"f) / dcp= J lg ! .fl (e"f) I dcp. 
r~l f I L 

0 u 

Done; en se servant de nouveau du theoreme de M. de la 

Vallee Poussin, mentionne ci-dessus, on voit, que la fonction 

f (s), ainsi que la fonction ( (z) = b (,z) .fJ (z), appartiennent a la 
dasse n.. "' 

0 DpeAeAhHhlX sea"le~BRX cI>ym<geii, peryARpHhlX BBfTPB 
Kpyra. 

B. 11. C.uupnoe. 

A1nop HCCAeAyeT KAaCCbl <l>YHKQ,HH H, (o>O) TaKHX, qTo r (.e-) 
0 

peryM1pHa B Kpyre !z·! <l, H HHTerpaAbl 

2x 
.. i~ 0 j I f (re ·) I dqJ 

/ 0 

•~TaJOTCH orpaHHqeHHbIMH 11pH r + 1. B OCHOBe HCCAeAOBamrn: Ha· 

X0,11,.HTC.H CAeAYJOIJJ,He ABe TeopeMbl: 
1) ecAH f (z) 11pHH8AAC2KHT HeKoTopoMy KAaccy H, (i'l > 0) 

') 

i'f i. 
H l f (e ) I (A> il) ecTb cyMMHpyeMan <PYHKJ!MH, TO f (<') 11pH· 

Ha.a,Ae2KHT H KAaccy If ; 
/, 

2) ecAH f (z) m106pam.aeTcn HHTerpaAOM THaa Kourn HAH 

KowH-CTHAbTHeca no OKpym.HOCTH I z I= 1, TO oHa npHHaAAem.11T 

l!ICe:M K.l\aCCaM /( npH )\< 1. ,, 
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Die Umkehrung einer ganzen transzendenten F unktion 
einer Matrix. 

Auszug aus einem Briefe von Prof. D-r L. Schlesinger 
an D-r J. Lappo-Danilewski. 

Da Sie Sich naturgemass auch mit der Frage nach dem 
Logarithmus einer Matrix beschaftigt haben, so mochte ich Ihnen 
ein Verfahren schildern, durch das es gelingt, iiberhaupt die 
inverse Funktion einer ganzen transzendenten (oder auch rationa
len) F unktion fiir eine Matrix zu definieren. 

Es sei u=E (x) e=ne ganze Funktion von x und x=L(u) ihre 
inverse. lch bezeichne mit x 1 , x2 , ••• die Wurzeln der Gleichung 
E 1 (x)=O. falls solche _existieren, und mit u0 den Picardschen 
Ausnahmewert, den E (x) flir keinen endlichen Wert von x annimmt, 
falls ein solcher vcrhanden ist. Es sei dann U eine Matrix von 
n2 Elementen, deren charakteristische Wurzeln von den . Werten 
u0 , E(x1), E(x2), •.•• verschieden sind, und es werde die charak
teristische Funk ti on von U 

Det ( U -- r I) :c- h (r) = ( -1 )" (r - r 1y1 (r - r,)i2 ... (r -- r p)'' 
gesetzt, wo die r 1 , r~, ... r p alle vcn einander verschieden sein 
mogen. kh konstruiere eine ganze raticnale Funkfcn ,i;(u) von u, 
fiir die die Differenz u -E fg (u)J =h (u) · f (u) wird, wo f (u) efoe 
ganze transzendenle Funkticn bedeutet. Setzt rnan d~nn ftir u die 
Matrix U ein, so wird zufolge des Cayleyschen Satzes ii ( V)=O, 
wir erhalten also 

U - B [g ( U)] = 0 , 

d. h. es ist .r; ( U) mit L ( U) identisch. Um nun zu der ganzen 
raticnalen Funktion ,q (it) zu gelangen, hat man wie folgt zu ver
fahren: Zufolge der iiber die Wurzeln rk gemachten Vorausset
zung ist die inverse Funkticn L (n) in der Umgebung eines jeden 
Punktes U=rk holomorph, also in der Form 
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entwickelbar. Wir bezeichnen die ganze rationale Funktion, die 
entsteht, wenn wir in der Reihe (1) nur die A.k ersten Glieder bei
behalten, mit F'k (u), dann ist also in der Umgebung vcn u=rk 

wo, wie auch stets im Folgenden, P eine gewohnliche, nach po
sitiven ganzen Potenzen fcrtschreitende Reihe bedeuten soil. Wir 
trennen nun von dem rationalen Bruch Fk (u) / h (u) den auf den 

Fa kt or ( u - rk)°>'·" des Nenners beziiglichen T eil ab, setzen also 

(3) • . 
Pk (ul 

h(u) 

A" (ii) + Bk (ii) ( . )A1.. --- u -rk ·, 
(n - rJ1' h (u) 

wo Ak (u) und Bk (u) ganze rationale Funktionen bedeuten, dann 
folgt aus (2) und (3), dass in der Umgebung von u = rk 

.L (u)- .Adii) h (~J = (u- r1i• p (u-rk) 
(u- r 1J 'k 

ist. Setzen wir also 
p 

( )- ,-1 Ak (u)·h(•u ___ •} 
!J u - ~ -----

' ~ ( }_k ' 
k=l ·1.i - rk) 

so gilt in der Umgebung eines jeden Wertes u=r, die Ent
wicklung 

(4) . . . 

also, wenn w:r auf beiden Seiten dieser Giei h mg die E --Funk
tic.n nehmen, 

u-=E [ii (u)+(u-r.,)A·i P(u-r)] 

und indem wir jetzt irn zweiten Gliede nach dem Taylorschen 
Satze entwickeln 

tt=E [.r; (u)] + (n - r,) '-., P (i-t - r,). 

Also ist der Quotient u - E [g (ii)]/ h ('u) in der Umgebung 
eines jeden endlichen tt - Wertes holomorph, sornit eine ganze 
transzendente Funktion f (n) von it, d. h. wir haben in der Tat 
erreicht, dass 

u - E [g (ii)]= Ii (u) · f (u) 

wird. Nach der Gleichung (4) ist g (rk)=L (rk) und damit ist die 
Mehrdcutigkeit der Matrizenfunktion .If ( U) == L ( U) in Evidenz 
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gesezt; die Werte L (rk) sind die Wurzeln der zu der Matrix 
L (U) g-ehorigen charakteristischen Gleichung. 

Die Anwendung dieses Verfahrens auf den Fall WO R (x) oie 
Exponentialfunktion ist, liefert die Definiticn des Logarithmus 
einer Matrix; die Falle, wo E (x) mit x2, oder al!gemeiner mit 
xm, m eine positive ganze Zahl, iibereinstimmt, sind nach der 
hier dargelegten Methode schon friiher behandelt worden, man 
vergleiche z. B. M. Bocher, Einfiihrung in die hohere Algebra, 
1~10, S. 320 ff und Dickson-Bodewig, Hohere Algebra, 1929, 
s. 107 ff. 

Giessen, 18 Juli 1929. 

06paisee&e geAoi TpaecgeBAeHTHoi <j>yeKg&H OT 
MaTpHgLI. 

l1.11e.r.e"1etrne HB DHCbMa npoqi. A. 111.r.esHHrepa K 11. A. Aanno-AaHHAeBCKOMy. 

nycTb U=E (X) eCTb ge.r.a.H TpaJICJ!eH,ll;eHTHa.H lflYHKJ!lUI Ma

TpHyb1 X. ABTop AaeT o6J!!Hi1 Me·ro,11, rrocTpoeHH.H o6paTHoti lflYHK

MHn X=L (U). 



Theorie des matrices satisfaisantes a des system.es 
d'equations differentielles lineaires a coefficients ra

tionnels arbitraires. 
Par M. J. A. lappo-Danilevski. 

Memoire premier. 

§ 1. 

Dans nos deux memoires precedents 1) nous avons donne la 
resolution "algorithmique complete des problemes reguliers de 
Poincare et de Riemann, ce qui constitue le fondement de la 
theorie algorithmique des matrices regulieres-ou, si l'on veut,
des systemes d'equations lineaires a integrales regulieres. 

En abordant maintenant une etude analogue des systemes 
d'equations lineaires a coefficients rationnels arbitraires, nous re
rr arquons, qu'un tel systeme, par une transformation convenable 
de la variable independante: 

x'=ax + j3 
··p; + 1l' 

se reduit toujours a la forme: 

OU les elements I u(r)} des ms substitutions differentielles, ainsi 
\ J kl 

que les parametres ai, definissant la configuration des points sin-
guliers a distance finie, sont independants de x. 

Le systeme redu'.t ( l) est evidemment caracterise par la pro· 
priete, que toutes ses integrales sont regulieres au point a 
l'infini. 

Une matrice integrale Y (x) du systeme (1) sera nommee 
,,matrice a definition rationnelle" du rang s-1 aux 

') Journal de la Societe Mathematique de Leningrad t. II fascic. 1 (1928) 
f'"P· 94-120 et 121-154. 
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b t · · d ·ff · · 11 " uP> ur•J · ,.s u s 1 t u t 1 on s 1 ere n t 1 e e s 1 , · · ·, i aux pomts 
singuliers a, (j = 1, 2, · · · m ). 

Une matrice a definition rationnelle du rang zero est evidem-. 
ment une matrice reguliere. Si la matrice Y(x) se reduit a la 
matrice identique au point b, elle sera dite norm a I e a ce 
point. 

ta matrice Y(x) subit du cote gauche les ,,subs tit u ti on s 
int e-g r a I es" Vi' quand x decrit les circuits, entournant les 

points singuliers respectivement a1 . Le groupe, genere par les 
SU bstitutions Vi est un groupe de monodromie du systeme (J ). 

S I b . . d'ff · . II UrrJ . . upposons, que es su shtubcns 1 erentie es i , ams1 qu:: 
les points singuliers af sont donnes. Les problemes fondamen
tau:x correspondant de la theorie des matrices a· definition ration
nelle sont: 

(A) la construction d'u n e representation, gene
r ale 1) d'une matrice a definition rationnelle Y(x), 
determinee par les conditions initiales au point 
o rd i n a i re, et I a con st r u ct i o n de s e x p re s s i o n s an a-
1 y ti q u es explicites de ses substitutions integra
l es Vi. C'est evidemment le ,,probleme irregulier de Poincare" 
sur l'integration du systeme (l) et sur la determination analytique 
de son groupe de monodromie .. 

(B)La ,,decomposition" d'unematrice a definition 
ration n ell e, c' est-a-dire le degagement de la ma trice irre
guliere Y(x) une matrice reguliere X (x); jou;ssant de la prn-

-1 
priete, que la deuxieme ccmposante: X(.x) Y(x) soit unifcrme 
clans tout le plan de la variable complexe, de sorte que la ma.
trice X (x) caracterise la ramification de la ma trice. Y (x). 

(0) La caraderistique analytique complete des 
.singularites d'une matrice a definition ration
n e l le, concernant non s.eulement sa ramitication, mais aussi les 
singularites essentiel1es uniformes d:o la composante unifcrme 

-1 
X ( x) Y ( x). Une telle caracteristique sera atteinte par l'int.i o-

duction des ,,s u b st it u ti 0 1:1 s c a r a ct e r i st i q u e s" nr/:I a 
tout point singulier aj (j = 1, · · · ·, rn ). La premiere de ces sub-

') Une representation d\me matrice Y(x) sera dite general e, si elle re· 
pre,.sente cette matrice clans tout le domaine de son existence par rnpport a :1:, 

Les representations qui ne jouissent pa-; de cette propriete seront <l;tes I o· 
ca I es. 
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~titutions est la ,,substitution exposante", li~e a la sub
stitution integrate, par la relation 

• (I) 

~ ~=;m~ 
<2i I <•J , et . !es autres - TV. , · · ·, T T1• n exercent aucune influence sur la 

J 

ramification. 
Le probleme classique de Riemann clans la classe des matri

ces considerees concerne la construction d'une matrice a defini
tion rationnelle, les. substitutions integrales et la configuration 
des points singuliers etant suppose donnees. Ce probleme ren
ferme une indetermination essentielle, car il ne pent s'agir f.vi
demment que de la construction d'une composante reguliere X (x), 
1a composante uniforme restant completement 
in d et e rm in e e. 

Ncus levons cette indetermination en considerant notre prc
bleme: 

(D) s u r la construction d'u n e mat rice a definition 
r a ti o n n e 11 e p o s s e d a n t I e s sing u l a rites co m p let e
m en t car act eris e es, ce qui se reduit a la determination 

-des substitutions diff erentielles ~(rJ, les substitutions caracteri-
. T fT(r) l f • • d 0 l' sllques ·1 j et a con 1gurahon es po:nts smgu.1ers a; etant 

suppose dcnnees 1). 
En se servant de notre methode du cdcul des series des 

compositions des substitutions lineaires [1'1J.1R §§ 4-8] 2), nous 
donnons clans le memcire present la resolution algoiithrnique des 
p mblemes (A), (B), ( 0) et (D). Cette resolution ne suppose 
aucune restriction, concernant les problemes (A) et ( B), tandis 
que la resolution des problemes (G) et (D) n'est valable, qu'a la 
conditicn, que les substitutions differentielles, cu respectivement 
caracteristiques. se trouvent clans un voisinage du systeme des 
substitutions nulles :i). 

Le probleme (A), sur l'integration du systeme (1), a ete traite 
jus:~u'a present dans le sens de la construe-ii rn des represen-

1) II est evident qu'en vertu de la relation (2J, la resolution du rrohleme 
{JJ; no~iS fournit en meme temps Jes solutions du probJeme ckssique de Riemann. 

'1) Nous abregerons ainsi Jes citations de nos deux memoires mentionnes 
-ci-d essus. 

') L'examen de ce cas particulier est d'ailleurs indispensable pour consi
-de;-er le cas general. 
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tations locales {von Koch) ou des representations asymptotiques 
(Pcincare) des matrices en question. Les representations gene
rales de ces matrices, ainsi que les expressions analytiques 
explicites pour les substitutions integrales correspondant, man
quent encore 4). 

Quant aux problemes (B), (0) et (D), a notre connaissance,. 
ils n'ont meme pas ete poses. 

§ 2. 

En abordant la resolution du probleme (A) de Poincare, nous 
introduisons le systeme des fonctions: 

(3) 
r1 r 

Lb (a.,···, a.' Ix); j 1,· · ·f,=1,· · ·, m; r 0 · · ·, r.,= 
J1 J" 

=1,· · ·, s; V=l, 2, 3,· · · 

definies par les relations de recurrence: 

(4) ''j f dx L(a x)= · b . ~, 
J1 (x-a.) 

b Ji 

ou b est un point, distinct des points a 1 , • ··,am oo. 
Ces fonctions presentent une generalisation imhiediate d'hyper

logarithmes: 
[ 1 . 

Lb (a.,···, a. J x)=Lb (a.,···, a. l x) 
J1 J., J1 Jv 

[1'MR § 9] et peuvent etre mises sous forme de leurs combi
naisons lineaires a coeffitients rationnels, comme nous le verrons 
plus. loin [§ 3]. 

Toute fonction (3) peut etre traitee comme une fonction uni
forme sur la surface universe lie de la superpositic, n <5 ( a1, • • ·,a,...,=), 
aux points de la ramificaticn du type logarithmique al>· · ·, a,,,, =. 

Designons par bf le point superpose b sur la surface 
6 (a1, · · ·, a,,,,, oo) qu 'on cbtient, en suivant un lacet (~), entournant 
dans le sens positif le point af et n'entournant ancun d'autres 

•) La connexi~n des representations locales, des rerresentations asympto
fa111es et de nos representations generales sera esquissee dans le § 6, 
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points singuliers. Les valeurs des fonctions (3) au point b. seront 
.7 

fournies par les integrales: 
r, ,., J d.c r r (5) L 0 (a. I b.)=P. (a I b) = ---,., ; L (a' · · ·, a., I b.) 
.Ji J J Ji (.x:-a .. ) b J,' j,, .J 

.11 

r1 r,1 

Les parametres P. (a. ,. ·., a. I b), ne dependant que de la 
J ,JI )"I 

configuraticn des points singuliers ah· · ·, am et du point b, sont 
:a leur tour les combinaisons lineaires des parametres de la con
figuratic n: 

(j} 1 1 
P · (a . . . a )=P (a . . . a I b) I). 

h ft' ' f,, .; it ' " J,J 

-En se servant des fonctions (3) et des parametres (5), OR 

demontre le theoreme I sur la representation generale d'une ma
trice normale a definition rationnelle et le theoreme II, qui four
nit les expressions analytiques explicites des substitutions inte• 
grales de la matrice indiquee. 

Theoreme I. L a m a t ri c e a d e Ii n i t i o n r a ti o n n e ll e 
possedant les substitutions differentielles 

{ll (•) • • 
U. ,· · ·, U aux points a. (J=1,· · ·, 

J r J 

point best une fonction entiere 
d i f f e r e n t i e l l e s, r e p r e s e n t a b l e 
pe ment: 

{6) 

00 (1 •.• In) 

+~ ~ 
•=l J1 ••. ;. 

m) et normale au 
des substitutions 
par le develop-

) N • • • • p ( ,., r,, j b l' d 1 (j) ( r, r • ) ' ous ecr1vons 1c1 . a. ,. · ·, a. ) au 1eu e , a. ,. · •, a. po11r 
I Ji .Iv b J1 h 

-conserver la symetrie des notations, car nous rencontrons d;ins la suite Jes pcra-
• (r) r 1 r 

metres cle la forme Q. (a. ,. ·., a.' I b), dependant des deu;c inoices j = 
I J1 I, 

=l,-·-, met r=J, ... , s. 
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Ce developpement est uniformement conver
gent par rapport ax et represente la matrice con
sideree dans tout domaine fini de la surface de 
la superposition 6 (a1, .. , am,oo), ne con tenant a l'in
t e r i e u r et s u r I e c c n to u r a u cu n de s p o i n ts sing u
li er s al'··• am. 

Theoreme II. L a s u b s ti t u t i o n i n t e gr a l e a u p o i n t 
a1 de I a mat rice (6) est u n e f on ct ion en tier e des 
substitutions differentielles, representee par le 
d e v e 16 p p e m e n t: 

(7) 

00 (1 , •. m) (I .•. s) 

+ ~ ~ ~ (r1) lr.1 ) r 1 r.1 U . ... U. P. (a . .... a. 
Ji .1., .1 .1t ;., 

w~=-1 it•• .j,, ,,. 1. • • ,..., 

b ). 

La demonstration est completement analogue it celle des 
theoremes correspondants de la theorie des matrices regulieres 
(1'MR, §§ 10-11). 

Ccmsiderons encore la matrice inverse par rapport a la mat
nce (6) Elle satisfa;t evidemment au systeme adjoint par rapport 
au systeme (1 ): 

* m 

-~=-2 ~ 
dx J=1 r=l (x- a1 ),. 

et se reduit a I pour x=b. On demontre a l'aide d'une mHhode 
completement analogue, que cette matrice est de meme une 
fonction entriere des substitutions u;ri: 

00 (1 , . , M) (1 . , • •) 

-+- ~ ~ ~ u<.'•.> •. u<r . .> L. r, ,., I ) (a .•••• ai x, 
JI Jv h . Ji , . 

v:l jJ ••• j._ r 1 ••• rv 
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ca les coefficients sont defin;s par les relations lineaires: 

La serie (8) nous fournit la representation generale de la 
matrice normale inverse dans le meme sens, que la serie (6). 
Quand I~ variable x decrit un circuit, entournant le point a., la 

I . ' 
-1 

matrice inverse (8) subit une substitution integrale Vi du cote 
droit. Cette substitution est une fonction entiere des substitu
tions d;fferentielles: 

00 (1 ••• m) (l ••• s) * 
--1 ~ "'1 ~· (r1) ~Jr,) r 1 '• 

VJ. = I+ ;~, ,, , U . .... U. P ... (a. , ... a .. .. 1 b), 
- - Ji . Jv : J Ja Jv 'I 
'i=l J 1 ••• j,, r 1 ••• r'J 

oil les coefficients sc. nt de finis par l~s formules: 
'J * . 
~ p ( '1 'x I b p ( 'x+l "v I b ~ ; a;,, ... a1x ) i a;;+i, ai, . ) = 0. 
x=O 

En multipliant du cote gauche le developpement (6) par une 
matrice 0 independant de x, on obtient la representation g~ne
rale d'une matrice arbitraire a definition rationnelle, definie par 
une condition initiale au point ordinaire arbitraire. Les: subsFfo· 
tions integrales de cette matrice seront obte~ues a l'aide de la 
transformation des series (7) par la matrice 0. 

Si le systeme des subsHutions differentielles est commuta~if 
les developpernents (6) et (7) donnent les expressions 

(10) 

. u<l> y _ e2 m. . 
;- J 

On arrive ainsi a la conclusion suivante: 
S i 1 e s'y s t e m e d e s s u b s t i t u t i o n s d i ff e re n t i e 11 es 

d'un systeme d'equations differentielles aux co-

*J Voir 1'MR § 9, remarque a la fornrnle (19). 
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efficients ration n els est com mu tat if, le s int e
g r ales de ce systeme sont representables tou· 

j ours sous la form e fin i e (10). 
Les formules (6) et (7) fournis5ent evidemment la resolution 

algorithmique complete du probleme (A) de Poincare pour syste
m es d'equations differentielles lineaires a coefficients rationnels 
arbitraires. 

§ 3, 

Abordons maintenant la resolution du probleme (BJ sur la 
decomposition d'une matrice a definition rationnelle [§ 1]. 

En se servant de notre resolution algorithmique du prohleme 
regulier de Riemann et du probleme irreguFer de Poincare, 
nous pouvons enoncer le principe general de la decomposition: 

Theorem e m. La mat rice a definition ration
n e 11 e. norm a 1 e au point b et posse d ant 1 es subs ti-

. d. ff . t. 11 ' u(l) ·u's) t 1 b . . t u t 1 o n s 1 e r e n 1 e e s . , .. , . e e s s u s t 1 tu t 1-
.1 ,I 

ens integrales ~·aux points ai, peut -etre mise 
sous form e d'u n e composition d'u n e mat rice reg u
li ere (comp o s ante reg u Ii ere) et d'u n e mat rice uni
f or me clans tout le plan de la variable complexe x 
(composante uniforme): 

(11) 

Is) (8) 

, cpb ( ~::·:-- :~ ~·) x \) = 
U1, .. ,Um 

.al ' . .,am 
. · ,ds) ds) 

_ ( T1 , .. , Tm I ·' _ ( ·. :· .... : . ~. 
- cpb a a x I . ob (I) (11 

I' .. , m . lJ lJ 
l' .. ' m 

\a a , 1 , .. , m 

x) 
L e s s u b s t i t u t i o n s d i ff e r e n t i e 11 e s d e 1 a c o m p o
s ante reguliere sont des fonctions analytiques 
multiformes des substitutions differentielles de 
la rnatrice a,definition rationnelle consideree: 

(12) T -H<n 1- 1- lgV,, .. , . .2_ lgV ) 
,,. - li { ~r.i '27:.i 9-n ' 

\ at' .. ' am .. 

completement determinees par Jes algorithmes 
du theoreme II [§ 2] et des theoremes III ou IV de 
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l a t h e o r i e d e s m at r i c e s r e g u Ii e re s . [ TMR §§ 22 
et 23]*). 

II est evident, que si les substitutions T; sont definies par les 

•' . (Tl ... ' T,,. I ) 
expre~sions (12) la matrice reguliere ctlb a a x possede 

1 , •'", m 

l~s substitutions integrales precisemment Y_; aux points a,. La 
ma trice: 

03) 

est. par suite, uniforme dans tout le plan de la variable com
plexe x et ne possede d'autres points singuliers que les points 
a , .. , n.,., co. Les points a , .• , a.,. fournissent. en general, les 

t . I 

singularites essentielles de la composante uniforme, tandis que le 
point co est un pole ou un point ordinaire. 

En muWpliant du cote gl:!1che les deux parties de la relatkn 
(11) par une matrice, independant de x, on obtient la formule 
de la decomposition pour une matrice a:rbitraire a definition 
rationnelle. 

Si les substitutions difforentielles ~r> de la matrice a defi
nition rationnelle se trouvtnt dans un voisinage du systeme des 
substitutions nulles, les substituticns differentielles (12) de sa 
composante reguliere, aind que sa composante uniforme (13), 
peuvent etre rr.ises sous forme des series des compositions des 

b • • ......(r) 
SU sbtutions Uj • 

En effet, conformement au theoreme II les substitutions 

co 

(14) W. =_!:._,. l V. = -2_,_ "') (-l) v-i ( V - I)' 
J 2n• g J 2ru ~ v j 

•=l 

•) On prend les d;terminations des logarithmes dans la formule (12) d'une 
telle fai,;on, que Jes differences de leurs nombres caracteristiques ne soient pas 
entieres [l'MR § 26]. 

J.KwK. Jle~Hnrp. <l>K•.-MaT. 0-ea T. II, e, 2 (11129). 
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sont }es fonctions holomcrphes des subsftutions u;r) dans Ufl: 

vo1smage indique. En considC:rant !es substitutions (14) comme 
les substitutions exposantes d'une composante reguliere, d'apres 
le theoreme III de la thecrie des martices regulieres (TMR § 22]. 
on conclut, que les substitutions differentielles 

T =H'n (W1 , .. ,W.,. \ 
· b a a I 

J -· ) t • • J m I 

de cette composante sont aussi des fcnctions holomorphes des 

substitutions rf.rl clans un v.oisinage du systeme des substitutions 
.1 ! ' 

null es: 

( 15) 

La composante reguliere: 

T (Tl,..' T ... ! ) 
X=Cbb .a.. . a 11 .x 

1,' · ·' m 

a:nsi que la matrice inverse etant des fonctions entieres des. 
l>Ubstituticns T1 , •• , T,,,., ii suit de la formule (13), que la com~ 
posante uniforme est de meme une fonction holomorphe des 

substitutions utdans un voisinage indique: 

(16) 

oo (1 ••• "!) (1 ••• s) 

+~ ~ ~ 
'i=lj, ... j" ,.1···"~ 

Pour calculer les coefficients Eb (a'.·· , .•. ,a~·'! x et D (a\. . a~• lb r 
j I J, ) I , j~ I , 

nous remarquons que la composante reguliere doit satisfa;re au. 
sysleme: 

"' Xf; clX 
~ -J;·- -
i=l 

:&-a; 
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Par suite la composante uniforme est la matrice integrale du 
systeme: 

\17) 

d.G m s 

-=22 d.'!J 
.J=I r=I 

U(r) m 1"G 
G .i _ ), __ j_ 

(c-af ....-. x-a.' 
.1 i=:l J 

se ~eduisant a I pour x = b. 
En tenant com;. te des representaticns (15) et en identifiant 

le systeme (17) par une serie de la forme (16), conformement 
aux conditions initiales mentionnees, on obtient les relations: 

"' 
(18) 

. . { 1 
E (a~•/ x) =}·· --r -

b J, . (x-a. ) 1 

b ) I 

r• 

- ~ _»_,._(aJ~·,_l_b_> } dx; 
h=I x-a,. 

+ 
1 r 1 r" rx+I r, J }. 

"1 D,.(a. , . .,a. ib)Eb(a., •. ,a. /x)_ dx. 
~ J, .J.,, J.,_+1 J, 

x=•-1 .. .., 
Les fonctions Eb (a1:, •• , a1, I x), comme coefficients du de-

veloppement de la composante uniforme, generale par rapport 
a x, ddvent etre uniformes dans tout le plan de la variable 
complexe x. Pour qu'il soit ainsi, ii faut et ii suffit, que l'on ait: 

J d: Eb (a:~, .. , a:: I x)·dx=O; (j=l , .. , m), 

(aj) 

ce qm donne les relations: 

(19) 

m 1 

-~ ~ 
b=I X=>-1 
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Les formules (18) et (19) nous fournissent evidemment les 
relations de recurrence. qui determinent consecutivement tous les 

. ~ ' ~ ~l ~ 
coefficients E, (a., .. , a1. I x) et D. (a. , •.• a. / b) comm e fo n-

' J, v J 11 Jv 

ctions rationnelles de x, a1 , •• , am, b. 

On arr:ve ainsi a la formule de la decomposition: 

(20) 

oo (1 ..• m) 

= [r+ "'1 ~ T .... T. Lb ~ ~ .1, Jv 
•=l jl .. . J. 

oo (1 ••• m) (l •.. s) 

[r+~ .~. ~ 
- "=:l _.J,·· .J" r 1 ~ •• r..., 

(r1) (r,) r 1 r, ] 

uj ... u. Eb (a., ... , a1 •. Ix)··' 
't 1 .. , .Ji 

ou les substitutions T1 , •• , T.,. sont defin~es par les developpe

ments (15) et le calcul- des coeffcients Eb (a;', .. , a~: I x ) et 
. I • 

D1 (a;;, .. , a~: I b) .n'exige que d'operations rationnelles. Les formu

les (15) et (20) nous foumissent le s expressions anal y
t i q u es exp licit es pour resoudre le probleme sur la 'decc m
position. 

Les substituticns integrales de la matrice (20) s'ecriront evi
demment sous forme: 

(21) 

(J) 
11' . ••• T. Pb (a., .. , a.). 

I Jv JI Jv 

Dans le cas, ou le systeme des substitutions differentielles 
est commutatif. on a 

T.= U~ 1 > 
1 .1 
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et les expressions des composantes reguliere et uniforme sont: 

· T T m x-aj J •.•••••• 
u~ 1) ( u::>. . , u:> ) 

<P~(a1 ··.~, a"'\x)=.II (b-a.) ;Gb _~.,..(tl ,<1> x =, 
1 • ' m .i=l J ul, .. ,u-.,. 

- ah·.• a,,. \ 

m 

II e 
j=l 

s I (r) L'"" 1 I - l 
~ --- u --- ----~ r-1 .i (ai-a.) r-l (b-a.)'-1 -
r=J J ) ..J 

ce qui suit immediatement de la formule (10). 
U suit de la formule (20) que le calcul des coefficients 

-- ~ ~ -

Lb (a/, .. , aJ, \ x) de la serie entiere (6\ qui fournit la represen-
' tation generale d'une matrice normale aux substitutions differen-

tielles donnees, s e fa i t ex c 1 u si v em en t · a l' a i de des 
o p e r a t i o n s h y p e rl o g a r i th m i q u e s e t r a ti o n n e II e s. 
En effet, en developpant le cote droit de la formule (20) suivant 

les compositions des substitutions uj'> et en comparant la serie 
obtenue a la serie (6), on arrive aux identites: 

(22) 
r 1 "" r 1 r" 

Lb ( aJ. , •• , a.. I x) = E, (a. , .. , a,. I x) + 

'xtl 
!'--1 

. D,. ... (a. 
~· Jx+l 

p.-1 

I 1, u , J l J-, 

r 1'4 I Di (a.', .. , a. 1 b) ... 
bl JI 1 Xt 

qui donnent les representations, deja mentionnees [§ 2], des .. ,. 
fonctions L 0 (a.1 , •• , a.' I x) sous forme des combinaisons lineaires 

)I Jv 

d'hyperlogarithmes aux coefficients rationnels 1). En faisant dans 

') Lee; identites (22) sont au fond les formules du calcul integral et peuveut 
etre deduites immeJiatement des relations de recurrence (4), independamment 
du theoreme sur la decomposition. Une telle demonstration exige quand m~me 
les ca Jculs un peu trop long-s. 
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les relations (22) x =b [§ 2], on obtient les formules analog·ues 
.! 

r r, 
pour les coefficients P. (a.', .. ,a. I b) des series (7): 

J JI .J,, 

(23) 
rt rv 

P. (a. , .. , a. I b)= 
.1 '· .1., 

• (I •.• in) 

=2 2 b) ... 

y.=! "'·· ·. ··"'11-

Tx-j-l 
p.-1 ... (i) 

... Dh (a ..... a. \ b) Pb(ai , .. ,ah). 
fl- .? x-J-1 Iv '• !'· 

11--l 

C et te rem arq u e ~o u rnit u n supplement ess en-
. t i e I a u x th e o r e m e s I e t II: e I I e re d u i t l e s c a 1 c u I s 
pour obtenir la representation generale d'une 
matrice integrale et d'un groupe de monodromie 
d'un systeme ··irregulier-aux. operations ration· 
nelles pres--aux calculs, qui sont necessaires 
pour resoudre les memes problemes relative
m en t a u n system e reg u lier. 

Avant d'aborder la resolution du probleme (0~ sur la caracte
ristique 2nalytique complete des singularites des matrices a defi
nition rationnelle, nous avons a considerer les matrices elem en
t air e s a definition rationnelle, ne possedant qu'un seul point 
singulier a distance finie. Une telle matrice satisfait au systeme 

(24) 
s (t'J 

~~-2 ~u a)''· 
r:= l 

. JI est aise de voir, que si les differences des nombres caracte
ristiques distincts de la substitution U <1> ne sont pas entieres, 
le systeme (24) admet une matrice integrale de la forme: 

(
u<•) 

e . 
U(I) 

·a 

) (') "' 
x =i'x-a·.) u LI I+ ."1. d"1 _ _!__, -J, 

\ ~ (.'1:-a)l , 
JI=! 

I 
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'OU les matrices (;'Pl sont definies par les relations de recur
rence: 

{26) 
p-1 

2 (q) (J!-q+I) 

u u ' 
q=p-s+I 

si p'";?:s 

et <.J°> =I. 

On· demontre sans peine que la serie (25) represente la mat
rice integrale consideree dans tout le domaine de son existence. 
En conservant la terminologie de la theorie des matrices regulieres, 
cette ma trice peut etre nommee ,,mat rice element air e 
met a can 0 n i q u e"' car dans un voisinagc; du point a l'infini 
on a le developpement de la forme: 

(J) 
-U 

' 1 \- [ ( 1) 1 (il l ' 
f ___ , I+O' -·+C' -+····I.':') 
\ X ) .J: £C2 _J · 

En profitant l'analogie des equations (26) aux equations (29) 
de la theorie des matrices regulieres [TMR. § 12) et en se ser
vant des memes methodes, on etablit, que les equations (26) 
peuvent etre satisfaites par !es series des compositions des substi-

tutions U11l, ... , u<•l, qui representent les matrices oCP> sous forme 
des fonctions holomorphes des substitutions indiquees dans un 
voisinage du systeme des substitutions nulles. La matrice 

......_""., (p) 1 
I+ ' U ······ =G'x) 
~ (c-a)P ' · 
p=l 

*} II <:st inutile d'insister que la matrice cJnsideree est metacanonique 
precisement par rapport au point a l'infini, car comme nous le verr0ns plus loin, 
elle est en meme temps metacanonique par rapport au point x ::=: a. D'u11e tel le 
propriete jouit la matrice reguliere e!ementaire metacanonique: 
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se trouve ausc1 une fonction holomorphe des substitutions 

dans le meme voisinage. 

(1) 

u ' ... ' 
M u 

D'un autre cote, cette matdce satisfait au systeme: 

et se reduit a I pour x = oo. En identifiant ce dernier system.e 
par une serie des compositions de la forme: 

"° (I •.. s) (ri) 

G(x)=I+ ~ ~' ll 
~ -... 
"=l r 1 .. r-w 

(r,) 

... U E (a'°' .. r 
' .. ,a" / x), 

on_ voit que les coefficients E (a'' , ... , ·a'·· Ix) sont definis par 
"' 

Jes relations de recurrence (18), ou l'on pose: 

=0, si r 1 >1; D(a'' , ... , a''.!co)=O,siv:>2 

t= 1, (a etant remplace par a). 
J 

En faisant les calculs d'apres les relations de recurrence indi
quees, on arrive aux expressions 

(r1 r.,) 

E (a'' , ... ,a'v Ix)=---,_"\+::.+~• 
(x- a} ., 

(r • ••• r v) 
ou les constantes numeriques y 1 sont definies par !es 
relations de recurrence: 

(27) 

(r ) 

" l 
I 

1 . ..... 1 --- SJ r __> • 
r 1 -l' t ' 

(r ) 

r 1 ==0, si r = 1 
l 

Y (r1 ' ... ' '·,-1) . • • 
- ··---- - Sl t > 1 r+ ... +r -v' l ' I ., 

(r , .•• r ) (r .•• ,. ) 
1 1-l j v 

'I _y. 
l(rl,. . • ') = - I - 3i r = l, 

rt+ ... +"·, - 'J 1 
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11 en resulte, que la matrice metacanonique elementaire est 
une fonction holomorphe des substitutions differentielles dans un 

voisinage du systeme des substitutions nulles: 

( 
tr)l \ U . · "' (I ••• •) 

. : )- u( )[. 'X' "'1 .hl • .Jr,) /r1 ... r~J ].-
0 u'> x --(x-a) I+~ ~ U ... u r+.+r _-, _ 
· · •=lr1 .... r (x-a) 1 • ., 

'a 

"' (I •.• •) (r ) 

~ U 1 • ..J..r ) M ( "I r I .) 
.,;;,.i ... U'' ila , ... ,a·' x_, 

'I' 1 ••• ,,.\) 

oi1 les coefficiens sont definis par les formules: 

~T .• . r I r., : ) "'( (r1 ' .. • • r •) 
JY\a , ... ,a ix=------~ 

(x - aJ"'1+ · · .+r ,-• 

I ). "I 
N((a)a , ... , 

. A 1 ((I) 1--xrl ' ... ' " ) r,,,. ~ x j , " a 1X)= -la (x-a)--- -··---·-· • , ~ o . r 1 + ... + r., _., 
x=O (::c- a) 

!es lignes 

a , .. , , a, 1{1 , ••. , a"• et 1, ... ], r, ... , r 
-...--- I ·1 

i, fois Tfcis' 

b l ), "1 ,. . ;, 
etant a regees par (a)' a •...• a. et (_1) r], ... ' r .. 

La premiere de ces expressicns nous fournit evidemment la for
mule de la decomposition de la matrice metacanonique elemen
taire. La representation (28) n'est valable qu'a la condition, que 
les substitutions differentieHes se trouvent dans un voisinage du 
systeme des substitutions nulles. Pour obtenir une representation 
explicite d'une matrice metacanonique elementaire, generale non 
seulement par rapport a x, mais aussi par rapport aux substitu
tions differentielles, nous introduisons les certaines .fonctions 
numeriques" des substitutions Iineaires qui ne sont pas develcp
pables en series des compositions. Soit ~ , ... , ~.. les nombres. 

- I l 

caracteristiques d'une substitution X, qui ne sont pas supposes 
necessairernent distincts. 
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Posons: 

(30) 

On a evidemment 

(31) l:l. (X)= ~ t\ (X) 
v=:O 

OU 

j ~o (XJ=l; ~\ (X)= ~ Px1 (~"' ;,,_1)• .. · 

I "1 + ... +x•n(n-1)=• 

' -~ 

p (~ ' 1;)=1; p (~' 
(21ti)" · x x-1 •-Ix 

;)=()!.+l)l (~k +;k ~'! + ... + ~k ;l +~!). 
0 k l x " 

Les expressions &., (X) sent des poiynomes symetriques et 

homogenes du degre \I par rapport aux racines (; , ... I;. de l'equa~ 
I n 

tion caracteristique de la substitution X. Par suite, ces expressi
ons representent les polynomes homogenes du degre v d~s ele-

ments I X } de la substitution consideree. II en resulte que 
kl 

)'expression l:l. ( X) est une fonction entiere des elements { X } 
kl 

dont le developpement de Taylor est fourni par la serie (31). 
La matrice 

~(X)=[D..(X), ... , ~(X)] *) 

peut etre traitee comme une fonction numerique entiere de la 
substitution X, et les matrices 

1\ (X)= [i\ (X), ... , &., (XJ 

soot des fonctions numeriques polynomiales. 
En se servant des fonctions numeriques introduiies et en tenant 

compte des. relations de recurrence (26) on demontre aisement le 
theoreme suivant: 

Tbeoreme IV. L a m a tr i c e rn e ta c a n 0 n i q u e e I e m e n -
ta ire (25) est u n e f on ct ion mer o morph e des sub -
stitutions d)fferentielles, d.ont !es singularites 
soot produites par les valeurs de la substitution 

u0 l ~ u x differences en tier es des n 0 m b res car a c te-

"') Nous designons ainsi les matrices diagona!fs [ J'}IIR § 8]. 
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-•ri.stiques 
exp Ii cite 
tient des 

d i s t i n c t s. L a r e p r e s e n t a t i () n g e n e r a I e 
de cette matrice sous forme d'un quo
d e u x f o n c t i o n s e n ti e r e s e s t: 

(

' ~(s) 

e · (1) u 
,a 

t, (ifll) 1(rl • ..• ,. ,.l ] *) 
·1-x r +.+r -x 

(x - a) 1 " 

La substitu!ion integrale de la matrice -metacano'tlique elemen-
2"w<1> 

taire (33) au point (/, est evidemment e 
La matrice metacanonique elementaire inverse jouit evidemment 

des proprietes analogues. Si les substitutions Clifferentielles se 
trouvent clans un voisinage du systeme des substitutions nulles, 
elle admet la representation: 

-1 
f ds)j ' -

(35.l H (1_ : · 1 x)-rI ~' o~;'> U1,.1l ~ <r1 ... •) l (x -a_)- ,,ttJ =I+ 
u'l) -L. + ~ ~ r1+ ... +r,-·•J 

1 ! ·1=Ir1 .•. r,1 (:1:--a) 
• a , 

- "" (I •.• •) 
~'1 '""' _ (r ) (r) * r r.1 + ..l,; ..-. [J 1 ••• U ., N (a\ .. , a jx), 
•1.::::l r 1 ... r,1 

r 
OU les ccnstantes numeriques r (i·I, •.. ') et !es fonctions N (a"1 

sont definies par les relations: 
, ... , a' .Ix) 

(341 -

* Les memes fonctions numeriques nous fournissent la representation gene
rale analogue d'une matrice metacanonique reguliere [TMR § 12]: 
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La representation generale de la matrice (35) est fournie par 
(r , •.. , r ) 

}'expression (33), oil les constan.tes j 1 ., sent remplacees par 
* (r .· ' . • • I') Ul) 

Jes constantes '( 1 et le facteur (x - a) du cote droit -
u<I> 

par le facteur (.c-a)- du cote gauche. 
Dans quelques cas particuliers, les matrices elementaires me

tacanoniques se trcuvent etroitement liees aux fonctions de Bes
sel. On a, par exemple, la representation: 

· f ( II ~I· ~II . ) . 
J ex>= 1 . 0 11-.. , 0 II _!_ 
· " 2" I' (n ' 1) \. o, n+t x 

l I. 0 I J II 

d'une fonction de Bessel d'ordre n sous forrr_e d'un element d'une 
matrice elementaire metacanonique. 

Si les substitutions different ielles forment un systeme commu
tatif, la formule (28) nous fournit la representation de la mafrice 
elementaire metacanonique sous la forme finie: 

1 

(38) 
(:l:-a)r-1 

En passant a la resolution du probleme (C), sur la determi
natic.n analytique comp I et e des singularites d'une matrice a de
finition rationnelle aux substitutions differentielles donnees, nous 
nous rap pelons la methode, dont nous nous sommes . servi pour 
resoudre le probleme analogue relativement aux m<trices regu
lieres. Nous avons introduit les substitutions exposantes W1' •. TV.,,, 
comme fonctions des substitutions differentielles, telles qu'il avait 
lieu les representations: 

(
U1 , .. , Um, ) 

ct> . x = 
IJ a "• .. '(I .. j 

1 m / 

(39} 

w 
= e( j 

. (I 

I·)= 
x ). 
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ou les matrices 

<Jl. ~)({1i' •. •' lfm 

. al' ... , am 
) -(j)(ul , .. um 

x et <P 
b. a1' ... ' a,,. 

restaient holomcrphes dans un v01smage du point x = a1 
(TMR § 17). La substitution exposante w:,. foumit dans ce cas 
non seulement une determination de la ramification, mais une 
caracteristique anal1 tique complete de la matrice (39) ~ti point 
aj. a I' aide d'une matrice riguliere element air e: 

~(: x} 
1. 

Avant d'aborder la generalisai'on de cette methode pour le 
cas d'une matrice irrcguliere, nous demontrerons un theoreme pre
liminaire, du a M. V. Smirnoff. 

Theoreme V. Si u n e m a tr i c e a de fin it ion rat i o n -
n ell e a ins i q u e I a mat rice inverse son t ho 1 om or
p hes a tout po int a distance finie sur le plan de 
I a variable comp I ex e x, le s subs tit u ti o n s di ff e-

. ur~ . ) r e n t 1 e l l e s . <.? = 1 , ... , m; r = 1 , ... , s s o n t n u 11 e s e t 
J . 

!es matrices considerees sont independantes de x. 
La demonstration e.>t immediate. ll suit des equations (1) que 

( 40) u:r) = 2 !:f y-l :; (x - a/-I dx. 

(ai) 
I -1 dY 

Les matrices Y(x), Y(x),- et, par suite, la malrice Y d.c , 

en vertu des conditions du theoreme, sont evidemment formees 
de polynomes en x. 

Done les integrales (40) ce reduisent a zero et on a: 
(r) • . 

U. =0; (J=1, ... ,m; r=1, ... ,s). 
J 

Le· theoreme fondamental sur la caracteristique analytique 
complete des singularites d'une matrice normale a definition ra
tionneHe peut ttre enonce comme il suit: 

Theoreme VI. Les series d'es compositions: 

(41) 



(42) 

(43) 
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oil les coefficients sont definis par les relations 
d e r e c u r r e n s e: 

' (r) r : • 
Q (a. I b) = l, si .i1 =j; 1·1 =r; 

j J ' . 

(r) r 1 

Q. (a. lb)=O en tous 
au t res ca s; 

J .1, 

(1) r 1 r, 
Q. (a. , ... ,a. \b)= 

.1 Ji . J' 

., . 

=2!i ~ ~ 
!'==I l~x1< .•. ·<xl'-1 <v 

p.-1 .,. -tl 
(-1) r · r I' r ·1 

~(a', ... , a ."1 I b) ... PJ (a, .. ., a1 ! ~) 
µ · J, h<.1 ix+ I v 

l'-l 
(r) ,., r, 

Q. (a., ... , a. I b)= 
J ,, J., 

= -·r..,-\f {Lb(a~', ... , a~' ix)+ 
_,ni Ji Jv 

(e, j) 

(I) r 1 r.1 * 1 .+ Q. (a., ... , a. I b) N (a. Ix)+ 
J Ji J, J 

·1-l 8 •>.+l 

~ ~1 (qi) r, ri. r, * .!lt + Q. (a., ... ,a. lb)L (a. , ... ,a. !x)N(a.jx)+ 
1 Ji· J). b ·'>.+1 ,, J 

).=:;l !11=• 

). (l, ••.• •) 

+ °"'' °"'' ~' "'1 Q~g,)(r/', ... , a .... , 1 b) ... ...::..i ~ ~ . ~ J Ji lx1 >.:2 p.=ll q1, •• ,, !lµ. 1:2>1;:;3 ••• <x <>. 
p.-1 

•x + 1 
{q~)( p.-1 f"). J . ( •}.+I •v 

Q. a. , ... ,a. b)Lb a. , ... ,a. lx)X 
J h + l J>.. J).+1 .Iv 

!J--l 

.. < q, g" I l ·-·2 X Na.,. ·~a. x (x-a1) dx 
J J 

s i r = 2, ••. s, 

represententles fonctions holomorphes des sub-
• . ur<•> (j l 1 ) d . . st1tut1ons.. = -, ... , m;·r= , ... , s ans un vo1s1-

J 

nag e du system e des subs tit u ti on s nu II es, i o u is-
s a n t d e I a p r o p ri e t e, q u ' o n a l e s re p re s e n t at i o n s: 

u<·1 u<•> 

~b(~;>;~, 
I ' .. ' m 

' . al' .. ,am 

eu Jes matrices: 
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et <!>,"'( ::> :: 
· 1 ,. •' m 

-1 

' a1 , •• , a,,. 

restent holomorphes par rapport a x clans un, 
voisinage du point a;. 11 n'existe point d'autre 

. d b . . w(r) . f . systeme es su st1tutJons . sat1s a1sanl aux 
' . . J 

conditions indiquees. 
Demonstration: II suit immediatemen.t du theoreme v que 

d . I , o(•J 0 ( . 1 1 ) ·1 ' • ' ans e cas ou .. = .1 = , ... , m; ,. = , ... , s 1 n ex1ste qu un 
J 

~eul systeme des sudstitutions w'.•1 =0; satisfaisant aux conditions 
. ' J 

du theoreme. En passant au cas general nous remarquons, que 

la C?c;>ndition necessaire, pour que les substitutions w;r) jouissent 

des pro prietes du tMoreme, peut etre enoncee comme ii suit: 

les substitutions w'.'") sont les solutic:ns du systeme de sm equa-
l . . 

tions: 

(44) I 
\, 

- I 

r = 2, ... , s; j = l , .. , m 

se Jiduisant aux substitutions nulles pour u'.'> =0. Le determinant 
J 

du systeme (44) etant distinct de zero, ces solutions sont des 

fonctions holomcrphes des substitutions u:r) dans un voisinage 
J . . .· 

indique, representees par les series des cc mpositicns (41 ), ou Jes 
c<Jefficients sont definis par les relations de recurrence (42). 
Outre cela, un tel systeme des solutions est evidemment unique. 

II ' d • l bs . . w(r) ne resle qu a emontrer, que es su htut1ons , que. nous. 
. j 
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venons de construire, jouissent effectivement des proprietes deman
d ees. A cet egard nous considerons la ma trice 

. w<•i - i u<•), .. , u<•) 
\ 

(45) y~'(x) ~a ( ~'' x) m,( ~< .·~, x ) 

aj· a 1 ... ,,am 

Elle est evidemment une fonction holomorphe des suhstitu 

tions dr) dans un voisinage du systetne des substitutions nulles 
J . . 

et admet la representation generale par rapport a x: 
oo (1, •• ,m) (1, •• ,a) 

~u, ~ ""' "\' (r ) (r ) -(j) / r "i. \ Y ( x) =I+ ."'-! ""'-I· D. 1 • • • U. • L 1 n.. ' , •. , a :» ). 
6 . J Jv b \ Ji f, 

v=l J l' • • 'J v r,' . • ' r 'Y ' . 

ce qui vient immediatement des formules (41) et (5). II resulte 

d'ailleurs des equations (44) que Jes fcnctirns L 11>( a'·',:., a,.• \.:1:) 
b \ ;, '· . 

satisfont aux relations: 

L. a , . . ,a_ b. =0 -fjl( r, "• i ) 
b ii '· J 

f LU)( a~', .. , ar• 1 x)' (x~a.) r-2 dx= O; 
/J Jt Jy I J 

\aj) 

r=2, . .,s 
.i=l, .. ,m· 

La matrice 

(46) y'i) 
b 

.. (8) -1 

. (w1 ) • . ,-(j) 
(x)=9 · · b Y (x)=l+ 

(It b w ' 
. j 

aJ 
co (1, •. , m) (I, .. , s) 

+~ ~ 
,, 
...,;;,,,1 .... u., ... ,a x Ulr1J v(r) L-(j) ( r, . ... I ) 

J1 iv b J, J, 
v=lJ,, .. ,j., ,..1, .... 1 rv 

jouit des memes proprietes et les coefficients ]}· (a~1 , •• , a~' \x \ 
/J \ J1 J, I 

satisfcnt aux relations: 

L a. , . .,a. b.1=0. -'il ( r1 "• i \ 
b '• 'v JI 

(47) f L~) (a;,: .. , a;:/ x) (x-a/- 2dx=0; 

V•j), 

r=2, .. ,s 
j = 1, .. , m 



Matrices satisfaisantes a des systemes cl' equations differentielles lineaires. 65 

D'un autre cote, il est evident que la matrice ( 46) est une ma
trice integrale du systeme: 

(J.) -<i) 0") -(r) -<J) dY "' s y D s w y 
b ""1 "'l b h ~ .i b 
~= ~ ~(x-a )"-~ (x- ajy 

h=l r= \ h r==:l 

se reduisant a I pour x = b, ou: 

a. 
I 

00 (1,. .. m) ( 1 , • , , s) 

=~ 2 2 
(r ) (r ) _(r) 

( r., I bl. U.' U. 
., 

Qj a_r,, .. , a. 
J J., J 7 'I J v=I jl, •. ' i., 'I', .•• , 1' 

I I 

1 'I 

-f.i)( r 
II en resulte que les fonctions L a I 

b J 
1 

' .. ' a~:/ x) sont definies 

par les relations de recurrence: 

(48) 

En vertu des relations ( 47) et ( 48) toutes !es fonctions 
-UJ ( r r I ' L 1b aJ: , .. , r~ .. : x) se trouvent holomorphes dans un voisinage 

du point aJ. On en conclut que les matrices ( 46) et ( 45) 1oms
sent de la meme propriete. 

. -f.i) - 1 
La matrice inverse Y (x) admet le developpement: 

b 

(}) = (1 , •• , m) (1, •• , s) 

Yb (xf l=I+ 2 2 2 ~r,l 
v=lJl, .. ,f,1rl, .. ,rv 1 

(r ) !.1f) (' r r I ) ... U" L a 1 , .. ,a" x . 
J b } } 

'J l v 

lKypH. '1emrnrp. <l>us.-Mar. 0-aa T. II, B. 2 (1920). 5 
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ou les coefficients soni definis par les relations: 

~' ~(j) ( r r \ ·) _(j) ( r ,. fl ) ~ L a.' ' ... ' a _x x L . a _x+I '. ' a. v x = o. 
x=O 1' \ J 1 J x b 1 x+I J v. 

-(j) - I _(j) - l 
Par suite, les matrices Y (x) et Y (x) sont aussi holo-

b b 

morphes par rapport a x dans un voisinage du point a1 . Le 

theoreme est ainsi demontre. 
(!) (•) 

Les s substitutions W. , .. , W. fournissent une determination 
J J 

analytique complete de la singularite de la matrice (43) au point 
ai a l'aide d'une matriceelementaire metacanonique. La ramification 

de la matrice consideree se trouve d'ailleurs determinee par la 
(I) 

premiere de ces substitutions: 

respondant est: 

TV , car Ia substitution integrale cor
J 

(49) 
<1) 

2ni W 
V=e J 

j 

( l) (s) 

Les substitutions W. , . , W. seront nommees ,, s u b st it u-
J J 

ti on s car act eris ti q u es" de la matrice ( 43) ·au point aJ' 

En remarquant qu'une matrice arbitraire a definition rationnelle 
ne differe de la martice normale que par un facteur constant du 
cote gauche, on obtient le theoreme general: 

Theoreme VII. S i I e s s u b s t i t u t i o n s d i ff e r e n t i e I I e s 
(r) 

U., (j=1, .. ,m;r=1, .. ,s) d'une matrice arbitraire 
J 

a -definition rationnelle se trouvent clans un voisi-
n a g e d u s y s t e m e d e s s u b s t i t u t i o n s n u l I e s, i l e x i st e 
un systeme unique des ,,substitutions caracte-

(r) 

r is ti q u es" TV. (.j = 1 , .. , m, r = 1 , .. , s), j o u is s ant d e I a 
J 

propriete que la matrice consideree admet les 
r e p re s e n t a t i o n s: 

(s) (s) 

(
u , .. ,u 

. I ni 

(50) Cf) . ;I; .... 0

(;) 

u , .. ,u 
\ I "' 

a 1 ,. , a,,, 

( •) (s) (s) ' 

w 

~a ( '.., 
' TV 
\ i 

x )cv 'J)(~:;,: ". .'ff;,,'_ x) , 
u ,..,u . 

I m · 

aJ al' .. 'ani j 
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oil les matrices 

(51) 

a i n s i q u e I es m at rices in v e rs es rest e n t ho Io
m or p hes par rapport a x dans un voisinage des 
points respectivement ai (j=l, . .,m).*) 

La matrice (51). sera nommee nCOmposante holomorphe" de 
la · matrice (50) au point a1 . Elle se trouve definie evidemment 
de meme d'une fac;on unique. 

En resumant les resultats de Ce paragraphe, nous arrivons a 
la conclusion suivante: 

Toutes les singularites possibles des matrices 
a definition rationnelle du ra'ng s-1 am points 
singuliers a distance finie, sont equivalentes 
clans le sens des relations (SO) aux singularites de 
certaines matrices metacanoniques elementaires 
d u m e m e r a n g s-1, n ' a d m e t t a n t q u ' u n s e u I p o i n t 
s i n g u I i e r a d i s ta n c e f i n i e. P a r c o n s e q u e n t c e s 
matrices met a can o 'n i q u es e I em en ta ires rep res en
t en t tousles types possibles des singularites des 
m a t r i c e s a d e fi n i t i 0 n r a t i 0 n n e l l e l e s p l u s g e n e
r ales. 

Cette proposition, qui fournit evidemment la resolution du 
probleme ( 0) sur la caracteristique analytique complete des sin
gularites des matrices a definition rationnelle a ete demontree 
a la condition, que les substitutions differentielles se trouvent 
clans un certain voisinage du systeme des substitutions nulles. 
L' etude de cette question clans toute sa generalite sera effectue 
clans notre memoire suivant. 

§ 6. 

Nous avons vu, que clans la theorie des matrices regulieres 
ont joue un role important les certaines matrices integrales, que 
nous avons nommee ,,matrices regulieres metacanoniques". Nous 

*) II ne s' agit ici que de l'unicite dans la clas~e des substitutions, dont !es 
elements sont des f9nctions analytiques des elements des substitutions differen
tielles. 
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generalisons cette notion pour la classe des matrices a definition 
rationnelle du rang arbitraire. 

La normalisation au point singulier a1 etant, en general, defendue, 

on peut, quand meme, construire une matrice a definition ration
nelle, don t I a comp o s ante ho lo morph e par rapport 
a u p o i n t a1 s o i t n o r m a l i s e e a c e p o i n t. 

En effet, etant donne un systeme des substitutions differentielles 
(r) 

U (j=1, .. , m; r=1, .. , s) clans un voisinage du systeme des 
j 

substitutions nulles, il existe un systeme unique des fonctions 
holomorphes de ces substitutions dans le voi,.<;inage indique: 

(r) 

H. (j=l, .. ,m; r=l, .. ,s) 
J 

qui jouissent de la propriete, que le systeme d'equations differen
tielles (1) admet une ma trice integrale de la forme: 

(52) e 
.i 

(s) (s) 

u , .. ,u 
1 m 

il) (1) x 
u , .. , u 

1 m 

( ~s) ; (~:'_.::• ~=·1 ) 
e (1) x e j (1) ol x ' 

H U , .. ,U 
.i

1

/ \1 m 

a.i al ' .. 'am 

ou la composante holomorphe est representable clans un voisinage 
du point a.i ear une serie: 

(s) (s) 

l u , .. , u 
1 m 

·( ......... 
(53) Z.(x)=tl.\ (I) \1) 

j ) u , .. ,u 
1 · m 

al.' .. 'am 
(p) 

les matrices A etant independantes de x . 
.i 

Pour le faire voir, conformement a la relation (43), il suffit de 
poser: 

(54) e 
J 

(s) (s) I 
u ,.., u 

1 'JJ'j, 

(I) (1) 

u , .. ,u 
l m 

-1 (s) (s) 

( ~l. '.'.'.'.~,~ 
it> (1) (1) 

b u u 
1 '·'' m 
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(r) _(i) 

(55) H. =qi 
J b 

(s) . (s) - 1 

/u .... u I 1 m 

(
. ·(;) ..... (;) a. 

u , .. , u )) 
1 m 

(r) _(j) 

w (b) qib 
j 

(s) (s) 

u ,.., u 
1 m 

(I) (I) a 
U U j 

. ' .. ' . 
I m, 

a' .. ' am I 

(r) 

oil b est un point de normalisation arbitraire et W. (b) sont Jes 
J 

substitutions caracteristiques de la matrice normale au point b, 
qui entre dans la formule (54). 

II est evident de plus, que la matrice satisfaisant aux con
ditions enoncees, est unique. 

La rnatrice (52) sera nornmee ,,mat rice met a canon i q u e 
p a r rapport au p o int aj ", aux substitutions differentielles 

(1) (s) (1) (s) 

U , .. , U aux points a (h = 1 , .. , m ). Les substitutions H. , .. , H. 
/1 h h J .J 

sont evidemment les substitutions caracteristiques de la matrice 
consideree au point ai. Elles seront <lites ,,subs tit u ti on s 

caracteristiques metacanonigues" par rapport au 
point indique. La substitution integrale de la matrice meta
canonique (52) au point aj est: 

(') 
2d H. 

e J 

La matrice metacanonique elernentaire, dont nous nous somrne 
servi dans les paragraphes precedents, est evidemment rneta
canonique, dans le sens actuel, par rapport a tous Jes deux 
points singuliers a la fois: a et 00 • 

Si le rang est egal a zero, la formule (55) donne 

(I) (1) 

fl. = U. ; j = 1 ,. . , m 
J J 

et la matrice rnetacanonique (52) se reduit imrnediatement a la 
rnatrice reguliere metacanonique, dans le sens de la theorie des 
matrices regulieres [TMR, § 12]. 

Les expressions explicites des matrices metacanoniques, · libre s 
du pararnetre superflu b, qui entre clans les forrnules (54) et (55) 
sont fournies par le theoreme suivant: 

Theoreme VID. Le s s u b s t i t u ti o n s c a r a ct e ri s ti q u e s 
metacanoniques et la composante uniforme d'une 



(58) 
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matrice metacanonique (52), ainsi que les coeffi
cients du developpement de cette composante en 
s e ri e de Taylor (53) son t des fo n ct ions ho lo mo
r p hes des substitutions differentielles clans un 
v o i s i n a g e d u s y s t e m e d e s s u b s t i t u t i o n s n u 11 e s: 

(57) 

00 I , •.. , m (I , •. , s) 

(r) _ "' ""'' "1 H. -~ ~ ~ 
J 1 . . 

v: JI ' • • r.Jv rl '.•. 'rv 

) 

CO (1 , .. , m) (1, •• , s) (•· ) (") r ,. 

x =I+"'1 "1 "'1 U.' .... U.vN.(a.', .. ,a_.,,x). 
~ ~ ~ J J J .J }'/ 
'.1.::=l J°l ' •• 'J r , .. , r 1 v i I 

'I l V 

(8) /.,) 

/ (J ,..,u \ 
1 m 

(59) A. (l) (I) = ~ / U ' .... U 1 K. (a' ,. ., av) p ......... ~ ~'. ""'·' (.r) (,.,\ p),. ,. 
( ) 

( ) 

co (1, •• , m) (1 , •• , s) . ( 

7 (J (J · · ..-..i JI 7 J .! .! 

(60) 

I 

. I ' • . ' m v=l J 1 ' • • ,J ,, rI ' •• ' ""v v 

a1 , •. , am .i = 1 , .. , m; r = 1 , .. , s; p = 1 , 2, ... 

ou !es coefficients sont definis par les relations 
d e recur re n c e: 

(r) "1 
r=r1 , I. (a. )=0 en tous autres cas; 

.7 .I I 

(s) r r 

I. (a. 1 ,.., a.'')=0, si v? 2; 
J .JI Jv ---

/·) ( "1 "v)- 2"'1 ''"~ I(q) ( "1 '",.) K(q - r) . '"x+l r.,) 
j a. , .. ,a. -- . _,_ . a. , .. ,a. . . (a. , .. ,a., 
. ·7 1 .7,, ....,. .J .71 1• .J .J.+1 .1., q=·+t >.::::I Y. " 

si r < s, j., .i; ou si r <s, f 1 = 0.i et r ::0- r,; 
(r) "1 "-, (r,, - r) "1 "v-1 

I. (a_,..,a_)=K (a,.,a_ )-
.1 .1 1 I, .J .7 1 1,1 _ 1 

_!_ ., - I (q) r ,. • (q - r) r r 

- "' "1 I. (a. 1 , •• ,a.x) K. (a_x+1 ,..,a.v); 
~ ~ .) J 1 .J .J J Y.+1 J 'I 

q=:r+I x=l x · 

si r<s, j =jet r<rv; 
'I 



(61) 

(62)' 
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,. 
(p) ,. (-l)_lr1 (r1 +1) ... (r +p-2) 

K . I) l · ' -I · . (a. =------- r +P -1~---:' Sl]1=t-=J; 
7 71 p!(a. -a.)1 

I 1 .J 

fp) "J 
K. (a , 

.I J 1 
... ' 

K (q) ( "1 a,." - 1 
. a.' ... ' . )-
7 .71 7v - I 

p-1 

si j =/:j, ~1 =0, si p=l; 
'I ~ 

q=l 

(p) "1 r 1 [ (r + p - I) r 
K. (a., ... ,a'')=-Kv (a 1, 

.I 11 jv P i · J1 
... ' 

,. 
av - I)_ 

.Iv - I 

v-1 
~1 (q - P + I) r 

~I . (a. 1 , ••• , 
x:=I J J l 

si }
1 
=j; 

- ,. r 
N. (a 1 , I• f, av\ x) 

'l J 1 J v 

2·1 1 (r} r 

--~---I (a 1 
r . . ' __ (x-a) ·7 11 

X-1 · J 

... , 

r (q) . ,. r J . 
a .") K. (a. x + I ' •.• ' aivv) ' 

J 7. J J'l. + 1 

(p) r ' ,. (r) ,. a"v) 
Les coefficients K. (a.1, ... , a.v) et I. (a.1, .. ., 

.J )1 1v 1 11 iv 

S o n t a i n s i I e s f o n c t i o n s r a t i o n n e 11 e s d e al' ... , ain . 

La s er i e (58) represent e I a comp o s ante ho Io morph e 
dans chaque domaine fini de la surface univer
selle <5(a1' .. ., a,,,, oo), ne cc ntenant a l'interieur et 
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sur le contour aucun des points a1 , ••• , aJ-t' aJ+l, 

... , am et des points a. distincts de celuj, qui entre 
J 

d a n s 1 a d e f i n i t i o n · d e 1 a m a t r i c e m e t a c a n o n i q u e. 
Demonstration. Toutes les propositions du theoreme, concer

nant la convergence des series, viennent immediatement des rela-
tions (S4) et (SS). . 

Il ne reste a etablir que les relations de recurrence pour les 
coefficients. A cet egard nous remarquons, qu'en vertu de la re
lation (52) la composante holomorphe (58) est la matrice integrale 
du systeme 

(63) 

(r) -
H Z 

j i 

(x- a.) . .} 

,. 

se reduisant a I pour x=a .. En remplaceant dans ce systeme !es 
J 

substitutions H(r) par les series (57), en l'identifiant par une 
.J 

serie de la forme (58) et en tenant compte des conditions ini-
tiales, on obtient les relations de recurrence (62). La holomor
phie de la composante holomorphe dans un voisinage du point a. 

. ' 
entraine la holomorphie des coefficients N. (a'.·1 , ••• , a"v / x) dans 

1 .I I .Iv 

le meme voisinage,- de sorte qu' on a les develop pements de 
Taylor: 

00 

(64) 
- ,. 
N. (a. 1 , 

1 J 1 
... , r ~ (p) r r p a."\x)= K. (a.1 , •• ., a.")(x-a,). 

1 1 J ' -· J V p=l 1 'I ' 

Conformement a la premiere des relations (62), !es coeffi-
<r> ,. 

cients I. (a. 1) se trouvent definis alors par les relations (60) et 
1 J I 

(p) "1 
lescoefficientsK. (a.) par les relations (61). Pour v>-2, en 

.J 'JI 

substituant !es develop pements de la forme (64) dans la for
mule (62) et en comparant !es coefficients d'apres !es memes 
puissances de x-a,, on arrive aux relations- de rec~rrence (60) 

1 

et (61). 
En vertu des formules (S2) et (28) le theoreme de

montre nous donne la representation generale par rapport a x 
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d'une matrice metacanonique aux substitutions differentielles 
donnees: 

(65) e. 
.J 

. \ . 

. )\ (I) "' (H(sl). 
. H. -1 /PJ .J 1 . . 

x =ex-a) ' [I+ " 1 o : . ·- --.··-] [I+ ~ · (l) (x- a)P 
p:::1 H. ./ . 

J 

co (1, ... ,m) (1, ... ,s) 

+~ ~ ~ 
v==l jl' ... ,f,~ '°1' •.•· ,rv 

la sommation etant etendue sur toutes les valeurs des indices 
r , ... , r =1, .. ., S; V=l, 2, ... , satisfaisant a l'egalite indiquee. 

l " 
Cette representation met d'ailleurs completement en evidence la 
nature de la singularite de la matrice ccnsideree au point a : la 

.7 

premiere composante caracterise la ramification et la deuxieme-
la singularite uniforme essentielle. Si l' on rem place la troisieme 
composante par la serie de Taylor (53) on obtient la represen
tation locale: 

(s) (s) 

( 66) ej ( ~:;,· ·.. • ~~;, 
u , ... , u 

l , m 

al , ..• , am 

x)=(c-a.{:1
> [z+ ~1 o'Pl (~(•J)-1-J [I+ 

J ~ (1) (x-a.)P 
p=l H. J 

J 

qui est 

00 

~1 A(p) 

+ ~ J 
p=l 

valable 
est au point a. 

a l'interieur du cercle, dont le centre 
et dont le rayon est la distance minimale 

J 

de ce point aux points a , •.. , a. , a.. , a sauf le point a 
1 1-l J7l "' i 

meme. En multipliant la matrice (66) du cote gauche par une 
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b . . 'd . l b . . H< 1> • l f . su stJtubon, re msant a su stitubon . a a orme canomque 
J 

et en effectuant la composition des deux series, on les remplace 
par une serie de Laurent et ~n arrive a la representation locale 
etudiee par M. H. von Koch. Cette derniere representation locale 
ne laisse degagee que la composante, caracterisant la ramifica
tion, et la nature specifique de la singularite uniforme essentielle 
n 'est plus patente. Outre cela, la methode de M. von Koch four
nit les expressions des coefficients sous forme des determinants 
infinis, tandis que les coefficients de la representation (66) se 
calculent a l' aide des series des compositions des substitutions 
differentiel!es aux coefficients rationnelles en a , ... , a . 

1 in 

II est a remarquer une difference intrinseque entre les metho
des dont nous nous sommes servi, en. demontrant l'existence des 
matrices metacanoniques regulieres et irregulieres. 

Dans le premier cas [TMR, § 12] nous avons identifie le 
systeme de la forme 

clZ "'ZU HZ 
.i"'1.ih .ii 

dX= ~ X-IJ, -;;=:a 
h=l . " .f 

par une serie de Taylor: 
., 

(67) Z.=I+ 2 A',Pl (x-a/' 
J J .J 

p=l 

et, en comparant les coefficients d'apres les memes pulssances 
de x - a. , nous avons forme une infinite d' equations lineaires . 

. J 

Ces equations ont determine d'une fa~on unique la substitution 

H = U et t~utes les matrices 
j j 

(p) 

A. , comme fonctions rationnell~s 
.J 

des substitutions differentielles. 
Dans le deuxieme cas nous avons fonde la deduction sur 

l' existance d'une matrice normale a definition rationnelle et nous 
avons utilise essentiell~ment la representation generale de cette 
matrice sous forme d'une serie des compositions des substitutions 
differentielles. 

Considerons maintenant, ce que peut donner la premiere me
thode clans le deuxieme cas, ou les matrices sont irregulieres. 

En substituant la serie (67) clans le systeme de la forme (63), 
qui doit etre satisfait par la composante holomcrphe d'une matrice 
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metacanonique au point a., et en comparant les coefficients d'apres 
7 

les memes puissances de (x - a.), on arrive aux equations: 
1 

~ (q) <•+q-p) (s+q-p) (q) 

...,;:.. (A1 ~ -Hi Ai ) =0; p=O, 1, ... , s-1; 
q=O 

s p-s 1• 

_ '1 ""' ""' ( - 1) r (t• + 1) ••• (1· + p - s - q - 1) A(q) dr) . 
...,;:.. ...,;:.. ~ r+p-s-q j l ' 

. (p - s - q)I (a - a.) _ ..L ' 
h:j::J r=1 q=O .• h .J p-s, s, 1, •.. 

La premiere de ces equations donne: 

H 1">= u<•> . 
.i .i 

Il est evident, que les equations suivantes admettent une infinite 
de systemes des solutions par rap port aux subsftutions inconnues: 

(!) (s-1) (1) (2) 
H. , •.. , H. , A. , A. , ... 

. J J J 7 

D'un autre cote. en ecrivant les equations (68) sous forme: 

et en !es identifiant par les series des compositions de la 
forme (S7) et (59) on cbtient immed:atement les relations de 
remrrence (60) et (61) du theoreme Vlll. Done les series des 
compositions (57) et (59) representent un systeme special des 
solutions des equations (68). Ce systeme des solutions n' est 
d'ailleurs le plus simple, mais, comme nous l'avons vu, c'est 
le systeme des solutions unique, qui definit les substitutions cara
cteristiques et la composante holomorphe de la matrice metacanc
nique consideree. 

Les considerations de la theorie ordiuaire des equations dif
f erentielles lineaires correspondent aux choix du systeme le plus 
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simple des solutions des equations (68), OU !'on attribue aux: 
b · · H(r) la f · su shtubons orme canomque: 

i 

H~r) = [-r~r_}, •' '°',~)] 1) • 
J 

, 1J) 's) 
Le systeme des substitutions H. , ... , H. devient ainsi· com-

J J 

mutatif, et, conformement a la formule (38), on arrive a !'expres-
sion de la matrice metacanonique cherchee 'sous la forme: 

s (r) 

[ 
't(r) -- !: 'ti r-1 

~69) (x-a;) 1 e r=2(r-1)(x--aj) .... 

't(lr - ~ ,,\•> r-1 ] r 
... , (x-aj) n e r=2(r-I)(x-ai) l I+ 

~, (p) }J ] 

+ ~AJ (x-ai) 
p=l. 

qui ne peut fournir, en general, que les representations asymp
totiques, car la serie de Taylor se trouve en general, divergente. 
Done, en general, la matrice elementaire de la forme finie ne 
caracterise point la singularite de la matrice consideree au 
point ai'· Le cas contraire se presente sfirement, quand le sy
steme des substitutions differentielles est commutatif. Mais clans 
ce cas on a la representation totale sous la forme finie: 

u(s" ... ' u<•> 

e1 (;:1; .. · · ·u .. ;~> x \). = 
1 , ••• , ni 

a 1 , ••• , Om 
s 
1; (r) 

m utl) - uh r-1 n ( ) h r=2 (r - I) (x - a ) 
= x-ah e " 

h=l 

-di} 
n (aj-ah) h 

h::j:::J 
s (r) 

~ U~, r-1' 
r=2 (r - I) (aj-ah) 

e 
ce qui resulte immediatement des relations (38) et (10). 

Ces considerations mettent en evidence la relation entre notre 
representation (65) et les representations asymptotiques (69) des 
matrices metacanoniques. 

') Je suppose ici, pour abreger l'ecriture, que la substitution 
(•) (s) = [• , ... , T ] est deja donnee sous la forme canonique. 
1 n 
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§ 7. 

Le probleme fondamental de la ,theorie des fonctions a une 
variable complexe c'est, comme il est bien connu, le probleme 
sur la construction d'une fonction, ou d'une matrice des foncti· 
ons possedant des singularites d'un type donne. 

Le type d'une singularite d'une matrice · a definition ration
nelle est completement determine par les substitutions caracteri
stiques correspondant, comme le type de la singularite d'une 
matrice metacanonique elementaire. 

Par consequent, le probleme indique ci·de5sus, clans la classe 
des matrices a definition rationnelie, se reduit a notre probleme (JJ), 
concernant la construction d'une matrice a definition rationnelle 
d 1 l b . . . 11r(.l)' ••• ' w(.•) u rang s -- , es su sbtuhons caractenstiques ·r 

.} J 

et la configuration des points singuliers a distance finie 
a. (j=1, .... 'rn) etant supposees donnees . 

.J 

La resolution algorithmique de ce probleme, a condition, que 
les substitutions caracteristiques sont. donnees clans un voisinage 
systeme des substitutions nulles, est fournie par le theoreme suivant: 

Theoreme IX. L e s s e r i e s d e s co m p o s it i o n s: 
(i•) u -.i -

"' ( 1, .•• , m) (I, .•. , s) 

(70) =~ ~ ~ w<i-,) w(•".,) R(r)( ,., ,., I /, . ... . a. , .. ,a b), 
- Jt j·i J 71 .i, 

'i=l j 1 , ••• , .f,1 r 1 ••• , t',1 

j=1, .. ,m; r:-1, ... ,s, 

o u l es co e ff i·c i e n ts so n t d e fin i s p a r l e s rel at i o n s 
de recurrence 

R (r) . ''1 I b) -1 • . 
. (a 1 - , si J1=J, r 1=r; 

.} .It 

R (.r) (a,..' j b)---0 en tous autres cas; 
.) .It 

(r) r 1 r,, 
R. (a , ... , a. jb)=-

J .It h 

(71) ,, (1, ... , m) (I, .. , , s) 

=-~ ~ ~ 
µ=2 hb ••• ' h[J. q" ..• J qfl· 

(r) . ,., - ,.,, 
1 ) Les para metres Q. ·,a. , ... , (G ) ont ete defini5 par !es relations de 

.} Ji J., 
recurrence ( 42). 
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r e p r e s e n t e n t I e s f o n c t i o n s h o I o m o r p h e s d e s s u b-
• • w(r) ( • 1 . . 1 ) d . . st1tut1ons . J= , ... ,m;·r= , ... ,s ans un vo1s1-

1 

n a g e d u s y s t e m e d e s s u b s t i t u ti o n s n u I l e s, j o u i s -
sant de la propriete que la matrice normale a de
f i nit i o n ratio n n e I I e: 

(72) 

u<s>, ... , u<s) 

x ) = CfJb( u. ;1; .... ·u··~> 
' ... , 

l m 

a1' ... ' a,,, 

posse de Ies substitutions caracteristiques 
nr<1J w<•> · (. 1 ) II ' . . . rr . , ••• , . a u x p o 1 n t s ai J = , ... , m . n e x 1 s t e p o 1 n t 

7 J 

d'autre systeme de b . . u(r) • f . s u s t 1 t u t 1 o n s . , s a t 1 s a 1-
1 

s a n t a u x c 0 n d i t i 0 n s i n d i q u e e g. 

Demonstr~tion.· II est evident que si w<,.> =0, (j = 1 , ... , m; 
,J 

r=1I.•• 1 s) le systeme des SUbstitutiOnS u(r) Satisfait aUX COndi-
J 

tions du theoreme. En vertu du theoreme V c'est d'ailleurs le 
systeme des substitutions unique, jouissant des proprietes deman

dees. Done·, si les substitutions w'.'"l se trouvent dans un voisi-
J 

nage du systeme des substitutions nulles, le systeme des substitu-

tions drl, satisfai,sant aux conditions du theoreme est represen
J 

table par le systeme unique des solutions du systeme d'equa-
tions (41): 

U.(1'v) Q(.•") ,. rv (a.', ... , a 
.Iv .7 .It iv 

(j = 1 , ... , m; r = 1, ... , s) , 

(r) 

se reduisant aux substitutions nulles pour W. =0. Les series (70) 
J 

aux coefficients definis par les relations de recurrence (71) four-
nissent precisement les solutions indiquees du systeme considere. 

En se servant des formules (6) et (70), on obtient I' expression 
explicite de la matrice cherchee (72) sous forme d'une fonction 
holomorphe des substitutions caracteristiques dans un voisinage 
du systeme des substitutions nulles: 
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(s) l• ·· 
, ,W , ... , W 

\f b( .. (~)· ...... ;~; ) 

"' (l, •. , m) (1, ..• , •) 

oil 

M 
b 

(r 1 l (r ) r r 

x =I+~ ~. ~ W ..... W.' Mb(a.1 , ••• ,a,"\x), 
T-V , ... ,W ~ ~ ~ .11 i., Jl J,, 

1 m '1 = 1j1 , ... , j ,1 r 1, ..• , r 'I 

Si le systeme donne 'des substitutions caracteristiques est com
mutatif, cette ma trice peut etre mise sous la forme finie: 

00 00 8 

1 m , W. - ~ W. r _I r-l 1 J r-1 
( 

W , ... , W \ (ll "1 (r) I [ 1 

. . . .. .. . . . . ) m (x - aj) i r=2 J (x - ai) 
1¥ b (1) (1) x =1~ b _ ai e 

w , ... ,W I · · 

(b- a.) 
1 

1 m 

La solution de notre probleme (D) fournit en meme temps 
les solutions de probleme classique de Riemann, clans la classe 
des matrices a definition raf onnelle, qui concerne la construction 
d'une matrice a definition rationnelle du rang s-1, possedant 
les substitutions integrales donnees vi aux points respectivement a,. 

En effet, si les substitutions V. sont donnees clans un voisinage 
.7 

du systeme des substitutions identiques, en vertu de la relation ( 49) 
une matrice satisfaisanl: aux conditions indiquees est: 

(s) («) 

w , ... ,w 
J m 

' I 

( 

(2) (2) 

\.frb w .... ,w 
1 m 

I I 
"' lg v , . . . 2--; lg v 
:....7ri 1 ' 1tt rn 
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OU l'on prend les determinations des lcgarithmes (14), se redui

sant a la substitution nulle pour ~=I, et les substitutions 
(••) 

W (j=l, ... , m; r=2-, ... , s) restent arbitraires. 
J 

Teopu.a Ma'JlpHJ!, YAOBAeTBOpHIOJ!!HX cucTeMaM AHHeisi,1x 
AH4J4>epeHJ!H8Ai>Hi>1x ypaeHeHHi c npoHSBOAi>Hi>IMH 

pagHOH8AbHblMH -KoaclJCl>RJ!HeHTaMH. 

H. A. Jl.anno-.l{anu.11.eBc1tuii. 

ABTOp paccMaTpHBaeT CHCTeMy .11.HHel\HbIX ypaBHeHHf:i c pagHo
HaAbHbIMH K031flcJrngneHTaMH 

"' 8 y u(r) 

(1) ~r = ~ ~ (x. :0;. 
f=l r=l J 

H ,11,aeT npem,11,e Bcero o6igHe ana.11.HTHqecKHe BbipameHHH ,11,.11.H 

.HHTerpa.11.bHOH MaTpH!Jbl Y (x) H ,ll,MI IlO,ll,CTaHOBOK Vf (j=l, 2, .. , m) 

rpynnbl aTOH CHCTeMbl. 

3aTeM MaTpHga Y (x) npe,11,cTaBM!eTC.H B BH,11,e npomrne,11,eHH.H -

ABYX MaTpHg, H3 KOTOpb!X 0,11,Ha pery.11.HpHa B CMbICJl.e <PyKC!l 

H ,11,pyra.H 0,ll,H03Haqua Ha Bcef:i TIJ\.OCKOCTH. 

4a.l\bHef:iurne HCC.l\e,11.0BaHHH OTHOCHTC.ff K TOMY CAyqaIO, Kor,11,a 
(r) 

a.11.eMeHTbI Ta6.11.Hg U 6.11.HBKH K HYAIO. 3,11,ecb aBTOp BbI,ll,eA.HeT 

H3 MaTpH!!,bl y (x) B Kam,11,of:i TOqKe a)'' KaK MHOmHTeJl.b, xapaKTe-

pH3JIOigHH paaBeTB.l\eHHe, TaK H MHOmHTeAb, xapaKTepH3YIOigHH 

O,ll,H03Ha<rnyIO cyl,!!eCTBeHHYIO oco6eHHOCTb, npH qeM npOH3Be,11,e

HHe 3THX ,11,Byx MHOm.HTe.11.ef:i y,11,oB.l\eTBOp.HeT HeKOTopof:i. CHCTeMe 

BH,11.a (1) c 0,11,HOH oco6of:i TOqIWH af Ha IWHeqHOM paCCTO.HHHH. 

Koalfllf>HJ!HeHTbI 3THX CHCTeM ,11,a10T ,,xapaKTepHCTHqecKHe no,11,

cTaHOBKH" MaTpHgbI y (x) B TOLIKax aj (j = 1, 2, ,., m). 

KpoMe ynoMHHYTbIX npHMbJX 2a,11,a11, aBTop cTaBHT H o6paTHYJO 

aa,11,aqy- onpe,11,e.11.HTb CHCTeMy (1) H ee HHTeq:>a.l\bHYIO MaTpngy, 

eC.l\H 3a,ll,aHbl TOqKH aj H ,,xapaKTepHCTH'leCKHe IJO,ll,CTaHOBKH" 

B aTHX TOqKax. PemeHHe 3TOH 3a,ll,a'lH, .HBJ\.HIOigelicH ecTeCTBeH

HbIM 06061,!!eHHeM H3BeCTHOH 3a.a,aqn PnMaHa, .a,aeTCH npH npe.zi,

noAomeHHH, qTo a.11.eMeHTbl 3a,ll,aHHblX ,,xapaKTepHCTH'leCI<HX nop,

CTaHOBOK" 6.11.HBKH K Hy.11.IO. 

HaKOHeg, yKa3bIBaIOTCH c.11.yqan, Kor.11;a pemeHHe aa.a,aq noAy

qaeTcH B KOHeqHOM. BH,ll,e. 
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3aKOH AeCHTB TpeTeii H KAaCCHfj)HKagHB coy AapeHHii 
B OOIJ!eii 3aAaqe Tpex TeA. 

A. MaprwB (M.11a1turnli). 

B HacTo.su;geif pa6oTe paccMaTpHBa10Tc11 npocTbie coyp;apeHH.H 

B o6IJ!,eH 3ap;aqe Tpex Te.11.. CTpH aTOM npep;no.11.araeTc.11, qTo 061!!,HH 

MpMeHT KOJ\.HqecTBa ,Zl;BH.1KeHHH OTHOCHTe,/\bHO yeHTpa HHepgHH 

oT.11.HqeH OT Hy.11.11. B aToM c.11.yqae cyigecTByeT TaK Ha3b1BaeMa11 

,,HeH3MeHHeMaJI II.ll.OCKOCTb"-n.11.ocKOCTb, IIpOXO,Zl;RIJ!,a.H qepe3 geHTp 

irnepgHH H HOpMa.11.bHa.H K BeKTopy o6igero MOMeHTa K0.11.HqecTBa 

.,ll;BH.1KeHHR •. 

CTpe.,11;MeTOM HacT011igefi pa6oTbI RB.11.J1eTc11 HCc.11.e,ZJ;oBaHtte p;BH

JKe,HH.H Te.11.a, He f'laCTBy10igero B coyp;apeHHH, a HMeHHO BblHCHe

HHe xapaKTepa H3MeHeHHH paccTORHHR aToro Te.11.a OT HeH3Me

HHeMOH II.11.0CKOCTH B MOMeHTbl 'BpeMeHH, 6.11.H3KHe K MOMeHTY 

coyJ(apeHHH. 

OcHOBHYIO po.11.b npH aToM Rrpa10T HeKoTopbie pe3y.11.bTaTb1 

K.11.accHqecKHX HCC.11.eJJ;OBaHHH . s u n d m a n ' a *). 
§ 1. 06osea"lf:eeua. HeKOTop&1e pesyA&TaT&I uccAeAOBaeeii 

Sundman'a. nvcTb Po. Pl, P2 MaTepHa.11.bHbie TOqKH, ,!l;BH.1KYIJ!,HecH 

no,11; B.11.HHHHeM B3aHMHoro npHTRJKeHHH no 3aKoHy Newt o n' a 

mo, mll mi HX MaCCblj Xo,'!Jo,Zo, XH'!Ji,Z11 Xz,Y:!.,z2 HX_ ,ZJ;eKapTOBbl 

KOOp,!l;HHaTbl OTHOCHTe.11.bHO geHTpa HHepgHHj x, '!/, z KOOp,!l;HHaTbl 

TOttKH Ph OTHOCHTe.11.bHO P0; ~. "'/J, ~ KOOpAHHaTbI 1'2 OTHOCHTe.11.bHO 

geHTpa HHepgHH COBOKYIIHOCTH P 0, I\; r 0, ri. r 2 B3aHMHbie pac

C'l'OHHHH P1 P2, P2 P 0, P0 P1; t BpeMH. Bb16Hpa11 e,11;11HHJ!Y MacCbI 

TaKHM o6pa30}'d, 'lTOObl OOCTO.flHHaH THI'OTeHH.fl paBHH.11.aCb eAH" 

HHge H BB0,!1;11 o603HaqeHHH 

2 

M= "'1 ~mi, 
j=O 

, m, . 
A=---

11io+m1 ' 
(1) 

*) Acta Soc. Scieot. Feooicae, 34, N11 6 (1906); 35, N!! 9 (1909); Acta Math . 
. 36 (1913), p.p. 105-179. 
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HMeeM cpopMy Ahl npeo6paaosaHHJI, J a c ob i - Rad a u 

X =-A"'-~ t X - ILX- m~ E x = m.+m, t *) (2) o "' M s, I - ~-- M -' 2 . • M '"• ... . 

H CHCTeMy ,ll,HcpcpepeHgHaJ\bHblX ypasHeHHH ,ll,BH.iKeHHJI 

cl'x ( x ( µ A ) ( 1 1 ) i · t],t• + mo+ ml) r = x_ ' = - m2 x r;;s + r.3 + m21; r.s - r,a ' 
d'i; ,,,, ----- ( A. . µ ) ( 1 1 ) (3) 
dt• = ~ = - M~ -, + -. + M 'A p. x -. - .8 , ... , r0 r, r0 r, . 

r,11,e 

r = r" = yx2 +y2 +z2,. ro ~ y(i;- f1.X)2 + ('lJ - fJ.Y)2 +(~ - µs)2, 

r,11,e 

r1 = V (1; + /..x)2 + ('IJ + /..y)2 + (~ + ).z)2 **). ( 4) 

KAaccwiec1me HHTerpaAbI HMeIOT ap;ecb BHA 

g(y.~-zy)+h('l)~-~~) =a, ) 
g (zx - xs) + h (~~ -1;~) = b, 
g(xy-yx)+h (1;~ - 'lJ~) = c, 'j 

g ( :V2 + y2 + ;2) + h (~2 + ~2 + ~2) = 2 u _ K, --
.2 

h - m,j-m1 

- ' m0 m, 
u- "'1 __!!___ 

- ~ m.r. ' 
f'=J J J 

(5) 

r,11,e TOqKH Ha,ll, 6yKsaMH 03Haqaf()T npOH3BO,ll,HbJe no speMeHH 

H r,11,e a, b, c, K cyTb nocTOJIHHbie, 3asncJ11.Q,Me OT ttaqaAbHoro 

coCTOJIHHH ,ll,BHmeHHH. B qacTHOCTH a, b, c J\Hlllb nocTOJIHHbIM, 

MH02KHTeJ\eM OTJ\!fqafOTCJI OT COCTaBJ\JlfOI!!HX 061Mero MOMeHTa 

KOJ\HqecTBa ,ll,BH.iKeHHH OTHOCHTeJ\bHO geHTpa HHepgHH. 

Ey,11,eM paccMaTpHBaTb J\Hlllb Te ,11,sam.emrn, KOTOpbie y,11,osAe

TBOp.HIOT YCAOBHIO 

(6) 

nyCTb TaKOe ,ll,BH/KeHHe perJAHpHO ·***) npH to < t < tl (to< t1) 

H nepecTaer 6bITb TaKOBbIM npH t=t1• B aTOM cAyqae, KaK no-

*) .34ecb ll B AaAbHettllleM MHl)rQTl)•IHe 03HaqaeT ypaBHeHllll HJ\H COBOKyn

HOCTH ypaBHeHHH, noJ\y'lalOJ!!HeCl! '113 HanHCaHHblX nocJ\e Olt!!OBpeMeHHblX Y,llKJIH

tlecKllX 'aepecTaHoBOK (x, y, z), (1;, 'I),~\, (X, Y, Z), (:E, H, U), (a, b, c), (ix, B, y( 
**) .31tecb H B ltaJ\hHeHllleM noitpasyMeBaJOTCll IlOJ\OlKHTeJ\bHhle 3HaqeHHll 

R.BaitpaTHbiX KOpBeli. 

***) Cor.J\llcao Sundman'y ltBHIKeHHe HasbmaeTcn pery.1111pHbIM ecJ\H xj, '!Ip zj 
(j = 0, i, 2) cyTh roAOVIopipHble <l>YHK\!l!H t. 
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CTpeMHTC.H K HYAIO npH CTpeMAeHHH t K ti. TOr,Aa KaK ,ABa .ApyrHX 

cTpeM.HTC.H K o6J!!eMy noAO.lKHTeAbHOMY npe,AeAy. CToAara.H .AA.H 

onpe,AeAeHHOCTH 

r,Ae 

Um r 9 =lim r=O, 
t+t, - 't+ti 

lim r 0 =lim r 1 =lim p=p1 >O *), 
t+ti t+t, t_,,.t, 

(7) 

HMeeM cAe.AylOl!!,He peayAbTaTbI HCCAettoBaHHH Sundman'a **): 
1°. Cy!!!,eCTBYIOT KOHeqHbie npe,Ae.l\bI BeAHqHu x, y, z, r, ~. Yj, ~. 

. • • • d ( x) d ( y ) d ( z \ ;- . x y z 
p, ~'"I),~' p, dt r '-dt r 'dt~1\r)• vrr, r'r'rnpHf-+tl; 

lim x = lim y = lim z = lim r = O; 
-· t_,,.t, t-""ti t_,,.tj t.,. ti 

lim ~=~;. lim Y/ =YJ11 lim ~=~1. lirn P=P1i 
'-""ti t+ti t-;.ti t_,,.t, 

lim ~=~i. lim "IJ=Y/11 lim r-t -.- l• lim P=P1i 
t->t, t+t, t_,,.t, t+t, 

li . d ( x )' 1· d ( y ) i· d ( s \ 0 ID - -- =c-= llll -.- - = lID - -) = · 
t->ti dt , r t_,,.t, dt r t_,,.t, dt r ' 

lim vr;. = - v2 (mo+m1) j ,_,,.t, 
li x 
m-=m 

r '' t_,,.t, • 
1. - '!/ 
Im - = x. 

t+ti r 

q:i2 + x2 + '112 = 1. 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

2°. BeAHqHub1 ys-zy, ... npettcTaBAHIOTCH no.A BH.AOM Nr2 (t1-t) 
r,Ae BeAHqHHbI N ocTaroTcH KoueqHlJIMH npH t + t1• 

§ 2. AaALBeiimee npeAeALBLie cooT&omeem1. KoopttHHaThl 

)i,BH.1KYJ!!HXC.H ToqeK OTHOCHTeAbHO geHTpa HHepgHH cyTb AHHeii

Hbie <l>YHKY,HH x, y, z, ~."I),~. COf'.l\aCHO q>opMy.l\aM (2). 0HH Il0:3TOMY 

TaKme CTpeMHTCH K KOHeqHbIM npetteAaM npH t +ti" CTpJ!My10 

npOXO.ZJ;HI,!!YIO qepe.3 TOqKy c KOOp.AHHaTaMH lim Xo = lim X1, 
t-""ti t+t,. 

lun 1/o =I'm Yi, lim Zo = lim Z11 HMelOJ!!YIO HanpaBA.HIOJ!!He KOCH-
t+ti t+t, t-""ti t+ti 

uycb1 cp, x, '1i 6y.11;eM HaBbIBaTb .l\Hmrnli coy.11;apeHH.H. YroA Mem.11;y 

*) Y C.l\OBllll npocToro coy4apeJil!H TeA P 0 H P, B MOMeHT BpeMeRn t,. 
**) CM. eanp., Acta Math. t 36, pp. 105,-179. B 'lacmocTn pp. 122-126. 
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J\HHHeH coyt1,apeHHJI H aeH3Me1UleMOH OCblO o6mma'IHM qepe3 0)., 

TorAa 
aq1 +bx+ c<ji 

cos(!}= f . (14} 

06o3Ha'IHM qepe3 V BeAH'IHHY c1wpocTH TO'IKH P2 OTHOcH

TeAbHO gettTpa HHepgHH cosoKynaocTH P0, P1; qepe3 V1, npeAeA V 
npH t -> t 1• no onpe,11;e.11.eHHIO H <JlOpMJAaM (10) HMeeM: 

v = y;2 +YJ2+~2. 

y paBHeHHJI (5) B npett.eAe t1,a10T 

· · a · · b · · c 
'11 ~1-~1 'Y/1 = h' ~1 ~\-~1 ~! = h' ~1 '11 -YJ1 ~ = h .(15) 

(cM. npeA.11.omettHe 2° npet1,bIAJl.!Jero naparpa<Jla). 0Tc10t1,a, npH

HHMaJI BO BHHMaHHe yc.11.ostte (6), ycMaTpHsaeM, 'ITO V1 >0 H 'ITC>' 

yro.11. Me1KAY BeKTopaMH (~1. 'r.i. ~1) lI. (~i. ·~1' t1) 'He eCTb ge.11.0- . ' 

KpaTHoe n. 06o:;iuaqaJ1, HaKoney, qepe:;i 3 yroA MemAy BeKTo

paMH (x, y, z) H (~, Y), ~), qepe:;i 0 yro.!I. Memp;y (x, Y, z) H (~, ~. t> 
'Iepe:;i 31 H 01 HX npet1,eJ\b1 npH t + t 1, HMeeM: · 

u x~+YYl+zt; 
COSv= . , 

rp 

cos & = i:pe, + X1l1_+ cpt;,_ 
. 1 p ' 

y6e1KAaHCb npH aTOM B CJl.!JeCTBOBaHlilil npeAeJ\bHblX yr.11.0B {ti H ()l 

BoBbMeM npomrno,11;tty10 OT p cos 3 no speMeHH. <l>opMy.11.a (161) 

Ji;aeT 

d a, ( x ) a, ( y ) d ( z \ :r·e + y~ + a~ - (p cos -3) = ~ - - + YJ - - + ~ -- - I + --dt · dt r dt r · dt \ r / r 

OTKYA(l, no <JlopMy.11.aM (9), (11) H (16) 

liln :e- (p cos.&) = vi' cos 61. 
t+t, 

(17) 

OnpeAeAHM nopHAOK MaAOCTH BeJ\H'IHl:lbl r 12 - r 02 OTHOCH

TeAbHO f' npH t+tl. no QJOpMyJ\aM'(4), (1) H (161) HMeeM 

,.12_,.02 = 2(1..+p.) (x~+:1J'Y/+z~)+p • .2.-µ2) (x2+y2+s2) = 
m1- mo = 2 rpcos 3+- -- r2. 
m.0 +m1 

(18) 
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H c.11.e~oeaTC.l\bHO, npH cos 31 * 0, ~12 - 'l"o2 6ecKOHeqHO MaAaH 

nepeoro nopHAKa. 

npH cos &, = 0 npaBH.11.0 I ' H 0 s pi ta I' H ,ziaeT: 

l. p cos 3 1· 2 
!ID --8- = Im-

t+t, t+t, 3 
1'2 

d dt (p cos 3) 

i/::'r 
B cn.11.y paeeHCTB (12) H (17) npaea.11 qaCTb cyIJ.!ecTeyeT, H MbI 

0TCIOAa H H.3 paBeHCTBa (18) .3aKJ1.10qaeM, qTo' 

I ,' r,'-r0 ' m1 -in0 
lffi ---- = ---·-

t-.,>t, r• mo + m1 

r r,• - r.• 2 v, cos o, 
/~ 5 =-3 l1m 
>I r2 . 

DpH COS 31 = 0 

T aKHM o6pa.soM nopH,1tOK eeJm'IHHbl r 12 - r 0 2 OTHOCHTe.11.bHO r 
. . 5 

paeeH 2 npH cos 31 = 0 H m0 =/= m1; 2 npH cos 3 1 = 0, m0 = m1 

n cos01 =!=0. 
1 1 

nepeXOAH K paCCMOTpeHHIO BC.11.H'IHHbl rs - rs, q>yrypHpy-
o I 

IOtgeH B npaBblX qacTHX ypaBHCHHH (3), HMCCM TOmACCTBO 

1 1 
r • 1 

Ho cor .11.acHo yc.11.oeHHM (7) 

r 0 • + r0r, + r,• 
r 0• r," 

Mb1 MO.lKeM noaToMy YTBepm.1taTb Ha ocHoBaHHH npe,zibJAYIJ.!ero, 'ITO 

BO ecex c.11.yqa.11x, (19) 

npH COS 31 = 0, (20) 

(21) 
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1 . 1 
BeAH'lHHa -i "'-- - 3 6ecK0He11uo MaAa.R 1-ro nopHAKa npH 

ro ri· 
5 

cos 31 * O; 2-ro nopHAKa npu cos 31 = 0, m 0 * m,; nopHAKa 2 

npu cos 31 = 0, m0 = m1, cos 81 * 0. 
§ 3. Sa1<0H ,11;ecRTH TpeTeii. EyAeM Ha3blBaTb BeJ\H"IHHhl 

(22) 

BhlcoTaMu To•ieK Pr I s1 I 011eeu,ztHo ecTb paccToHuue TO'IKH Pj oT 

HeH3MeHHeMOH DJ\OCKOCTH. 3uaK me s. 3aBHCHT OT Toro, no KaKylO 
.1 

CTOpoHy HemmeHHeMOH Il.1\0CKOCTH HaXOIJ,HTC.R TO'IKa pi . 
no.11.ara.11, KpOMe TOrO, 

a:c+by+cz 
s= f ' 

a;+ b"lj + c\; cr- --·-···-~ 
- f ' (23) 

HMeeM COrAaCHO qiopMy.r..aM (2) 

. 1 m. m. m0 + m, 
~ = - ,.s- M rr, s1 = µs - M cr, s~ = M · rr •. (24) 

· . e ~ c 
YMnomaH AaAee ypaeHeHu.11 (5) cooTBeTcTBeHHO Ha 7· , -j· , 7 u CKAa-

AhlBaH, noAy'laeM: 
~ 'l) ~ I 

cr = .!!__ . f x .'If E (25) 

x y $ 

'CJTO corAaCHO npe,11.AOlKeHHHM 1° H 2° § 1 npe.11,cTaB.11.HeTCH no..1, 
BHJJ;OM 

cr = Nr2 (t1 - t), 

r ,zte N ocTaeTC.R KOHe'IHblM npu t + t 1• 0TcioAa 

lim ~- = 0 
t~ti r'J I 

rr a fortiori 
lim 'cr = 0. 
t+t, 

A TaK KaK q>opMyAhl (8) u (23) ,11.aioT c ,!1,pyroH CTopottbi 

lim s = 0, 
t->tJ. 

TO B CHAY <JlOpMfA (24) 

lim s . ....:. 0 (.j = 0, 1, 2). 
1->t, I 

(26) 



Mb1 ,11,0Ka3a.11.H TaI<HM o6pa3oM TeopeMy Ch a z y: B 3 a ,11, a q e 

T p ex Te JI. B c .II K 0 e II p 0 c T 0 e c 0 y A ape H He n p 0 He-

x 0 A H T B H e H 3 M e H .H e M 0 H n JI. 0 c K 0 c T H *). 
Onpe,11,e.11.HM · Tenepb nop.H,11,0K 6ecKOHeqHo Ma.11.oif Be.11.nqHHbl tJ 

OTHOCHTe.11.bHO r npH t-* tI. 3a,11,aqa 3aK.11.10qaeTC.H B HaxmK,11,eHHH 

TaKoro qHc.11.a n, npH KOTopoM . 

lim~ 
t+t, i·" 

cyigeCTByeT H OTAHqeH OT uy.11.n. Ho no npaBH.11.Y I' Hosp it a I' x 

1. (i 1· un..- =rm 
t+t1 r t->t1 

0 

3 
n--

nr 2 Vrr 
(27) 

ec.11.H noc.11.eJJ,HHH npep,e.11. cyIJJeCTByeT. A B cii.11.y npe.11.e.11.bttoro 

COOTHOIIIeHH.H (12) 

lim -----cc:-- = lim 1- 11 a) · 
t~t1 n- ~ tc;..t1 n--

nr 2 Vrr . n V2 (m. + m 1 ) r 2 

Ho no q>opMy.11.aM (23) H (5) 
I ~ "/) 

. g I: y (j = 7 
y 

OTKy,11,a, aHaAOrHqHO npeJ,J,bllJ.YJMeMy, 

lim cr=O. 
t+t, 

t 
B 

z 

(:28) 

' 3 . 
TaKHM 06pa30JVi npH h > 2 qHC.ll.HTe.11.b H 3HaMeHa'te.ll.b Bblpa-

meHH.H B CK06Kax B npasoii qacTH <l>OPMYAbl (28) CTpeB.ulTCJI 

K tty.11.10 npH t-> t1• DpHMeH.H.H BTOpHqHo npaBH.11.0 l' Hospital' fl, 

no.11.yqaeM paBeHCTBO: 

(29) 

*) CR 169, (1919) p. 81; Ann. de !'Ecole Norm. Sup., 3 ser. t 39, Ni 4, 
p .. 127 (1922). 
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3 
cnpaBeAAHBOe npH cyi,gecTBOBaHHH ero npaBOH qacTH H n > 2. 
ctlopMYJl.bl (3) H (23) AalOT c Apyroii CTOpOHbl: 

d0 rr ( ~ µ \ ( 1 1 \ -=-Mr; _ __, __ )+Mf.ti,s ------). 
(lt'~ rol I r13 I \ ros 'J\:3 

npeAUOAOmHB Il03TOMy, qTO 

lim na_& =0, 
t+t1 r 

(30) 

' 
HMeeM B CHAY COOTHOWeHHJI (12) H ycAOBHH (7): 

(31 

8To paBeHCTBO cnpaBeAJlHBO, eCJlH eJ;'O npaBa.R qacTb cyi,gecTByeT. 

Ho B CHAY q>opMyA (23), (13) H (14) 

lim-8-=cos ro. 
t~ti r 

TaKHM o6paaoM, Ha ocHoBaHHH q>opMp (27), (28), (29), (31), 
(1) MOmHo YTBepm.n;aTb, qTo paBeHCTBO 

lim ~-= Mm0m, cos w lim _I_ (-1- ___ I_\ (32) 
t-H, r" n(2n-3)(111.+m,)"t+t, rn-4 r.• r,•) 

3 
cnpaBeAAHBO, ecAH ero npaBaR qacTb HMeeT CMbICA, n > 2 

H ycJ\OBHe (30) co6J\10JJ;eHO. 

npH:n = 5 YCJ\OBHe (30) COBilaAaCT C JJ;OKaaaHHbIM paBeH~TBOM (26). 
ctlopMyJ\bl (32) H (14) AalOT noaTOMY 

l. rr 3 Mm.m, cos (I) COB 3 
lID-=-- ----- ---

t-'l>-t, r• 35 (m0 +m1 )' p,• (33} 

Orcio.n;a ycMaTpHBaeM, qTo npH cos (t) J: 0 H cos 31 -::f- ,0 BeMfqHHa ~ 
6ecJtOHeqHo MaAa.R 5-ro nop.Rp;Ka OTHOCHTeJ\bHO r. 

npH COS -31 =0, q>opMyAa (33) .n;aeT 

lim~=O 
t~ t1 r• 



H ycAOBHe (30) OKa3bIBaeTCJI co6AIO,ll;eHHblM npH n=6 H npH 
13 n=T. J.13 cpopMp (32), (20), (21) :aaKA10qaeM, qTQ 

lim _!__ __ I_ ilfm.m.(m, - m.) -co~"' npn cos 31 =0 (34) 
t-:.-t, r• - :lG (m,+m,)' p 

iim _,,_= __ .2__ _!!!__ y, c~s_w ~s~, 
t+t, 13 520 3 Pt• (35) 

r-2- m2 

TaKHM o6pa:aoM nopH.ll;OK 6ecKoueqno MaAoH: BeAnqHHbI cr paBeH 6 

npn cos (,):::1-=0, cos 31 =0, m0 ~hn1 ; 1~1 n~H cosro=f-=O, cos 31 =0, m0 =m1, 

cos61=;t=O. 
lfro6br J3HaTb nopR.ll;OK G H npOilO?!!HOHaAbHOH eH: S;i OTHO

CHTeAbHO t 1 - t npuMeHHM. npaBJfAO l 'Hosp ital ' .R K OTHOineHmo 
8 

r~ 
-- B cnAy paseHcTsa (12) HMeeM: t, -t. 

3 

T y . r 3 . -· m0 +m, lun --= - 9 hm y' rr= 3 -------, 
t+t t, - t ~ t+t 2 I I ._ 

OTKy,11;a 

- liI_ll ___ r ---o2,--

t+t 1 --

(t, - t) s 

3 ___ _ 
, 9 JI 2 (m.+m,). (36) 

3To u:asecTHbIH :aaKOH ,11;Byx TpeTeA: n p H: n p o c T o M co-

y.11;apeHHH B 3a,11;aqe Tpex Te.11. paccTOJIHHe MelKJJ.Y 

c T a JI. K H B a IO l!J, H M H c H T e A a M H c T p e M H T c H K H y A IO, K a K 
2 

3 
(t1 '-t) ' I' A e t B p e M '1, ti M 0 Me HT c 0 y A ape H H }I. 

H:a cpopMJ.11. (24), (33), (34), (35), (36) :aaKA1:9qaeM, qrn 

1 

lim s. 81 ,3 11101111 cos (I) cos&, 
10 140 ti 1 p,' t+t1 -3- 3 (t, - t) (m0 +m1) 

(37) 

BO Bcex CA yqaHX 

lim-·~_-_2_ m,in, (m. - m,) ~~ npu cos31=0 {38) 
t+ti (t, - t)\ - 16 m0 +in, p,• 

1 5 
s 81 s 3 v. cos w cos 81 

!~~ -----'- i:1 = - 260 3 m p,• (39 
rt,-t) a 

npn cos 31 =O H m0=m1=m 
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oyp,eM rOBOpHTh, qTO coyp,apeHHe npOCTpaHCTBeHHOe, eCAH 

cos t.l:;t=O; qTo OHO nAOCKOe, eCAH cos Cll=O. DpH nAOCKOM coyp,ape

HHH AHHHH coyp,apeHHH AemHT B HeH3MeHHeMOH Il.l\OCKOCTH; npH 

npocTpaHCTBeHHOM He AemHT. Eyp,eM Ha3bIBaTb npocTpaHCTBeHHQe 

coyp,ape~He aHOpToroHa.l\bHbIM, eC.l\H cos 31:;t=O: OpToroHa.l\bHbIM, 
/ . 

eCAH cos 31 :::;:0, OpToroHa.l\bHOe coyAapeHHe 6yp,eM Ha3bIBaTb 

HepasHo6ep,peHHhIM npH m0~f=m1 ; pasHo6ep,peHHhIM npH m0=m1• 

PaeHo6ep,peHHoe coyp,apeH»e 6yp,eM Ha3bIBaTh acHMMeTpHqHhIM 

npH COS 01 :;t=O; CHMMeTpHqHblM npH COS 01 =0. 
Bee BTH BHP.hi coyp,apeHHH, KpoMe npocTpaHCTBeHHoro aHop

T0roHa.l\bHOro MOmHO paccMaTpHBaTb, KaK HCK.l\IOqHTe.l\bHblC cAy

qaH. B HX 'onpep,e.11.eHHHX cop,epmHTCH, no KpattHeti Mepe, OP.HO 

paeeHCTBO (AH6o COSCll=O, AH6o cos 31 =0) H .l\Hlllb npOCTpaH

CTpaHCTBeHHOe aHOpToroHaAhHOe coyp,apeHHe onpep,eMi:eTCH P.BYMH 

HepaseHCTBaMH (cos W~fO, cos 31:;t=O). · HHmecAep,y10igHli 3 a Ko H 

11. e c HT H T p e Te H OTHOCHTCH K aTOMY o6igeMy THny coyp,apeHHH. 

Ee AH B 3aJJ;aqe Tpex Te.I\ B MOMeHT speMeHH t 

npOHCXOP,HT npocTpaHCTBeHHOe aHOpToroHaAb

HOe coyJJ;apeHHe ABYX TeA, To npH npH6AHmeHHH 

B p e Me H H t K ti 1'I bl c 0 Ta T p e Tb er 0 Te}\ a c T p e M HT c H 

10 

K Hy}\ 10, Ka K (ti - t)_3_ *). 
KoAHqecTseHHO :no BbipamaeTCH cpopMyAoll: (37). 
OopHP,OK s2 OTHOCHTeAhHO t1 - t paseH 4 npH opToroHaAbHOM 

13 
HepaBH06e11.peHHOM coyp,apeHHH (cM. <l>OPMYAY. (38)); 3 nptt 

paBH06ep,peHHOM aCHMMeTpHqHoM coy11.apeHHH (cM. cpopMYAY (39)). 
OcTaJOTCH JJ;Ba cAyqan, KOTOpbIM nocsnigeHhI §§ 5, 6-coyp,ape

HHH nAocKoe (cos(!)= O} H CHMMeTpHtJHoe (cos w~,t:o, cos 3 1 = Q, 

mo= mh cos 01 =o). § 4 HrpaeT BCilOMOraTH.l\bHYIO pOAb. 

§ 4. PeryAspesaJ!BR · npocToro coyAapeees no cnoco6y 
Sundman'a. BseJJ;eM scnoMoraTeAbHYIO nepeMeHHYIO S u n d m an 'a: 

t 

U= J ~**\ r ,. 

to 

*) HaMeK ua aaKoH JJ,ecll'l'H TPeTeii HMeeTcl! B pa6oTe J. Chazy ,,Sur l'allure 
du mouvement dans le probleme des trois corps" Ann. de l'Ecole Norm. Sup. 
ser 3, t 39, N'!! 4, p. 128 (1922). Chazy AoKrulbIBaeT, 'ITo nopl!AOK s, OTBOCH-

10 
TeAbHO i, -t He HHZe 3. 

**) Acta Math. 36, p. 127. 
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3Ta BeAH'IHHa B03pacTaIOqi;aH Cf>YHKIJHH BpeMeHH B npoMemyTKe 

[t0, t1]. 0Ha cTpeMHTCH K KOHe'IHOMY npe.zi.eAy u1 npH t + t1 *). 
06paTHO: BpeMH ecTb B03pacTaIOJ!!aH Cf>YHKIJHH u B npoMemyTKe 

[O, U1l. H3MeHHHCb OT to Jl,0 tl Kor.zi.a u B03pacTaeT OT HYAH Jl,0 -ul' 
npHHHMaH u aa HOBYIO He3aBHCHMYIO nepeMeHHy!O, 6y.zi.eM pac

CMaTpHBaTb x, y, z, r, ;, YJ, ~' t, KaK Cf>YHKIJHH ie. BBOAH o6oaHa

'l:eHHH: 

x'=rd: J 

r' (m. +ni,) 11) cc=-.- x' - -~-r--, ... 
r 

(40) 

HMeeM CHCTeMy BOCeMHaJJ,gaTH Jl,HCf>Cf>epeHJJHaJ\bHblX ypaBHeHHH: 

BoceMHaJJ,gaTb HeHaBeCTHbIX: x, y, z, x', y', z', oc, ~' y, ~' 'I), ~. k, 
0. t, r, r', t, OKa3bIBaIOTCH rOJ\OMOpef>pHblMH Cf>YHKIJHHMH u npH 

U= U1 ***), npHqeM 

lirn .x' =limy' =lim z'=Iimr'=O *""**), (42) 
u-~U1 f-t.~Ul u+ui U~U1 

lirn cc=q>(m0 +m1), lim ~=x (m0 +m1) lim ·j·=tji (m0 + m1) ***''*). (43) 1 

'lt~ltt u~u1 1t->U1 

§ 5. IlAOCKOe COYAapeBBe. noMHOmHM nepByIO CTpOKY ypa-
a · b 

BHeHHH (41) Ha y; JJ,Be CJ\eJJ,yIOJ!!HX (no.zi.paayMeBaeMbIX) Ha -r 
c 

H Ha y· CKAatJ;bIBaH cooTBeTCTeHHbie ypasHeHHH, noAy'IHM, npH-

HHMaH BO BHHMaHHe Cf>OPMYAbl (3): 

;') ibid p. 132. 
**) ibid. pp. 128, 129. _ 

';'**) ibid. p. 139. 
****) ibid. p. 134. 
*****) ibid. p. 135. 
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ds 
----- = s' dU I 

ds, =ti - m r2 (_!!:..__+_'A_) s + m r2 (-1- - __ l_)' a 
du ~ \ r: r," " r0 '' r,• ' 

da , ( µ. ). ) '( 1 1 J L r --= - m. rr -- +- - s + m. rr -- - - -- 1J + s 
du 2 \ r0 • r 1• 2 r0 ' r,• . 'j 
drr • 
du =ra, 

~ ( 'A iJ. \ ( 1 1 ) --= - Mr 1 - - +-- cr+M).µr \-,,-.~ - --- s du \ r .' r 1 • ) r, • ' 

(44) 

rJJ,e 

, ' ax1+by'+csl 
s=rs= f , (45f 

8TH COOTHOWeHHfl M02KHO paccMaTpHBaTb KaK CHCTeMy .l\HHeH

HblX AH<l><PepeH!J,Ha.l\bHblX ypaaHeHHH 1-ro nop.HJJ,Ka OTHOCHTe.l\bHO 

5 HemlBeCTHbIX: s, s', &, 1J1 cr . .l(AH aToro HaAO Bbipa3HTb KoacpcpH

\!HeHTbI 

1n r 2 /_l_ .!.- _1 _) 
2 \ a s ' • • • , r0 . r 1 

npH s, 11, ••• B npaBbIX 'laCT.HX. ypaBHeHHH (44) qepe3 He3aBHCH

MYIO nepeMeHHYJO u, Ho KoacpcpttgHeHTbI aTH roAOMopcpHbie <l>YHK

\!HH nepeMeHHbIX CHCTeMbI (41) npH U=U11 KaKOBble rOAOMOpcJlHbl 

OTHOCHTe.l\bHO u. TaKHM 'o6pa30M Be.l\H'lHHbl s, s', &, cr, a YJJ.OBAe

TBOp.H!OT CHCTeMe .l\HHeHHblX ,11,HcpcpepeH!J,Ha.l\hHbIX ypaBHeHHH c ro

.1\0MOp<!>HblMH (npH u = uj) OTHOCHTe.l\bHO He3aBHCHMOH nepeMeHHOH 

Koacp.cpHgHeHTaMH. no TeOpeMe C a U Ch y TaKaH CHCTeMa OJI.HO-
' <;: • 

3Ha'lHO onpeJJ,e.l\l!eT s, s, o, '11 cr, ecAH 3aJ!,aHbI npeJJ.e.l\bl · aTHX 

Be.l\H'lHH npH ii~ U1· 

Ho no cpopMyAaM (45), (43), (14) 

lim & = (m0 + m1) cos(,), 
u->1.i 1 

'ITO o6pai,gaeTc.H :B HYAh npH nAOCKOM coyJJ.apeHHHj no JJ.OKa3aH

HOMY B § 3 

lim S=lim cr=lim a=O; 
tt+ut U-?-Ut U~tt1 

HaKOHeg H3 cpopMfA (45) H (42) C.l\e4yeT, 'ITO 

lims1=0. 
u~u1 

3THM npe,11,eAbHblM 3Ha'leHH.HM COOTBeTCTByeT O'leBH,ltHOe pe

lllCHHe CHCTeMbl ( 44): 



KaKOBa 6bi HH 6bIAa {roAOMO(lcJ>Ha») 3aBHCHMOCTb KOacJ>cJ>HgHeH

TOB OT it. Y1 <lTO pemeHHe eP,HHCTBeHHOe. 0TCIOP,a no <tJOpMy

AaM (24) 
(j=0,1,2} (46) 

8TH TOm.P,eCTBa JJ.OKa3aHbl HaMH JI.AH npoMem.yTKa to< t <ti. 
QqeBHJJ.HO, OP,HaKo, qTO OHH cnpaseP,AHBbl npH scex 3Ha<J:eHH.HX t, 
ecAH ycAOBHTbCH aHaAHTHqeCKH npOP,OA1KaTb JJ.BHmeHHe IlOCAe 

Kamp,oro coyp,apeHH» no cnoco6y Sundman' a*). 
Mb1 p,oKaaaAH TaKHM o6paaoM, qTo B a-a p, a q e T p ex Te A 

n A 0 c K 0 e c 0 y A a p e H H e B 0 3M 0 m.H 0 T 0 A b K 0 n p H .n J\ 0 c

K o M A B H iK e H H H. B a T o M c A y q a e B bl c o T bl T p e x T e A 

"T 0 iK A e c T B e H H 0 p a B H bl H y A IO. 

§ 6. CnMMeTpuqeoe coy Aapeeee. DoAara» m 0 = 1t.1 = m, HMeeM 

no <tJOpMpe (18}: ' 
. r 1 2 -r02 =2(x~+lFIJ+z(l. 

X= - n;• Bx+2m2A(x1;--j-y'l)+z01;, l 
"" . lJII B' 1lI A ( t + Y) I .!!.= -2 ;;+ 2 XS Y'YJ+Z1., x, . 

c p,pyrou CTOpOHbl paBeHCTBa (40) p,a10T: 

r,11.e 

x.= 
rtxt-ra. 

2m 
r1y1 -- r (l 

y= 2m ' 
t·1z' - r 1 

8=· . 

r1w -rw ;c1;+y·1:+s>'- • • 
' ~ 2m ' 

WI =a.1; -f- ~'YJ + j(, 
w3 = x' 1; + y' 'YJ + z1 ~ 

2m '· 

t + . + r 1·' w, -- r w, 
x ~ Y 'YJ .z ..,, = 2m ' 

W2=a.~+ ~~+'(t, }. 
w4'=x'~+y' ~ +z' ~. 

c IlOMOIMhlO cJ>OpMyA (49) paBeHCTB~: 

Xi;+YYJ--1-Z(= :· ( Ap2 - :)(-r~1 +r'w3), 
. . . m . . . 

xe+ Y"7)+Z~-=-,!·A (~;+'YJ'YJ +1;1;) (-rwl +r' Ws)-

m, B. - ' - · -- (-rto. +r w) 4m · 2 4 • 

*) ibid. pp. 141, 151. 

(47) 

(48) 

(49) 

(SO) 
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a!+~H+yll=" -1: Bw1+ 

+ ;:! A(r'2 -2mr) (- rw1+r'w8), 

x'E+y'H+z'II= -1;; Bw3 + !-Arr'(-rw1+r'w3) 

npoaep1110TC.ff no,11,cTaHOBKOH BMeCTO X, Y, Z, E, H, II npaBhIX 

qacTefi cpopMyA (47). OTH paBeHcTBa H ypaBHeHHR (41) ,11,aIOT: 

r,11,e 

dw m. /m ' --' = ---'-Cr2r'w +rw +:--• Crr'2 +L 1w du m I ~ \ m ; S• 

dw, [Ar• ( 1 · Mm ). M ~, -= - -- Dr ---r +-Br w1 + du m\ 2 2 _ 

m, B 2 1 .Arr' (n , Mm \ +-- r r w + ----- .· r - -- r w + 
foi 2 m 2 ) a 

( 
'Ill \ + ---' Rrr'2 +L i'w 
4m / 4' 

--·=11- -'-Cr3 w ' --• Cr2r'w +rw dw ' m ) m · ·· 
du \ m 1 1 m a 4 

dw A.Dr• 1 m · 
-• = - --- w + I 1 + -' Br3 ) w + du m I \ 4m . 2 

( ADr2r1 M B \ . m, B 2 , + m - 2 r) ws - 4m r r W4, 

B 
O=~Ap2-4, (52) 

Koacpcf>HJ!HeHThI npu W; (j -1, 2, 3, 4) B ypaBHeHHRX (Sl) cyTh 

rO.l\OMOpcpHbJe cpyHKJ!HH nep.eMeHHbIX CHCTeMbl ( 41) [CM. cpopMy.l\hl. 

(40), (48), (S2)], KaKOBble roAoMop!pHhI B u. TaKHM o6pa3oM, aHa

.1\0rH'IHO npe,11,bI,11,Yi!!eMy C.l\Y'IaIO, Be.l\H'IHHbl Wj y,11,0B.l\eTBOpRIOT 

CHCTeMe 'IeTblpex .l\HHeHHblX ,11,H!p!pepeegHa.l\hHblX ypaBHeHHH nep

Boro nop11,11,Ka c ro.l\oMopcpHbIMH KOacpcp11gueHTaMH. Ope,11,eAbI wi 

np11 u ~ u1 o,11,H03Ha'IHO onpe,11,eARIOT peweeue B npoMemyTKe 

[O, u 1]. 

Ho no cpopMy.l\aM (SO), (43), (9), (10), (16) 

litn w1=2m ( cp~1 +XYJ 1 +cp~1)=2m p1 cos ~ 1 
U~Ut 

lim w2= 2m (cpi1 + X~ 1 + cp~1 ) =2m V1 cos61, 
-U~Ut 

KaKOBbie Be.l\H'IHHhI 06paiga10TcR B HY.l\h np11 CHMMeTpH'IHOM 

coy,11,apeeHHi no ipopMy.l\aM (SO), (9), (10), ( 42) 
( 

lim w3=lim w4=0. 
U->it1 'U+U1 



TaKHM o6paaoM 

Jim Wj = 0 (j~ 1, 2, 3, 4) 

H IlOTOMY BO BCeM npoMemyTI<e (0, ui] 

Wj == 0 (j =1, 2, 3, 4), (53) 

HAH, qTo TO me caMoe, 

a;+~ll+"Y _o a.~+~~+vi--o } 
1" : • • I I., ' 'O < < ) (54) x';+y'IJ+z'~=O, x';+y'"l)+z'~===:O ( =u=u1. . . 

Ho B CHAY paseHCTB (15) H ycJ1.0BHJ1 (6) onpe,11;eJ1.HTeJl.H B'fO-

II ~ ~ ~ II 
~ "I) ~ I 

ee cTpeMJITCJI op,eospeM·eeeo K ey AIO npH u -> ul" A TaK KaK aTH 

.onpeJJ,eAHTeAH aHaAHTHqecKHe '1>YHKJ!HH u B 3aKpbITOM npoMe

*YTKe [O, it1 ], TO '0Jl.HOBpeMeHHOe HX HC'le3HOBeHHe B03MOmHO . 

AHillb B KOeeqHoM qffC.l\e ToqeK aToro npoMemyTKa. Bo scex 

OCTa.i\bHblX TOqKax npoMemyTKa [0, uiJ paBeHCTBa (54) p,aJOT 

~=C1 (~~- ;t), j=C1 (;~ -· 11~), 
y' =C2 (~~ -- ;t), z' = C2 (~ - "I)~), 

rp,e c 1 H c2 KOHe'!Hbie BeJ\H'IHHbI. TaKHM o6paaoM paseHCTBa 

~ z' - r y'=O, "( x' -as' =0, ay' -~x'=O 

MoryT eapyrnaTbCJI .l\Hillb B H30AHpOBaHHbIX TOqKaX npoMemyTKa 

[O, u 1]. A TaK KaK J1.eBbie 'laCTH 9THX paseHCTB HenpepbIBHbie 

cpyHKJ!HH it, TO 

~ z'-:----- y y' .:.= 0, I x' - °' z' _ 0, a y' -'- [~ x' == 0 

BO BCeM npoMemYTKe [O, 1.t1]. 

0TcJOp;a no cpopMpaM (40), (5), (49), (53), (23), (24) 

yz-zy=:=O, ... ; a_h("I)~-~~), ... ; 
bz-cy _ h [z (~~ -;t)-y (~~ -11~)]:== h [~ (x£+ Y"ll +zO -

-;(x~+y~+zt)J-o, ... ; (55) 
r; . s2 :==:::= O; (56) 

80 + 81 0. · (57) 

Bee 9TH Tomp;ecTBa OTHOCJITCJI K npoMemyTKY t0 ~ t < t1• 0HH 

noKa3bIBaJOT, qTo B 3TOM npoMemyTKe: 1) TeAo· P2 , He yqacTsy-



96 A. 'M a p Ko B (MJ1a11nrnii). 

lOJ!!ee B coyAapeHHH, HRXOP,HTC.H B HeH.aMeH.HeMOH IlJ\OCKOCTH 

[ipopM. (S6)]; 2) TeJ\a P0 H P 1 c OJJ.HHaKoBhIMH MaccaMH CHMMe

TPH'IHbI OTHOCHTeJ\bHO HeH.aMeHHeMOH IlJ\OCKOCTH [ipopM. (SS) 
H (57)), 

CTpop,oAm.eHHe p,sH.meHH.H no cnoco6y Sundman' a p,aeT i103-

MOatHOCTb pacnpocTpaHHTb aHaAHTH'leCKHe COOTHOllleHHR (SS), 
(S6), (S7) Ha 6ec1wHe'IHbIH npoMem.yToK speMeHH, Mb1 HMeeM 

TaKHHM · o6pa.aoM yTsepm.p,eHHe: 

EcAH B MOMeHT ~ npoHcXop,HT CHMMeTpH'IHoe 

c.oyp,apeHHe TeA P0 H P1, TO 1) TeAo P2 Bee BpeM.H 

0 C· T a e T c .ff B H e H 3 M e H .ff e M 0 H n A 0 c K 0 c T Hj 2) Te A a 

pa'BHbIX Mace P0 H P 1 Bee BpeM.H CHMMeTpH'IHbI 

p,pyr J.tpyry OTHOCHTeAbHO HeH3MeH.HeMOH n_AOC

KOC'J'.H. 

§ 7. CeoAJ(a pesyAi.TaToe MO.lK.eT 6bITb npep,cTaBAeHa cAe,a;y

. lOJ!!eii Ta6AHJ!CH: 

KAacc11cti11Kag1111 coy JS;apee11ii 

( AeopToroeaAbHoe CJS 31 -:{: 0 

lpocTpae
cTseaeoe J 
coy,!tllpe- \ 

10 
3 

4 

I 

CTepsblii 'IAea pas.110JKea11R s no cTCnea11M 

1 

(t-t,)3 

I 81 i 
140 6 

10 

______!!!__o"'!_1 __ coswcos31 (t _ t )T 
..!._ P1 < I 

(1·i, +m 1) 3 

JJ__ m0m, (m, - m,) cos w (t _ t )' 
16 m0 +m1 p,• _ 1 

cos ro::;:.6 OpToro· HHe I 
l 

H3JlbHOe 
C03 31=0 

Hepaeeo 
6eAP· 

'm 0-::f.:..m1 

Paeeo-
6eJtp. 

m,=m, l .. Ac11M. 13 I~ 3 ~ m ~ V, cos w cos~ •. (t _ t,) 
1
: 

cos 6,7_0 3 260 p,• 

C11MMeTpl oo I s, :---- 0 
COB 61= 0! 

II 00 ,. 
bocKoe coy4ape1rne cos w=O 

' 

00CAe,a;HHH CTOA6eg aTOH Ta6AH!!hl 

tpOpMy A (37), (38), (39), ( 46); (56) 
r ass ' a - S u n d man ' a *): 

*) ibid p. 140; Acta Math. 35 p. 57. 

s._o 

IlOA yqaeTC.H Ha OCHOBRHHH 

H TeopeMbI Wei erst-
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EcAH B BaAaqe Tpex TeA ~ MOMeHT npocToro 
c 0 y ;:i; ape H H H, T 0 c A e Ba 0 T tl K 0 0 p AH Ha T bl T p ex Te A 
p a 3 A a r a IO T c H B c T e n e H H bl e p .ff A bl n 0 g e A bl M n 0 A o-

1 

-'KHTe.11.bHblM CTeneHHM (t-t1)3 . 
Hama Ta6.11.nga ncqepnbrnaeT see c.11.yqan. 

The law of ten thirds and the classification of colli
sions in the general problem of three bodies. 

A. Markoff (jun.). 

Simple collisions i~ the general problem of three bodies are 
considered. Studying the variation cf the distance 82 of the body 
not partaking at the collision from the inva,iable plane*), I es-

10 

ablish that in general 8 2 tends to zero like (t1 - t)_3_ as the 
time variable t tends to the time of collision t1 **). Exceptionally 

the order of 82 relatively 1o t1 - t may be equal to 4 or to ~3 
Finally in two cases 8~ is identically zero. Namely: 

1° in the case of a symmetric collision, when the colliding masses 
are equal and the line of collision is normal to the inva riable plane. 

2° in the case of a plane collision, when the line of collision 
lies upon the invariable plane. 

In the case 1 ° the three bodies form an isosceles -triangle 
symmetric with reference to the invariable plane throughout the 
motion. In the case 2° the motion is plane. 

As for the three other cases, when 82 is not identically zero 
JO 

--3- -4 

formulae are given expressing lim s2 (t1 - t) , lim 8 2(t1 - t) 
13 

t+t, t+t, 

lim s2 (t1 - t)- - 3-respectively in terms of intrinsic characteristics 
t-~t, 

.of the collision. 
The classification of simple collisions here given is complete. 

*) The total angular momentum vector with reference to the center of gra
vity of the system is supposed to be different from the zero vector. 

~-*) An indication on thi~ ,,law of ten thirds" can be found in the paper 
-0f J. Chazy ,,Sur \'allure du mouvement clans le prob\i,me des trois corps" Ann. 
Sc. de !'Ecole Norm. Sup., 39 (1922), p. 128. Chazy establishes that the order 

10 
of s2 re1atively to t1 - t is not less than 3· 



Ueber einen neuen Beweis eines Sab:es von Gauss~ 

Jacobi. 
W. Kretzschmcr. 

1st .P eme Primzahl vcn der Form 8n+1 und 

v=x2 +2y2 
P=1J..2+ ~2 

wobei ~ eine gerade Zahl ist, so ist, wenn 

.-x=±1 (mod 8) ist, ~ _Q (mod 8) 
ist dagegen 

• .X :=±3 (mod 8), so ist ~ :.==::4 (n:od 8). 

Dieser Satz ist zuerst vcn Gauss*) durch Vergleich zweier 
verschiedener Kriterie.n fiir den biquadratichen Character der 
Zahl 2 und spa.ter von J a c ob i **) neben anderen analogen 
Satzen durch Vergleich von Reihenentwicklungen zweier von den 
Verhaltnissen der Perioden elliptischer Funktk nen abhangenden 
Ausdriicke bewi iesen wcrden. 

Der vorliegende Artikel hat den Zweck einen Beweis sowohl 
des oben erwahnten Satzes, als auch gleichzeitig einiger anderer 
ihm ahnlicher Satze auf einem Wege zu geben, der, wie es uns 
scheint, naher das Wesen der betreffenden Frage aufklart. 

Wir betrachten den biquadratischen Korper, welcher durch 
Hinzufiigen der Primitivwurzel 0 der Gleichung 

x 8=1 

zu dem Gebiet der rationalen Zahlen entsteht. 
Die Hauptbasis dieses Korpers wird dann, bekanntlich: 

1, e, 02, 03 

*) C. F. G a:u s s. Theoria residuorum biquadraticorum. 
·~*) Jacobi. Ueber unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich in zwei 

verschiedenen quadratischen Formen enthalten sind. Werke Bd. 2. 
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und die Diskriminante 

Es ist leicht zu bestatigen, class die Anzahl der Idealklasoon 
dieses Korpers gleich 1 ist *) und folglich class jede Primzahl 
der Form 8 n+ 1 als Norm einer ganzen Zahl dieses Korpers 
dargesfellt werden kann. 

Es sei: 

Die zu 0 konjugierten Z~hlen 81, 82, 03 , sind Wurzeln der 
GleiChung 

Es ist: 
(1) p=(a+be+ce2+aes) (a+b61 + ca;+ dBD (a+be2 + ce~+ aan 

(a +b03 + ce~ +aen 
WO 

3Tti 
4 

5r.:i 

4 

ist. 

Durch Kombinationen des ersten Faktors mit dem zweiten 
erhalten wir: 

p=(a2-b2 +c2-d2) 2+2 (ab-bc+do+ad) 2 

durch Kombinationen des ernten Faktors mit dem dritten da
gegen: 

folglich: 
p~(a2- c2 +2bd)2 + (d2- b2 + 2ac)~ 

y = + (ab - be + de+ ad) 
X= ±(a2-b2 +c2-d2). 

Ferner ist + ~ gleich der geraden unter den beiden Zahl en: 

a2-c2 +2bd 
und 

d2-b2 +2ac. 

Es ist leicht zu sehen, class entweder drei der Zahlen a, b, 
c, d, gerade und eine ungerade ist, oder class eine gerade und 
die drei iibrigen ungerade sind. 

Nehmen wir an: b - c =a- O (mod. 2), a= 1 (mod. 2) 
so wird: 

x - +1 (mod 4). 

*) D. Hi I be rt. Bericht iiber die Theorie der algebraischen Zahlkorper. 
c_..__ t:.n 
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Es sei x _ ± 1 (mod 8); dann ist ~ - 0 (mod 8), denn auf 
Grund unserer Aufnahmen ist: 

Im Falle 

so dass 

a2 +c2 +2ac-2b2 = 1 (mod 8) 
a2- b2 +c2- d2 _1 (mod 8) und folglich 

d2 - b2 +2ac - ±~-0 (med 8). 

x = ±3 (mod 8), ist 

a2 +c2+2ac-2b2 =1 (mo:l 8) 
a2-b2 +c2-d2 =-3 (mod 8) 

2ac - b2+d2 ~---= 4 (mod 8), 

±~=4 (mod 8). 

Der Satz fiir den Fall b=c_d-o (mod 2), a-1 (mod2) 
ist also bewiesen. Ahnlich werden auch die iibrigen Falle · erle
digt, wo von den Za len a, b, c, d drei gerade sind und eine 
ungerade ist. · 

Wir betrachten jetzt den Fall dass drei von den Zahlen a, b, 
c, d ungerade, eine dagegen gerade ist. 

Es sei: 

. Dann ist 
a 2 +c2 +2ac-2b2 _-l (mod 8). 

Nehmen wir an 

so ist 

woraus 

und endlich 

folgt. 
1st dagegen 

so folgt 

und 

x _ ~!:: 1 (mod 8), 

a2- b2 +c2 - d2 - - 1 (mod 8), 

2ac-b2+a2 -o (mod 8), 

[:l=O (mod 8) 

x- ±3 (mod 8) 

a 2-b2 +c2-d2 ::=:=3 (mod 8) 

~-: 4 (med 8). 

Durch Diskussionen der iibrigen Falle, wo von den Zahlen 
'[1,, b, c, a drei ungerade sind und eine gerade ist, gewinnen wir 
einen vollstandigen Beweis des Satzes von Gauss-Jacobi. 
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Durch Kombination des ersten F aktors mit deni vierten in 
der Gleichung (1) erhalten wir ferner eine Darstellung der Prim
zahl p durch die unbestimmte -Form x 2 - 2y2: 

(2) p=(a2 + b2+ c2 +d2) 2-2 (ab-ad +bc+dc)2. 

Es giebt, bekfinntlich, unendlich viele Darstellungsmoglichkei~ 
ten der Zahl p durch die Form x 2-2y2 ; wir beschranken uns auf 
diejenigen bei denen x>O ist. 

Betrachten wir die Gleichung 

Die kleinste positive Lo sung dies er Gleichung ist X 0 = 3, Y 0 = 2 
und alle ilbrigen Losungen werden durch die Gleichung 

gegeben. 
Wir beschranken uns auf die positiven Losungen. 
Es ist 

X = 1 oder 3 (mod 8), Y== 0 (mod 2). 

Wenn x 0 , ?Jo eine Losung der Gleichung 

bilden, so werden alle iibrigen Losungen dieser Gleichung (x > O) 
sau der Formel 

gewonnen. 
Daraus schliessen wir, class falls 

falls 
x 0 =1,3 (mod 8) ist, x = 1,3 (mod 8) ist, 

x0 :=: 5,7 (mod 8) ist, x - 5,7 (mod 8) ist. 

Es kann also fur eine gegebene Primzahl p bei aUen ihren 
Darstellungen durch die Form 

stets nur eine der folgenden Moglichkeilen eintreten: 
entweder ist stets 

x = 1.3 (med 8) 
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oder aber 
x =: 5,7 (mod 8). 

Jetzt sind wir im Stancle folgenden Satz auszusprechen. 
Wenn 

p=(X2-2~2=x2 + 2y2 ((X > O) v = 1 (mod 8) ist 

so ist nur eine der vier folgenden Falle moglich: 

Ist x =-=±3 (mod 8), y-[~ = 0 (mod 4), so ist a.= 5 (mod 8). 
1st x =±3 (mod 8), y-~ -2 (mod -4), so ist (X = 7 (mod 8). 
Ist x=:±l (mod 8), y -~=O (mod 4), so ist cx.=1 (mod 8). 
Ist x ==± 1 (mod 8), y-~ = 2 (mod 4), so ist (X --3 (mod 8). 

Bei dem Beweise dieses Satzes werden wir uns nicht aufhal
ten, denn er liisst sich mittels der Darstellung (2) ganz analog 
dem vorhergehenden durchfiihren. 

Betrachten wir nun den Korper, der durch die primitive 
Wurzel 0 der Gleichung 

bestimmt wird. 
Die irreduzible Gleichung, die durch 0 befriedigt wird ist fol

gende: 
x 4-x2 + 1=0 

Die Diskriminante des Korpers ist gleich 122 und die Anzahl 
<ler Idealklassen ist 1. 

Die Hauptbasis des Korpers ist: 

1, 0, 02, 03• 

Es seien 01, 02, 03 die zu 6 konjugierten Grossen. , 
Es sei ferner p eine Primzahl von der Form 12 n + 1. 
Dann sei: 

P=(a+b0+c02 +aes) (a+b01 +ce; +aa;) (a+b02 +ce:+a0;) 

(a+b63+ca:+ aa;). 
Betrachten wir das Product der ersten zwei F aktoren, so 

erhalten wir 

(3) p= ( a2- b2 + c2 - d2- bd +ac )2 + (ab - be+ de+ 2 ad)2 

<lurch Betrachten des ersten und dritten dagegen folgt: 

(4) P= a2 +d2 +bd-1-ac--- ; +3 ac-bd+--( bv+c• \ 2 ( . c•-b 2 )2 
\ ' . 2 J 2 . 



0 HOBOM iioKasaTe.Jl.bCTBe oiiHoi1 TeopeMbI Gauss'a-Jacobi. 103 

Mit Hilfe dieser Zerbgungen lasst sich der folgende Satz 
beweisen: · 

Wenn p eine Primzahl von der Form 12 n + 1 und gleichzeitig 

p=x2+~2 

p=x2+3y2 
isl, 
so ist nur emer der vier folgenden Fallen moglich: 

1st x = ± 1 (mod 12), [3 _ 0 (med 3), so ist a=_:::_ 2 (mod 12). 
1st x-±1 (mod 12), ~-+-0 {mod 3), so ist IX= 0 {mod 12). 
1st x = ± 5 {mod 12), ~ - 0 (mod 3), so ist IX= ±4 {mod 12). 
1st x=±5 (mod 12), ~-o (mod 3), so ist IX,- ±6 {mod 12). 

Bei dem Beweise selbst halten wir uns nicht auf, denn dieser 
folgt unmittelbar aus den letzten beiden F ormeln (3) und { 4). 

0 HOBOM AOKasaTeALCTBe OAHOii TeopeMLI Gauss'a-Jacohi. 

B. A. Kpe11Map. 

ABTop, paccMaTpttsaH 6ttKsa,11,paTHqHy10 o6AaCTb, IIOAyqaeMy10 

npHCOC,11,HHCHHeM K o6AaCTH pay;HOHaAbHblX qHCCA IIepBoo6pa.3Horo 

KOpHH 6 ypaBHCHHH 

,ll,OKa.3bIBaeT CAe,11,y10igy10 TeopeMy a,11,ZJ;HTHBHOH Te opHH qHceA 

,,eCAH p eCTb IIpOCTOe q11cAO cpopMbl 8n+1 H 

'ZJ = x2 + 2y2 

p = IJ..2 +~2 

x - ± 1 {mod 8), TO ~ _ 0 {mod 8) 

x- ± 3 (mod 8), TO ~ = 4 (mod 8)". 

PaccMoTpeHHeM aToli m.e o6AaCTH, a TaKme 06.11.acTH oIIpe,11,e-

AHeMOll ypaBHeHHeM 
x12=1 

asTop IlOKa.3bIBaeT IIpH.11.0JKHMOCTb MeTo,11,a ,11,.11.H IIOAyqeHHH aHa.11.0-

rHqHblX TeopeM. 
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0 saMKHYTblX OAHOCTOpOHHHX TpexMepHblX 

I). upocTpaHCTBax 

B . .llb808Cl<:UU. 

BBe.,11.em1e noHHTHH o ,,r<oHu<tecr<ux 9.AeMeHmax ", KaK .,11.ocTa

To11uoro ye.11.0BHH 0.,11.HOeTopoHHOeTH . npoeTpaHeTBa, .,11.aeT BOBMOlK

HOCTb, npH eHMeTpH'IHOM HX onpe.,11.e.11.eum1, HeilO.l\.b.30BaTb B KatieeTBe 

orpaHH'leHHii BaMKHYTbie 0.,ll.HOeTopOHHlle IlOBepxuoeTH; no.11.y'leHHOe 

TaKHM o6pa.30M TpexMepHoe .saMKHYTOe npocTpaHCTBO yme ,6y.,11.eT 

0.,11.HocTopoHHHM. 8To noBB0.11.HeT paenpocTpaHHTb ua TaKtte 0.,11.Ho

eTopoHHHe npoeTpaHeTBa Bee HenpepbIBHbie npeo6paaoBaHHH, sse

.,11.eHHbie A.11.H .,11.syeTopOHHHX 3aMKHYTbIX TpeXMepHbIX npocTpaHeTB 2). 

B nepBbIX ABYX naparpacpax no.itpo6Ho paecMaTpHBaIOTCH npe

o6paaoBamrn 0,ltHOCTOpOHHHX IlOBepXHOeTeii, TaK KaK Ha HHX 6a:;m

pyeTeH onpe.,11.e.11.euHe 0.,11.HOCTOpOHHHX npocTpaHCTB TeM 60J1.ee,'ITO 

Bee OCHOBHble onepagHH B ,1ta.l\bHelimeM Henoepe.,11.eTBeHHO 0606-

IJ!aIOTeH. PaeeMoTpeHHe npeo6paBoBaHHH ABOHHbIX .11.HHHH ·0,11,Ho

CTopoHHHX IlOBepXHOCTeH .,11.aeT B0.3MO.lKHOCTb e 0.,11.HOH eTopoHbI, 

yeTaHOBHTb enegHaJl.bHblii BHA HOpMa.l\bHblX cpopM, e .,11.pyroii ~ 

Il03B0.11.HeT o6o6IJ!HTb onpeJJ;eJl.eHHe 0.,11.HOCTOpOHHHX npocTpaHCTB 

Ha e.11.yq~if, 1<.or.,11.a orpaHH'leHHeM HB.l\HeTeff O.,ll.HOCTOpOHHH11 noBepx

HOeTb e KpaTHbIMH TOtJI<.aMH .,11.BOiiHoii .l\HHHH. 

Co.,11.epmaHHe cJ1.e.,11.y10IJ!ero naparpacpa cocTaB.l\HeT o6igee onpe

.,11.e.11.em1e HH.,ll.HKaTpHCbl, KOHH'leCKHX 9Jl.eM.eHTOB H 0.,11.HOCTOpOHHHX 

n - MepHblX npoeTpaHeTB; B 'laCTHOeTH .,11.aHO eHMeTpH'IHOe onpe

.,11.e.11.eHHe TpexMepeoro 3aMKHyToro OAHOCTOpOHHero npoeTpaHCTBa 

H .,II.Ba KOHKpeTHblX npHMepa. 

CToe.11.e.ttHHH naparpacp noeBHI!!,eH npeo6pa.3oBaHH.RM KOHH'leCKHX 

.11.HHHii, r .,11.e 1 ° -o606IJ!aIOTCH MeT0.,11.bl npeo6pa.30BaHHf:l: 0.,11.HOeTopoH-

1) 4oJ\oJKeHo 18 .peapaJ\H 1928 ro.11;a Ha 82 sace,11;aH1111 AeHHHrpa,1tcKora 
· MaT. O·na. 

0 ) CM. ,,0 saMKHYTbIX ;teycTopoRHHX TpexMepHbIX npocTpaHcTBax". ?B.ypaaA 

J\em!Hrpa;tcKoro ct>Hs. MaT 0-na, T. I, B. 2 (192i), c-rp. 169-18J. 
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HHX IlOBepxHOCTeti Ha CJ\yqafi Tpex H3MepeHHti, 2°-MeTOAbl npe

o6pa3oBaHHti ABYCTopoHHHX TpexMepHbIX npocTpaHCTB 0606-

IJ!aIOTCJI Ha O,IJ;HOCTOpOHHHe. 

C o A e p m a H H e. 

§ 1. 8AeMeHTapHbie ABOBHbie J\HHHH OAHOCTOpOHHHX noBepXHOCTeli. 
§ 2. Opeo6paaoBaHm1 ABOBHbIX J\HHHB OAHOCTopOHHHX noBepxHo

. CTeB. 
§ 3. OnpeAeJ\eHHe n-MepHbtX OAHOCTOpOHHbIX npocTpaHcTB. 
§ 4. Opeo6paaoBaHHJI KOHHqecKHX J\HHHti OAHOCTOpOHHHX Tpex

MepHbtX npocTpaHCTB. 

§ t.-9AeMeBTapebie ABOHHble AHHHH OAHOCTOpOHBHX 

nosepxeocTeii. 

10.-BBeAeM HecKoJ\bKO onpe,ll;eJ\eHHli: yc-AoBHMCH HenpHBOAHMOH 

ABOiiHOB J\HHHetf (a1) Ha3bIBaTb TaKyIO d1, AJ\JI KOTOpofi CylJ!eCTByeT 

Ha IlOBepXHOCTI:I 3aMKHYTbiii nyTb, npoXOAHIJ!Hti qpe3 Hee, MeHH-

1-0IJ!Hii 3HaK HH,IJ;HKaTpHCbI; C TaKHMH al MbI BCe BpeMJI 6yAeM 

HMeTb ,IJ;e.11.0 B ,IJ;a.11.bHeffrneM; npHMepo:M npHBOAHMOB a1 (He MeHJl

ror.geii HH,IJ;HKaTpirny) 6yAeT ,IJ;BOiiHaJI .11.HHHJI !,!H.11.HH,ll;pa, IlOCTpoeu

Horo Ha .11.eMHHCKaTe. HaaoBeM al 6ea KpaTHbIX ToqeK aJ\eMeHTap~ 

HbIMH. BBe,IJ;eM onepagmo [1 ]a {cM. cp. 100), 3HaqoK a noKaBbIBaeT, 

qTo npeo6paaoBaHHe npoH3Be,IJ;eHo c qacTJIMH noeepxHOCTH, Aema

IJ!HMH no OAHY CTopoHy OCH (I., - IlOMeHJIJ\HCb MecTaMH Bepxm1ti 

H HH.lKHHti .11.HCTbI; aTa onepagHJI JIBHJ\aCb npnqHHOti B03HHKHOBeHHH 

ABoiiuoti J\HHHH H 06paTHaJ1 onepagns (ee 6yAeM o6oaHaqaTb 

[l];:- 1)- npHqHHoti ee Hcqe.aHoBeHHH. KaK 6yJteT BbIHCHeHo B ,IJ;a.J\b

HeiirneM, B03MO.lKHbI T0.11.bKO TflH BHAa BJ\eMeHTapHblX rl1j Onpe.11.e

J\eHHeM H HCCJ\eAOBaHHeM HX Mbl ceitqac aaiiMeMCJI. 

ll.-8.11.eMeHTapHyIO 01' HMelOIJ!YlO O,ll;HH KOHeg ,,BHgmpJ.",. 
Apyroii ,,CHapgMu" Ha?. a1 1-ro flOAa (CM, <fl• 110). 06pa30BaTb 

TaKyJO iJ1 MO.lKHO TaK: Ha KycKe ccpepHqecKoti noeepxHOCTH JJf 

AeJ\aeTCJI paape3 ABC (cM. qi. 111), CKJl.eHBaIOTCJI ToqKH A H a, 
. B' H B", H, HaKoueg, CKJ\eHearoTCJI HaKpecT J\HHHH AB' c CB' 

H AB" c CB' - no.11.yqaeM o1 1-ro poAa AB i). MomHo HHaqe 

ri~.11.yqHTbee: 6epeM o6J\aCTb KpHTHqecKoii ToqKH ABYJ\HCTHoti pH

MaHoeoii IlOBepXHOCTH (<J>. 112), o6paTHM ee B OAHOCTOflOHHIOIO,

nepeKHHeM MOCTHK c BepxHero .J\HCTa Ha HH2KHHH ( <Jl. 113); npe-

1) CM. Kerekjarto-Topologie 1, 1923, cTp. 151, If'. ?8. 
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o6pa30Bamrn, npHBeAeHHble Ha qi. 114 IlOKaBbIBalOT IlOAY'leHHe al" 
KoHe9.Ho, aTOT KycoK noBepxHOCTH, KaK BCHKHil KycoK c a.11.eMeH

TapHoti al 1-ro poAa He 6yAeT a.11.eMeHTapHO eBHBHbIM, TaK KaK 

cyigeCTByeT K0.11.b!JeBoe ceqeaHe, He OTAe.11.HIOigee OT noBepXHOCT H 

HOBOI"O KyCKa H YHH'lTOataIOigee al (cM. qi. 115); eCAH HapylllH'tb 

HenpHKOCHOBeHHOCTb KOHTypa Harnero KYCKa, TO .HCHO, 'ITO npH

~aB.11.eHHe coeAHHHTe.11.bHOro ceqeHH~ A.B (qi. 115) o6paTHT KycoK 

B a.11.eMeHTapHo CBH3Hb1ti; TaKHM o6paaoM AAH o6paigeHH.H KYCKa 

B a.11.eMeurapHo CB.ll3HblH Tpe6yeTCH OAHO (J - o6pa3HOe Ce'leHHe, 

Jia'lHHaroigeeCH Ha KOHType H.11.H 'ITO TO me, OAHO ce•IeHHe, Ha'lH· 

HatoigeecH H KOH'laroigeec.H Ha KOHType. 8ro He npeACTaB.11.HeT 

HH'lero oco6eHHOro, TaK KaK TaKOH KYCOK eCTb He 'ITO HHOe KaK 

AHCT M e 6 Hy ca - npeo6paB0Bam1e ero B .11.HCT Me 6 Hy ca npH· 

BeAeHo Ha qi. 116; K0.11.b!JeBoe ce'leHwe, He .iteM1ige·e ero H yaH

"'!Tomaroigee al (cM. qi. 115) ,ll;J\H .11.HCTa Me 6 Hy ca 6y;i;eT ceqe

HHeM YHH'lTOatalOJ!!HM ero OAHOCTOpOHH:CCTb (cM. qi. 117). QqeBHAHO, 

'ITO peay.11.bTaTbI npeo6paa0Bam1ti, np1rne;i;eHHbIX Ha qi. 115 H 117 

6y ;i;yT TomecTBeHHbI (CM. qi. 118); - Heo6xo;i;HMO aaMeTHTb, lJTO 

aTH npeo6pa30BaHHH, KaK BCe npeo6paaoBaHHH c ABOtiHbIMH .11.H· 

HHHMH HenpepbIBHbI B E4. B 3al{.l\.IO'leHHe BCeMy CKa3aHHOMY 0 al 
1-ro po;i;a, Momuo npHBeCTH npeo6paaoBaHHe, BbI.HB.11..lIIOJ!!ee BHY· 

TpeHHIOIO T01KecTBeHHOCTb CTpoeHHH KOH!JOB ,ll;BOtiHoti .11.HHHH 

1-ro POAa (cM. qi. 119); Ha qi. 1190 npe;i;cTaB.11.eH TOT me KYCOK 

B CHMeTpH'lHOM BH,ll;e. 

12.-8.11.eMeHTapHyIO al> HMeIOJ!!YIO o6a KOHga ,,BHgmpu", Ha3. 01 

2-ro po;i;a (cM. qi. 120). Oo.11.y'lHTb TaKyIO o1 MOHi.HO TaK: 6e

peM KycoK cqiepH'lec1wti noBepXHOCTH (cM. qi. 121), Ae.11.aeM 

.ABa paapeaa A 1B1 H A 2 B 2, CKJ\.eHBaeM TO'lKH A 1 H A 2 ->- A, 
B 1 H B 2 ->- B; CK.11.eHBaeM 6opTbI aa H ~~ HaKpecT H no.11.yqaeM · 

a.11.eMeHTapHyIO al 2-ro po;i;a AB. 4.11.H ynpoigeHH.ll IlOCTpoeHHH 

MO/Imo B3.HTb JJH.11.HHAP c ABOHHOti .11.liHHeti, no.l\y'leHHbIH cnoco6oM, 

yKaBaHHbIM Ha qi. 122 H BK.11.eHTb ero B MeCTa paape30B (qi. 121, 

BTopaH qiHrypa cep1rn), TaK 'lT06bI KOHTYP M, coBna.11. c A 1 ~~ 1 ex., 
KOHryp M2 c A"a B2~, c co6.11.10;i;eH11eM yKaBaHHbIX aanpaB.11.eHHH 

BpaigeHHHj HeTpy;i;Ho y6e;i;HTbCH, 'ITO B KOHe'lHOM pe.:iy.11.bTaTe no.11.y

'lHM al 2-ro POAa. Ec.l\H npH BK.11.eBBaHHH COBMeCTHTb Ml c A20C B2~ 
11 Mz c A 1~ B 1a c co6.11.10;i;eHHeM yKaBaHHbIX HanpaB.11.eHHH Bpa

J!!eHHH, TO IlOJ\Y'lHM o6paaoBaHHe, npHBe,ll;eHHOe Ha qi. 123. 

B ;i;a.11.biletimeM 6y;i;eT BbIHCHeH roMeoMopqi11:.:iM aTHX 06paa0Bam1ti. 

ABottHyro AHHHIO 2-ro poAa Mom.Ho eige noAy<IHTb cnoco6oM, 
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yKa3aHHblM Ha <P· 124, BC.i\e4CTBHe 'ltero BbITeKaeT, qTo KyCOK 

. aoBepxHOCTH c 04HOH o1 2-ro po4a roMeoMopcpeH KycKy noBepx

HOCTH c 4BYMR al 1-ro po4a; 060BHaqa.11 qepe3 Ni 'IHC.1\0 al 
1-ro po4a, N 2 -d1 2-ro po4a, noAyqaeM CHMBOAH'lecKoe paBeH

CTBO 2 N2 == N1• (Heo6XOAHMO OTMeTHTb, qTo paBeHCTBO aTo HMeeT 

cyigecTBeHHOe 3HaqeHHe .i\Hillb ,4.i\.11 3aMKHYTblX noBepXHOCTeii, 

AJ\.11 KOTOpbIX OHO HMeeT MeCTO B CHAY Toro, 'ITO B npeo6pa3o

BaHH.llX KOHTYP He yti:aCTByeT; aTo BaMeti:aH11e HYiKHO BCer4a HMeTb 

B aH:4y, Kor Aa KOHTYP He yqacTByeT B npeo6paBOBaH11.11x, npeA

CTaa.11..11.11 AeAO TaKHM o6pa30M, 'ITO 6yATO Mbl H3 paccMaTpHBaeMOM 

noBepxHOCTH BbIAeAHAH HeKoTopbIM KycoK nocpeACTBOM npoBeAe

.HH.11 OAHoro KOAbgesoro ceti:eHHR H BaHHMaeMCH ero npeo6paso

BaHHeM). Ha paBeHCTBa BbITeKaeT, '<ITO KycoK q:i. 120 He aAeMeH

TapHo CBH3eH H Ha OCHOBaHHH npeAbIAYI!!,ero, AA.II Hero cyigecTByeT 

.ABa He3aBHCHMbIX He4eA.11igHx KOAbQ;eBhix:ceti:eHH.11. Ho H3BeCTHo, 

qTo BCHKYIO OAHOCTOpOHHIOIOl] noBepxHOCTb OAHHM KOJ\bQ;eBbIM 

ceti:eHlieM M02KHO o6paTHTb B ABYCTopoHHIOIO - B AaHHOM cAyqae 

TaKl1M ceti:eH11eM 6yAeT KOAbgeaott~ KOHTYP oKpymaEOigHR 01 , 

{cM. q:i. 125). 11HTepecao, :<ITO TaKOe ceti:eHHe no CBOHM pe3yAbTaTaM 

paBHOCHAbHO ABYM paHee np11MeHeHHbIM KOAbQ;eBbIM (cM. qi. 117), 

TaK KaK OHO nocAe ce6.11 ocTaBA.lleT ABa HOBbIX KOHTypa. AA.ff 

6oAee no4po6Horo BbUICHeH11.R aToro~paccMoTp11M npeo6pa3oBaHHe 

KYCKa c o1 2-ro po4a B AeHTO'IHbiii ~BHA, qTo MOiKHO': BbinOAHHTb 

XOT.ff 6bI C.l\e4y10igHMH ABYM.ff cnoco6aMH: CM. qi. 126 H 127; Ce'le

HH.ff no cnoco6y q:i. 117 noKaBaHbI: Ha q:i. 128, ceti:eHHe paaHo

CHAbHoe HM Ha q:i. 129, B aTOM HeTpY4HO y6e4HTbCR, npoCAeAl1B 

noAy'leHHe aTHX KYCKOB. Ceti:eHHR cp. 128 yKaBhIBaioT Ha To, ti:To 

aToT KycoK MO.IKHO noAyqHTb CK.l\eHBaff ABa .1u1cTa M e 6 H y c a -

qeM o6bHCH.ReTC.ff cyigecTBOBaHHe ABYX TaKHX ceti:eHHit Ceti:eHl1e 

cp. 129 yKa3bIBaeT Ha Apyryio CTopoHy CTpoeHH.ff KYCKa - cyIMe

CTBOBaHHe MOCTa M; aTo Ce'leHHe HMeeT 4Ba 6opTa H He 6yAb 

MOCTa, KYCOK 6bIA 6bI no4e.i\eH Ha ABe qaCTH, TaK KaK aTO 6bI.l\a 6hI 

ABycTqpoHH.ff.ff AeHTa. 

13:'-npem4e qeM nepeHTH K paCCMOTpeHHIO aAeMeHTapHblX di 
3-ro po4a, Heo6xo4HMO OCTaHOBHTbC.ff Ha npe06f>a.BOBaHH.ffX, CB.ff-

3aHHblX C nOHBJ\emrnM BaMKHYTbIX 01; paCCMOTpeHHble paHee 01 

He 6bI.l\H 3aMKHYTbl H noaTOMY ecTeCTBeHHO B03HHKaeT BOnpoc 

06 HX cyigecTBOBaHHH, npHpOAe H noAy'leHHH. 0Ka3bIBaeTC.ff, 'ITO 

C noAyti:emieM HenpHBOAHMblX 3aMKHYTbIX d 1 H.3 d1 1-ro pOAa 

CB.RBa1rn no.RBAeHHe Ablp w KpaTHhIX ToqeK dl' CAy•rnrr np11:Bo.ir;HMOH 
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.3aMKHYTOH a1 M0°2KHO HJ\.11.IOCTpHpOBaTb TaKHM npHMepOM: B03bllleM 

cqiepH'l'.eCKYIO IlOBepXHOCTb H OK0.11.0 Kpyra (J. npOH3Be,4eM onepa

J!HIO (1Ja H Mbl Il0.11.YlJHM BaMKHYTYIO 01 (cM. qi. 130). 

. 3aAa'l'.a IlOCTpOeHHH 3aMKHYTbIX a1 H3 Cl.i\eMeHTapHbIX BaKJ\10-
• 

'l'.aeTCH B H3bICKamrn cnoco6oB cpaigHBaHHH KOHJ!OB ,ltBOHHbIX 

.11.HHHH; TYT npeACTaBAJIIOTCH TpH cAy'l'.aH cpaig1rnaHnS1: 1°-cpaigH

BaHHe BHeIII_HHX KOHJ!OB, 2°- cpaigHBaHHe BHyTpeHHHX KOHJ!OB> 

, 3°- cpaignBaene BiiyTpeeeero H BHernHero KOHga. 

CTpe,!tBapnTeJ\bHO BBeAeM HOBYIO onepagn10. 06paaoBaene JJfN 
qi. 131 eaaoBeM xo6oToM; no.11.yqeene ero npeACTaBJ\eHo Ha qi. 132; 

cyigecTBeHHOH qacTbIO xo6oTa HBJ\HETCR ABOHHaH .11.HHH», noHBHB

rnancn B peayAbTaTe npHMeHeHHH onepag1rn [1J,. Ye.11.b BBeAeHHK 

HOBOii onepag1m aaKAIO'l'.aeTCH B B03MOiKHOCT8 ocyigecTBHTb 

lJaCTH'l'.HOe y~aAeHHe ABOffHOH .11.HHJrn, B TO BpeMH KaK onepagirn 

[1Ja eageAo ee y.itaMieT. HeTPYAHO BHAeTb, 'ITO CITO AOCTMraeTca: 

npeo6paaoBaHHeM yKa3aHHbIM Ha qi. 133. l:hy onepagHIO yc.11.0BMMCH 

Ha3b!BaTb 'paBbeAHHemfeM ai B TOlJKe A H o603Ha'laTb [2]A; o6paT

HflO onepagH10-cpaigHBaHHeM ABOHHbIX AMHHH B TO'IKe A li: o6o-

3HalJaTb [2]; 1; .3,lteCb cyigecTBeHHO, 'IT06bI npH cpaigHBaHHH (Jl 

KOHJ!bI xo6oToB HaXOAHJ\HCb B o6AaCTH A Ha OAHOH cTopoee no

BepxHoCTH. Ha onepagnu [2] ± 1 c.11.eAyeT AonycTHMOCTb npeo6pa

aoBaHHii a1' .3aK.i\lOlJa10igHXC.SI B YAAHHeHHH H yKopo'l'.eHHH HX. 

CoBeprneHHO HCHo, 'ITO onepag1m [2] ± 1 cyTb nenpepbIBHbie npe

o6paaoBaHHH, He MeHHIOigHe CBH.3HOCTH H opHeHTagHH noBepXHOCTH. 

14.- vb11en· B BHAY BhrrnecKaBaHHoe, MOiKHo npoHBBOAHTb cpa

IgHBaHHe KOHJ!OB 01 CAe,1ty10igHM o6pa30M: 

1°- cJ1.y11aii BHeIIIHMX KOHJ!OBj TaK KaK Bonpoc 0 cpaigHBaHIUi 

KOh!!OB al 6bIA pa306paH npHMeHHTe.i\bHO K X060TaM, TO npeo6-

paayeM KOHJ!bl c11 TaK, 'IT06bl B HX ycTpOHCTBe cpaay ycMOTpeTb 

<f>0pMbI KOHJ!OB xo6oToB. Ha qi. 140 yKaBaHo TaKoe npeo6paaoBa

HHe AA.SI OAHOro KOHga, IlOJ\b3YHCb 'leM MOiKHO onepagHIO cpaigH

BaHHH AByx KOHJ!OB nponaBeCTH KaK noKa3aHo Ha qi. 141. Y Hae 

paHee 6bIJ\ cAy11ait aHaAorn•moro npeo6paaoBaHHH (cM. q. 124), 

KOrAa Mb! nepeIIIJ\H OT ABYX al 1-ro poAa K OAHOH 01 2-ro po4a,. 

T.-e. OT ABYX BHyTpeHHHX H ABYX BHeIIIHHX KOHJ!OB nepernAH K ABYM 

nHyTpeHHHM-KaK 6bI YHH'ITOiKHB BHeIIIHHe KOHW>I· Tenepb MOiKHO 

CITO npeo6paaoBaHHe CAeAaTb He noAbBYHCb onep~Heii [1 ], a npocTo 

cpaigHBaH BHeIUHHe KOHJ!bl, KaK IlOKaBaHO Ha <fl· 142 1). 

') CM. Boy-Dber die Curvatura integra ... Diss. Gottingen 1901, cTp. 40 qi. 21, 
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2°- CAyqaff BHyTpeHHHX KOHJ!OBj OilJITb CHatJaJ\a npeo6pa3yeM 

0,21,HH BHyTpeHHHH KOHeg (<t>. 143) H- TOr,21,a HCHO t>yAeT, 'ITO cpa

IgHBaHHe M02KHO npoH3BeCTH TaK, KaK npHBe,21,eHO 9TO Ha qi. 144. 

CpaBHHBaH aToT c.11.yqaff c npe,21,hr,21,yrgHM, MbI BHAHM, 'ITO paBHHJ!a 

M~m,21,y HHMH, B CMblCJ\e c.noco6a npHMeHeHHH onepag1m [2], 3aKAIO

qaeTCli B TOM, 'ITO B nepBOM CJ\y'lae cpai:g1rnaHHe npOHCX0,21,HT 

,,cHapy»m", BO BTopoM ,,BHgmpu" noBepXHOCTHj KaK Mbl YBHAHM 

,21,a.11.ee, B TpeTbeM CJ\yqae cpargHBaHHe M02KHO Ilf>OH3BeCTH H ,,cHa
pyacu" H ,,BHgmpu". 

3°- CAytJaH BHYTpeHHero H BHeurnero KOHga. 3,21,t:Cb Ilf>H,21,eTCH 

npe,21,noc.11.aTb TaKoe BaMeqam1e: paccMOTf>HM cAy'laH onepaJ!HH 

YAAHHeHlrn xo6oTa, Kor,21,a aTa onepagHH Bbl3bIBaeT noHBAeHHe 

KpaTHblX TO'leK ABOHHOH AHmrn: Ha <I>· 145 npHBe,21,eH o6bI'IHbIH 

c.11.yqaH YAAHHeHHH KOHga xo6oTa, Ha qi. 146-ToT cAy'latt, KOrAa 

B npogecce YAAHHeHHH xo6oTa, a; nepeceKAa ApyryIO ,21,BOHHYIO 

J\liHHIO. B noc.11.e,21,HeM cAy'lae cyi:gec.TBeHHo, 'ITO no.11.ytJHB111anc» 

Ha d1 KpaTHaH TO'IKa TpOHHaH H OAHOBf>eMeHHO C IlOHBAeHHeM ee 

Mbr noAy'IHAH ei:ge OAHY KOAbJ!eBy10 ,21,BoiiHylo AHHHIO. Ha qi. 147 

- H3o6pameHa o6AaCTb KpaTHOH TO'IKH al: 3,21,eCb 0,21,Ha al 9TO A 13, 
ABOHHaH AHHHH xo6oTa, ,21,pyraH al - 9TO OD, Ta ,21,BOMHaH AHHHH, 

KOTopy10 xo6oT nepeceK, TpeTbH - eCTb nepeceqeHHe 'xo6oTa 

-e AHCTOM DCM - OHa HMeeT KOAbJ!eBy10 qiopMy H npoxo,21,HT 11peB 

TO'IKY 0, TO'IKY nepece11. HHH AB H OD, TaKHM o6pa30M TO'IKa 0 
eCTb TpexKpaTH_aH TO'IKa al. OpH 9TOM nepexo,21,e xo6oTa 11pe3 al 
npoHBOlll.llO ei:ge H ,21,pyroe: xo6oT nepe111eA c 0,21,Horo AHCTa Ha 

Apyroii, 9TO o6CTOHTeAbCTBO HrpaeT BamHyro f>OJ\b npH cpai:gHBaHHH 

pa3HOHMeHHbIX KOHJ!OB di; Ae:HCTBHTeJ\bHO npHMeHHH CKa3aHHOe 

AJ\.H cpargHBaHHH KOHJ!OB A H B (cM. nepsy10 qiHrypy cepHH 148), 

-MbI BH,21,HM, 'ITO TaK KaK KOHJ!T:>I A H B Haxo,21,HTCH Ha paBHbIX cTo

poHax IlOBef>XHOCTH, TO Ilf>H CpaigHBaHHH HX Ilf>H,21,eTCH nepeCe'lb 01j 

Ilf>H 9TOM HCHO, 'ITO caMoe cpargHBaHHe M02KHO Ilf>OH3BOAHTb KaK 

,,BHgmpu", TaK H ,,cHapymu" (Ha <fl· 148 Ilf>HBe,21,eH IIOCJ\e,21,HHM 

BapHaHT). 

15.- O./leMeHTapHyro al, HMe10rgy10 o6a KOHga ,,cHapyam" 
Ha3. al 3-ro po,21,a (cM. qi. 123). Cnoco6bl noAy'leHHH ee H3 al 
1-ro H 2-ro poAa npHBe,21,eHbl Ha qi. 150 H 151. OTH npeo6paBo

BaHHH IIOKa3bIBaroT, 'ITO B peBy.llbTaTe cpargHBaHHH al npH IIOAY· 

'leHHH a1 3-ro f>OAa, IlOJIBAHeTCJI ,21,bipa (ee HeTf>YAHO ycMoTpeTb 

ei:ge H Ha qi. 144); c ,21,pyroM CTOf>OH!:>I H3 9THX apeo6paBOBaHHfi 

Bo1TeKaeT Hosoe CHMBOAli'leCKoe paseHCTBO N 2 = N 3, r ,21,e N 2 H N 3 
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KOJl.HqecTBa al 2-ro H 3-ro po,11;a (cM. cp. 152). TaKl!M o6pa30M 

Moarno cqHTaTb, qTo a1 2-ro po,11;a noTeHgHa.11.hHO aaK.11.10qa10T B ce6e 

,ll;blf>bl, KOTOf>bie BbUIBMUOTCH Ilf>H nepeXO,ll;e K al 3-ro f>OAaj ;no 

3aMeqaHHe B 4a.l\bHeHmeM n6Ha,11;06HTCH, TaK KaK B HeKOTOf>blX c.11.y

qa11x al 3-ro f>OAa M02KHO y,11;a.11.HTb He YHHqT02KaH ,ll;blf>bl, 6.11.aro,11;ap.11 

qeMy M02KHO CBeCTH K min. qHCJ\.0 al' Tenepb nporge M02KHO 

o6bHCHHTb, noqeMy ,ll;J\H KYCKa c al 2-ro po,11;a M02KeT cyigeCTBO

BaTb ceqeHHe qi. 129, ,ll;eHCTB. pyqKa OTBeqa10iga.11 AblpKe, 6yAeT 

HMeTb K0.11.bJ!,eBoe ceqeHHe A (cM. cp. 153), a aTo ce'lem1e o6pa

igaeT ero B ,11;sycTopoHHIOJO noBepxHoCTb (cM. cp. 154). 

16.-B 2aKJ1.JOqeHHe Heo6xo,11;HMO ocTaHOBHTbC.11 Ha aaMKHYTbIX. 

3J\eMeHTaf>HbIX al 1); B npogecce · IlOJl.yqemrn 01 3-ro f>O,ll;a Mb! 

HMe.11.H C.11.y<Iatt o6pa30BaHH.ll TaKOH d1. 4A.R ynpoigeHHSI Bonpoca 

6y,11;eM paCCMaTpHBaTb 3aMKHYTbie IlOBepXHOCTH C al TOJ\bKO · 

3-ro po,11;a. 06IQHH c.11.yqaw 6yAeT OTJl.HqaTbCSI TOJ\bKO 60.1\bWHM 

KOJl.HqecTBOM B03MOJKHbIX KOM6HHagHH. y CJ\OBHMC.11 o6o3HaqaTb 

qpea D qHcAa nycTbIX ,ll;bip, 6e3 al 3-ro po,11;a H B03bMeM CHaqaAa 

noBepxHoCTh, y KOTopoii N 3 = 1, D = O; Ha cp. 160 npHBe4eH 

npocTeiinmii c.11.yqaii, Ha cp. 161 ,11;aH ,11;pyroii, Ha cp. 162-cooTBeT

CTBYIOIQ,HH noc.11.e,11;HeMy THny ycAOJKHeHH.R roMo.11.orHqeCKHH f>HA 

noBepXHOCTell, r,11;e 01 BHHTOo6pa3HO 3aBHBaeTCH Ha pyqKe (ryT, 

KOHeqHo, 6y,4yT ABa p.11,11;a-.11.eBbIH H npasb1li). OycTb N 3 =1, D=l;. 

Ha cp. 163 H 164 AaHbl npocTeMllIHe c.11.yqan HCIIO.il.b30BaHHH pyqKH 

npH 3aMbIIrnHHH 01, ~a cp. 165 H 166 - COOTBeTCTBYIOIQ,He 3THM 

THilaM ycAOJKHeHHH fOMO.i\.OrHqecKHe f>HAbl noBef>XHOCTeli, OTJ\H

qawigttec.11 TeM, qTo OHH OTBeqaIOT ABYM paB.11.HqHblM He,11;e.11.HigHM 

K0.11.b!JeBbIM ceqeHHHM pyqKH (n TYT TaKme pHAbI y,11;naHBa10TCH 

cooTBeTCTBeHHO upasoMy H .11.eBoMy BHHTaM). HcHo, '!TO npH N 3=1 

H D=n, MbI no.11.yqHM 60.11.ee yc.11.omHeHHYIO Kaf>THHy, TaK KaK 

M02KHO aaBHHTOBbIBaTb OAHOH Or HeCKOJ\bKO py•IeK. CJ1.yqati N 3 =m, 
D=O ,11;onycKaeT J\H60 He3aBHCHMOe 3aMbIKaHHe Ka2KAOH al; B 8TOM 

CJl.yqae HHqero HOBOro He 6yAeT; .ll.H60 Ilf>H 3aMbIKaHHH BCtX a1 

B OAHy, KaK IIOKa3aHO Ha <I>· 167 B03M02KHO KOM6HHHf>OBaHHOe 

3aBHHTOBhIBaHHe 01 B pyqKaX, Il0.11.y'leHHbIX OT 01 3-ro f>O,ll;aj Ha

KOHeg, CMeWaHHblH CJl.yqaif 3aMbIKamrn 6y ,11;eT KOM6HHagHeH 8THX 

AByx. CooTBeTCTBeHHbie yc.il.02KHeHHH 6y,11;yT npH N 3 =m, D=n, 
Ilf>H '!eM, eC.l\H Bee a1 6yAyT 3aMKHYTbl B OAHy, TO .34eCb BMeCTO 

O,ll;HOrO MOCTa (py'IKH) 6y4eT n MOCTOBj IIf>H CaMOBaMbIKaHHH 01 

') OpocTelinrne npHMepb1 CM. Kiinig-Az analysis situs elemei. Bu._dapest, 
19181 CTP· 110, q>.q>. 90, 92; TaM 21-le ;taHbI 1'JITepaTypH.ble y:r<asaHHH. 1 
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HH'lero HOBOro He llOAY'IHM H CMelllaHHbIH C.i\ytiatt _3aMbIKaHH.R 

AacT KOM6wHag1rn ABYX npeAhIAYJ!!,HX. DpH Bcex 9THX nocTpoeHHRX 

B03M02KHO COBMeJ!!,aTb o6a cnoco6a 2aBHBam1.ff B TOM CMblCAe, 'IT06 01 
3aBwBaAo pytIKH H ,,cBou" (T.-e. no qi. 162) H .ttyame" (T.-e. no 

qi.qi. 165~ 166}. Ta1mM 06pa20M a.11.eMeHTapHbie 3aMKHYTbie 01 MoryT 

npe.a;cTaBA.ffTb 60.i\blllOe pa3Hoo6pa:.me CBOHX CTpyKrypHbIX cpopM. 

§ 2. Dpeo6pasoeauus ABOiinLix Aneeii OABOCTopouuux 
DO!lepxHOCTeii. 

20.- OpeABapHTe.llbHO ycTaHOBHM AeMMy, CB.H3aHHYK> c Bonpo

coM o cTpyKType Abip: B npeAhIAYIMHX paccMoTpeHH.HX noRBAemte 

AbipbI HAH py'IKH He cocTaB.l\.HAO AA.ff Hae oco6oii pa3HHJ!bI; Tenepb 25.e 

Heo6XOAHMO yTo'IHHTb OTHome1me K aTOMy Bonpocy: paccMaTpu

BaTb qiopMy c AbipaMH yAo6Hee, TaK KaK oTcyTCTByeT Bb16op, npu 

nepexoAe 25.e K pytie'IHOH cpopMe npttXOAHTC.H AA.ff o6paaoBamur 

pytieK pacnop.RAHTbC.ff IlOBepXHOCTbK> HeKOTOpbIM y.lKe BilOAHe 

onpe.ite.l\eHHblM o6pa30M • .4A.H DORCHeHH.R .a;ocTaTO'leH 6y.iteT C.lle

AYK>J!!,HH npHMep: Ha. qi. 200 .a;aHa noBepxHOCTb c 4 AbipaMH; Ha 

qi. 201 npe.itcTaB.11.eHo o6paaoBaHHe py'IKH HS nepemetiKa A; Ha 

qi. 202 H.3 nepernei1Ka B, Ha qi. 203 H3 C. 0TCK>Aa BHAHO, 'ITO 

nepeXOA K pyqeqHoii qiopMe MO.lKeT 6bITb COBepmeH pa.3.Ml'IHblM 

o6pa30M; IIOKa OTCYTCTBYlOT al 9TO He HMeeT 3Ha'!eHHR, HO B C.l\y

qae Ha.l\H'IHOCTH 01, He06XOAHMO AOKa3aTb CAe.a;yK>J!!,YJO .i\eMMy: 

21.-AeMMa . .3 a MK H yTa R no Be px H OCTb B E 3 B n O.l\.He 

o n p e A e .I\ Re Tc R 3 a A a H He M D, N1, N 2 H N3• 

06 ·onpe.a;e.11.eHttH M 2 B E 3 a.a;ecb CKa3aHo, noToMy '!To npe

o6paaoBaHHR .11.eMMbI He Tpe6yK>T E 4 (mmTonHhie B E 3). Ha 110-

BepxuoCTH M 2 HS oco6eHHOCTei1 .a:onycTHMbI .l\Hlllb a1 1-ro, 2-ro 

H 3-ro po.a:a B KOHe'IHOM 'IHC.l\.e. Ilo.it Bblpa2KeHHeM ,,BnO.A.He onpe

,lle.A.RemcR." 6y.iteM DOHHMaTb, 'ITO eC.l\H 9TH 'll:IC.l\.a aa.a;aHbI, T.-e. eCAH 

ea noBepxHOCTH c KoHe'IHbIM 'IHC.l\.OM D Abip ABYMR pa3J\H'IHbIMH 

cnoco6aMH pacnpe.iteAHTb N 1 - 01 1-ro poAa, N 2 - o1 2-ro po,11;a 

H ]{~ - dl 3-ro po,ll;a, TO o6e 9TH DOBepXHOCTH HBOTODHbl B E:1• 

OycTh aa,11,aHbI 'IHC.l\.a D, Ni. N 2, N3; BOBbMeM noBepxHOCTH 

JJ1' 2 H M'' 2 c paB.l\.H'IHbIM pacnpe,11,eAeHHeM 01> ,11;0Ka*eM, 'ITO MO.lKHO 

OTomecTBHTb 9TH noBepxHOCTH JJ1' 2 M'' 2• 

1°. Yb CTPYKTYPhI 01 1-ro po,11,a BbITeKaeT, 'ITO HX Mom.Ho 

nepeMeIMaTb IIO llOBepXHOCTH, u, CJ\e,71,yeT .RCHO, 'ITO, eC.l\H 

N2 =JY3 =0, TO ]Jtl'" 1Ji"2• 
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2°. nycTh Ni=N2=0 H rrycTh DH N3 OP,HHaKOBbl P,JU1 M'2 
H M"2; B CHAY BhICKa3aHHoro rrepep, .11.eMMOH 3aMetiaHH.H MhI BHP.HM, 

'ITO pacrrpe.n;e.11.eHHe 01. 3-ro po,11,a M02KeT 6b!Tb rrpOH3BO.ll.hHbIM. 

4.11.R IIOJICHeHHJI Ha cp. 210 ,11,aH rrpHMep rrpeo6pa30BaHHJI ,11,.1\H / 

N 3 =1, D = 3. 
3°. nycTh NI= N;J = O; TOr,11,a JJf'2 M"2 BC.l\eP,CTBH~ coo6-

pam.eHHH COBepmeHHO 0,11,HHaKOBbIX c 1 °. 
KoM6HHHPYR 3TH TpH c.11.yqaJ1 M02KHO ycTaHOBHTh, 'ITO M'2 M"2 

H ec.11.H N;*O (i = 1, 2, 3) •. 

113 3TOH .11.eMMbl BbITeKaeT KpHTepHH pa3.l\H'IHJI IIOBepXHOCTeli: 

paBeHCTBO H.11.H ttepaBeHCTBO tieTBepKH 'IJ!Ce.11. [ D, N1, N 2, N3]. OTO 

npH3HaK H30TOIIHH 3aMKHYThIX 0,11,HOCTOpOHHHX rroBepxttoCTeH B E 3 • 

CAeACTB11e. 4 n c .11. o N 3 M o m. H o M e H R T h. 

BoBhMeM rroBepxHOCTh c n P,bipaMH, rp,e N 3=1, rroKam.eM, 'ITO 

M02KHO c,11,e.11.aTb N3 = 2, 3, ... , n. no .11.eMMe BCe IIOBepxHOCTH cp. 211 

M30TOIIHhI B E 3, Ha. cp. 212 p,aHo rrpeBpaigettHe N.~ = 1 B N 3 = 2; 

Ha cp. 213 N 3 =1 B N 3 = 3, 6cTaAhHhie c.11. yqan otieBH,11,HbI. 0Tcroti:a 

BbITeKaeT cpopMy.11.a D + N 3 =Const. 
Pattee 6bI.l\O BbIBe,11,eHo, 'ITO al 2-ro pop,a rrpeo6pa3yeTCJI 

B al 1-ro pop,a no cpopMy.11.e 2 N2 =NJ; ycTaHOBHM cpopMy.11.y 

2 N 2 + N 1 = Const: ,11,elicTBHTe.11.htto, cpaigHBaHHe BHelllHHX KOHQ.OB 

o6paigaeT al 1-rO po,11,a B al 2-ro pop,a, IIf>H 'leM ·$OpMyAa yP.o

B.l\eTBOf>.HeTCJI H o6paTHO (cM. cp. 214); aHa.l\OrH'IHb!MH paccym.,ll;e

HHJIMH rro.11.ytIHM cpopMy.11.y 2 N 3 +N1 =Const. To.11.hKO 3,11,ecb Ha,11,0 

cpaigHBaTb BHYTf>eHHHe KOHQ.bl al (cM. cp. 215). noc.11.ep,HIOIO cpop

My.11.y M02KHO BbIBeCTH H Ha OCHOBaHHH rrpe,11,bI,ll,yigeli cpopMy.11.bl 

2 :N2 +NI = Const H pattee BhII\e,11,eHHOH 3KBHBa.l\eHTHOCTH al 2-ro 

H 3-ro po,11,a, TaK KaK N~ = N 3, To H3 cpopMy Ahl 2 N 2 + N 1 =Const 
Ho.11.ytIHM 2 N~1 +NL= Const. 

22.-Pe310MHf>YR 3TO, Mbl BH,ll,HM1 'ITO al 1-ro po,11,a M02KHO 

npeBpaigaTh B o1 2-ro H 3-ro po,11,a, rrpn qeM 6y,11,eT HMeTh MeCTO 

'¢op My .11.a N1 + 2 N2 + 2 N 3 = Const, rrpHcoe,11,HH.H.H cro,11,a pe3y .11.hTaT, 

ycTaHoe.11.eHHbIH B c.11.e,11,cTBHH .11.eMMbl D + N 3 = Const rro.11.ytIHM 

N 1 +2(N2 +N3 +D) =Const. 
PaBeHCTBY D+N3 =0onst M02KHO ,11,aTh HHOH BbJB0,11,. Yc.11.0BHMC.H 

Ha3bIBaTh PYtIKY c O,ll;HOH al .3-ro pop;a HOpMa.l\bHOH, PY'IKY 6e3 01 

rrycToii; paccMoTpHM Borrpoc o B03M02KHbIX 01 Ha pytIKe: HHTepec 

npe.zi;cTaB.l\JllOT .l\Hlllb a 1 3-ro po.zi;a TaK KaK al 1-ro H 2-rQ po.zi;a 

MOlKHO H30TOHHO B E 3 y.zi;a.11.HTh c pytIKH; HeTpyP.HO BH,11,eTh, 'ITO 

Ha pyqKe MOJKeT 6bITh .11.H60 O,ll;Ha 01 3-ro po.zi;a, ·.11.n60 HH O,ll;HOH; 



"<leTHOe 'IHC.11.0 01 3-ro po,11.a CB0,11.HTCH K tty.11.1-0, COOTBeTCTBYIOIMee 

npeo6paaoBa~He ,11..11.H c.11.yqaH ABY.< d1 3-ro po,11.a ,11.aHo Ha If>. 220, 
noaTOMY He'leTHOe 'IHCJ\O al 3-ro po,11.a "cBe,11.eTCH K OAHOHj c 4pyrdtt 

cTopOHbl npHCYTCTBHe 01 1-ro ',po,11.a no3BOJ\HeT BOBce YHH'ITOiKHTb 

-01 3-ro po,11.a (cM. qi. '221); aTO npeo6paaoBaHHe o6pa1Bae.f npH 

IlOMOI£H al 1-ro po,11.a HOpMaJ\bHYIO PY'IKY B nycTy10; ycAOBHMCH 

npespa1£eHHe nycTOH py'IKH B HopMa.11.bHYIO Ha3brnaeMy10 aopMa

,AH3agHeH p}"IKH. 

Ecirn noBepxHOCTb npe,ztcTaBJ\HTb B py'le'IHOH lf>OpMe, TO oqe

Ba,11.Ho, 'ITO eCJ\H 'IHCJ\O py'leK 6y,iteT n, TO 'laCTb HX MOiKeT 6b1Tb 

ITYCTofi-D oC'raJ\bHble HOpMa.ll.bHble-N3 H c.11.e,11.. n=D+N3• ,l{o

NaateM, 'IT-O Bee nosepxsocTH, YAOB.11.eTBOpHIOIBHe yc.11.oBHio 

D + N 3 = n, N 2 =0 npH npO'IHX 'PaBHblX ycAOB1u1x roMeoMop<J>ilbl. 

1 a NI =0; Na*O. nycTb N.{ = l, o6pa(gaH aTy al B ,II.Be al 

1..:-;.o po11;a IlOJ\Y'IHM Bl\feCTO n n-1 py'leK H Bee OHH 6yt1;yT 

IlJCTble. CToit.b3JHCb OAHOH al 1-ro poAa Mbl CMOiKeM HOpMaAH-

30BaTb npOH3B0.11.bHOe 'IHC.11.0 p < n pyqeK, TOrAa n - p-1 py'leK 

OCTaHyTCH nyCTblMHj o6patj!aH ,ztBe al 1-ro po11;a B OAHY al 3-ro pOAa 

noAy'IHM, 'ITO D+N3 =(n-p-1)+(p+1)=n. 

2° N 1=q; nyc'J'b N8 =0, TOrAa D+N.1 =n; HCHOe ,zte.l\O, 'ITO 

HOpMaAH3aj!HJI C IlOMOI£blO OJ!;HOH H3 q 01 1-ro po11;a, XOTH 6bl 

p pyqeK, ocTaBHT n - p pyqeK nycTbIMH, c.11.e,11.. D + N 3 = (n -p)+ 
+11=n. 

TaKHM o6paaoM qiopMy.Ji.y N 1 +2(N2 -+N3 +D) =Const= K 
MOiKHO C'IHTaTb ycTaHOBJ\eHHOHj npHMeHHM ee K ':aaMKHYTblM no

BepXHOCTHM e,11.HHCTBeHHblMH OC06eHHOCTHMH KOHX HB.11.HIOTCR d 1 

1-ro, '2-ro H 3-ro po,11.a; ,II.AH HHX aTa lf>opMy.11.a npHB0,11,HT K BBe_; 

µ,eHHIO noHHTHH o xapaKTkpHCTHKe K: ,11,eHCTBHTe.11.bHO, BCHKOH 

nosepx:HOCTH Moarno conocTaBHTb 'IHC.11.0 K, noAy'leasoe cor.11.acso 

atoli qiopMyAe n o6paTHO, ,11,aHHOMY 'IHCAY K - xapaKTepHCTHKe 

6y,11.yT COOTBeTCTBOBaTb roMeOMOplf>Hble rioBepXHOCTH. 

23.-TeopeMa. Heo6xo,11,nMoe H ,11,ocTaTO'IHOe ycAo

B 11 e Al\ >I r 0 Me 0 M 0 p qi H 3M a AB y x 3 a MK Hy T bl x n 0 Be p x

H 0 c T e H c a}\ e Me HT a pH bl M H 01 3 a K }\IO q a e T c H B p a

B e H c T B e x a p a K T e p H c T H K. 

OpnBe,11.eM O'leBHAHYIO AeMMy: ABe :aaMKHYTble riosepxlioc'rH:, 

Hl\lelOIQ,He TOAbKO 01 1-ro pop;a H npHTOM B paBHOM K0.11.HtieCTBe 

HBOTOnHbl B E3• 

1°. H e o 6 x o AH Mo c T b: CTycTb M' 2 H M'' 2 roMeoMop!pHbl, 

npeo6pa2ye111 M'a a :AL/; ace oco6eHHOCTH KOCH 6y,11,yT K' a.1 
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l-r0 po,11.a; o6paI,!!aH Bee oco6eHHOCTH JJ{'' 2 K TOMY me Bif,11.y, Mb! 

noAyqHM TO me M/' ,11,eHCTBHTeAbHO, ec.11.H K'' * K', TO Tai< 1rnK 

Mt ·-·-M2"", TO M 2 ---11f"2, qTo nponrnope•rnT ycAOBHIO C!l.e11.. 

K"=K. 
2°. ,ii; o c Ta To q H o c T h: OycTb JJ1' 2 H ]tl'' 2 y ,11.oBAeTBOpHt0T 

ycAOBHIO K' K"; Tor ,11.a npeo6pa3yH D + N 3; N 3 + N 2; N 2 ~ N 1, 
' k' k" , 

MbI npeo6pa.ayeM M'2 "+1112 , JJI''2 ··> JYI2 ; HO TaK KaK K' = K 1, 

TO M/ M/", a c.11.e,11.oBaTe.ll.bHO lli'2 °- M 1
' 2• 

Tenepb MO.IKHO ycTaHOBHTb K.11.accmpHKaJ!HIO 2aMKHYTb!X a·o

BepxHoCTeii, e,ll.HHCTBeHHblMH oco6eHHOCTJIMH KOHX HB.11.HJOTCJI c)l 

1-ro, 2-ro H 3-ro po,11,a; Ha OCHOBaHHH ,ll.OKa3aHHOH TeopeMbl no

sepXHOCTH ecTeCTBeHHO. pacna,ll,YTCH Ha KJ\.aCCbl, COCTaB.11.eHHbie H.3 

rpynn I'OMeOMOpcpHbJX noBepXHOCTeii; ,II.AH npH.11.0.IKeHHR K Tpex·· 

MepHbIM npocTpaHCTBaM y,11.06Hee onpe,11.eAHTb HOpMa.11.bHbie cpopMbl, 

KaK TaKHX npe,11.cTaBHTe.11.eii aTHX K.11.accos, KOTOpble B CAy•rne 

HeqeTHOH XapaKTepHCTHKH HMeIOT OP.HY 01 1-ro po,11.a, B c.11.y'lae 

qeTHOH - OP.HY o, 3-ro po,11.a;BC.HKOe npeo6pa3oBaHHe noBepXHOCTH 

K TaKOMY BHP.Y yc.11.0BHMC.H Ha3bIBaTb npHBe,ll.eHHeM noBepXHOCTK 

K HOpMa.11.bHOMY stt,11,y. Ha oceoBaHHH npe,11.wecTBYJOI,!!HX paccMo

TpeHHH BCJIKaH 0,11,HOCTOpOHHH.H 3aMKHyTa.H noeepXHOCTb, HMeJOI,!!a.H: 

.11.Hlllb di 1-ro, 2-ro' H 3-ro po,11,a MO.IKeT 6b!Tb npHBe,ll.eHa K HOp

Ma.11.bHOMY BHAY· 

24.-0epeXO,ll.HM K Hea.11.eMeHTapHblM di; npeo6pa30BaHH>I, CBH-

3aHHble C Il0.11.Y'leHHeM TaKHX du 3,11.eCb paCCMOTpeHbl He 6y,11.yT 1), 

He06XO,ll.HMO .11.Hlllb BbICKa3aTb pH,11. .3aMe'laHHH: HeaAeMeHTapHbie 01 
no nocTpOeHHIO .3aMKHYTble .l\.HHHH, 0,11,HaKO HX 3aMKHYTOCTb He 

eeTb Heo6xo,11.HMOe yc.11.0BHe ,ll..11..H cyl,l!eCTBOBamrn KpaTHb!X TO'leK; 

AeI'KO BH,ll.eTb, qTO pa3Mb!Ka.H di B --~e 06blKHOBeHHblX TOqKaX, 

pa.Bbe,ll.HHeHHeM xo6oTa Mbl He H3MeHHM HH qffeAa, HH nop.H,11.Ka. 

KpaTHb!X TOqeK, HO .BaTO 3aMKHYTOe di o6paTHTeH B He.BaMKHyToe; 

c ,11,pyroii eTOpOHbl Heo6xo,11.HMO 3aMeTH'fb, 'ITO B pa36HpaeMhlX 

Bonpocax HHKaKOH p0.11.H He HrpaeT TO, 6y,11.eT AH nosepXHOCTb 

3aMKHyTa H.11.H HeT H CKO.l\bKO B nOC.l\e,ll.HeM e.l\y'lae y Hee KOH

Typos; see Hanm paccy.1K,11.emrn CBOHM npe,o;MeTOM HMeJOT npeo6pa-

30BaHH.II ,II.hip H 01, npH 'leM HeTpy,11.Ho y6e.o;HTbCH B TOM, 'ITO 

scerp;a Ha nosepXHOCTH Haii,11.eTC.H o6.11.aCTb, He y'laCTBYIOq!aH 

B npeo6pa.BOBaHHHX, r,!\e noaTOMY . H MO.IKHO cocpeJJ,OTO'lHTb Bee 

KOHTypa He.3aMKHYTOH noBepxHOCTH. Bo BCeM npogecce o6pa.3o-

') CM. MaTeMar11qecKHa C6oprHK T. 32, 1925 r., c·rp. 353-356. 
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Bamrn: KpaTHblX ToqeK cyigeCTBeHHYlO pOAb HrpaAa onepagH.H 

YAAHHeHHH xo6oTa; aTo me .npHBOAHT K TOMY peayAbTaTy, qTo 

o6paTHaH onepagHH: yKopoqeHHe xo6oTa AOA.IKHO YHHqTo.lKaTb 

KpaTHble TOqKH HenpHBOAHMbIX al. HaKOHeg, OCTaeTC.H J\Hlllb' 

yKal:laTb, qTo npogecc aTHX npeo6paaoBaHHH npHBOAHT, a cAyqae 

YAAHHelIHH xo6oTa, K KpaTHbIM TOqKaM eeqeTHoro nopHt1,Ka, H qTo 

qeTHbIH nopHAOK KpaTHOCTH HapymaeT npaBHJ\t.HOCTb noaepx

HOCTH-TO CBOHCTBO IlOBepxHOCTH, qTo o6AaCTb BC.HKOH ee TO'lKH 

rm.rnoMopqma o6AaCTH E 2 BHYTPH Kpyra. 

25.- PaccMoTpHM Tenepb noBepxHOCTb, ep,HHCTBeHHOH oco6ee

HOCTblO KOTopoli 6yp,yT eenpHB0,11.HMbie Oi- BoaMmKHbl ,11.Ba cAyqaH: 

l 0 - 01 SJ\eMeHTapHblj Torp.a HMelOigHeCH l:laMKHJTbie al MO.IKHO 

paSOMKHYTb H yKopoqeHHeM xo6oTOB npHBeCTH K H3BeCTHbIM al 
1-ro, 2-ro H 3-ro pop,a; HO no Bbl111e,11.0Kal:laHHOH TeopeMe TaKaH 

llOBepxHOCTb MO.lKeT 6bITb IilpHae,11.eHa K HOpMaAbHOMy BHAY· 2°- al 
HeaAeMeHTapHblj TOl'P,a HMelOigHeC.H Ha noBepxHOCTH He3aMKHYTble 

HeaAej\!leH'fapHbie al l:laMbIKalOTC.H CB060,11.HblMH KOHgaMH TaKHM 

o6pa30M: nycTb Ha noBepXHOCTH HeCKOJ\bKO Hl:lOAHpOBaHHblX KOM

nAeKCOB HeaAeMeHTapHblX 01j MOJirnO HJ\H l:laMblKaTb KOMilJ\eKCbl 

B OP.HY l:laMKHYTYlO al cpaigHBaH HX KOH!!bI, HJ\H l:laMbIKaTb 

OT,11.eJ\bHO Ka.lK,11.bIH KOMnAeKc; npH BTOM MoryT IlOHBHTbCH H HOBble 

KpaTHble TO'IKH; nocAe aToro MO.IKHO nepexOP,HTb K ,11.aAbHeHlllHM 

CTa,11.HHM npeo6pa30BaHHH, ,II.AH qero eeo6xo,11.HMO 3aMKHYTbie 01 
pa30MKHYTbj JKOpatIHBaH X060Tbl Mbl y,11.aAHM C al KpaTHble TO'IKfI 

H TaKHM o6paaoM npHAeM K paao6paHHOMY 1° cAyqa10. Tenepb 

Mbl MOJ>KeM pacnpocTpaHHTb yTaep.1K,11.eHHe o npHBe,11.eHHH noaepx

HOCTH K HOpMaAbHOMY BHAY Ha CAyqa}i 3aMKHJTOH noaepxHOCTH, 

e,11.HHCTBeHHOH oco6eHHOCTblO KOTOpOH 6y,11.yT npoH3BOJ\bHble 

KOMnAeKcbl &1 c 1<paTHblMH ToqKaMH HeqeTHoro nop.11,11.Ka. B aToH:. 

cf!OpMe noAytJeHHblH peayAbTaT 6y,11.eT HCilOAbl:lOBaH B p.aJ\bHei1meM. 

§ 3. OnpeAeAeeee n-Mepe1>0: OAOOcTopoHBHX opocTpaecTB. 

30.-.l(ap.HM CHatJaAa onpe,11.eAeHHe HHP,HKaTpHCbl. 

OycTb ,11.aeo 1lf2; BOSbMeM Kpyr Il1, 6yp,eM roaopHTb, 'ITO 

y Hero ecTb p,aa eanpaaAeem1 apaI!!eHHH, nop,paayMeaaH no,11. BTHM 

TO, qTO eCJ\H OTMeTHTb P,Be ero TOqKH, TO cyigecTayeT P,Ba cno

co6a nepeHTH OT OP.HOH TOqKH K ,11.pyroH:; cpHKCHpyH OP,HH H3 HHX, 

noAyqnM opneHTHponaHHbIH Kpyr-ero aasoaeM HHAHKaTpncoif Mc
nycTb HMeeTCH HH,ll.HKaTpHca ll1, BpaigettHe KOCH COBnap,aeT C Bpa-
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!MeHHeM t:pHKCHpOBaHHOH HH,ll;HKaTpHCbI ll1*, 6yp;eM rOBOpHTb, qTo 

OHa llOAO.lKHTeAbHa, B npOTHBHOM CAyqae - OTpHgaTeAbHa; noJJ, 

nepeMellOH 3HaKa HH'AlfKaTpHCbI 111 6yAeM paayMeTb H3MeHeHHe 

ee BpaI;!!eHHR. 

flycTb p;atto M3; B03bMeM 'map ll2, 6yAeM roBOf>HTb, 'ITO y ll2 

eCTb p;Ba HanpaBAeHHH BpaI;!!eHHH, nop;paayMeBaR OOA aTHM TO, 

qTo ero HHAHKaTpHca Il1 MO.lKeT HMeTb p;Ba 3HaKa; t:pHKCHpy11 OAHH 

H3 HHX, noAy'lHM opHeHTHpoBaHHbiii: II~:_,ero ttaaoseM HHAHKaTpH

coii: M:>· 11HAHI<aTpHcy, BpaIJ!eHHe Koeii: cosnap;aeT c spaI;!!eHHeM 

<flHKCHpOBaRHOH HHAHKaTpHClil I12*· 6yp;eM Ha3bIBaTb nOAO.lKHTeAb

HOH, B npOTHBHOM CAy'lae OTpHgaTeAbHOHj nop; nepeMeHOH 3HaKa 

HHAHKaTpHCbl ll2 ,6yp;eM paayMeTb H3MeHeHHe ee epargeHHH--nepe

MeHy 3Ha1<a ee ll1• 

J1 T. A· 

hycTb p;aHO Mn+i; B03hMeM rHneppiap ll,,, 6yAeM roBopHTh, 

qTo y IIn eCTb p;Ba HaapasAeHH.ff spargeHH.H, noApaayMeBa11. nOA 

3THM TO, 'ITO ero HHAHKaTpHca JI.,_1 MO)KeT HMeTb ABa 3HaKa; 

q>HKCHpy11 OAHH H3 HHX, noAyqHM opHeHTHposaHHbI~ II., - ero 

Ha30BeM HHAHKaTpHcott M,.+i • 11HAHI<aTpHcy, Bpargettue 1<oeii: co

BnaAaeT c BpargettHeM q>HKCHposaHHOH HHAHKatpHCbI II/', 6yAeM 

Ha3bIBaTb IlOAO.lKHTeAbHOH, B npOTHBHOM CAy'lae OTpHgaTeAbHOHj 

IIOA nepeMeHOff 3HaKa, HHAHKaTpHCbI fl,. 6yAeM paayMeTb H3MeHe

HHe ee BpaIJ!eHHR - nepeMeHy 3HaKa ee flri-l' 

31.- riepeXOAHM K onpe,D;e.l\eHHIO KOHH'leCKHX a.l\eMeHTOBj onpe

,.1\e.l\HM CHaqaAa KOHHqec1<y10 TOqKy (ko): nyCTb AaHa ABOiiaaH 

TO'lKa Ha nAOCKOCTH, o6pa3oeaHHaH nepeceqeHHeM np.RMbIX AA, 
H BB1 (cM. If!. 310), 6yAeM C'lHTaTb ToqKH 3auITpmi:oeaHHOH 

o6AaCTH ABOHHbIMH-o6pa3yl01!!,HMH p;ea MHoroo6paam1 lJf' 2 H M'' 2 

(,,cn.A.OULHoe" H ,,ngHKmupHoe"), nepeXOJVll!!HC OJI.HO B Apyroe 

Ha npHMbIX AA1 . H BB1; Toq1<y 0 6yJJ.eM Ha3~IBaTb KOHHqecKott 

TOqKOH ko. .llA11 BbI11CHeHH11 CBOHCTB TaI<oii TOql{H M02KHO JJ,aTb 

Apyroif cnoco6 ee noAy'leHHH: 6epeM B E 8 KycoK gHAHHJl.pHqecKoif 

IlOBepXHOCTH (cM. tp. 122); 06pa3yeM Ha HeM 01 3-ro pop;a (BCAeA

CTBHe 'lero npHXOAHTCH BOCilOAb30BaTbC.R E 4), CT.RrHBaeM B ToqKy i>1 

H CilAIOI;!!HBaeM OCTaAbHYIO Tp.y6Ky B llJ\OCKOCTb (aTa onepay1rn 

aacTaB.l\ffeT nepeiiTH B E 5), TOrAa noAy'laeTCff KOmF1ecKa}I TOqKa 

¢. 310. OTOT cnoco6 ee noAyqeHH.R pacKpbIBaeT ee cyl;!!eCTBeHHoe 

CBOHCTBO, HMeHHO KOHH'leCKa.R TO'lKa M02KeT MeH.RTb 3HaK HHAH

KaTpllCbI, .iteiiCTBHTeAbHO TO'lKa 0 B03HHKJ\a H3 <>1 3-ro poAa, 

3Ta 01 M02Ke'f npH o'ape;l\e~eHHb!X ycAOBHSIX H3M:eHHTb 3HaK HHAW 
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KaTpHCbI, CAeAOBaTCJ\bHO npH Tex me ycAosm1x 6y,1teT MeHHTb 3HaK 

HI~AHKaTpHCbl H KOHH'ICCKaR T-O'IKa koi Heo6xO,ltHMO HMCTb B BHAY' 

'ITO KOHH'leCKaH TO'IKa cyigecTByeT B IlAOCKOCTH, r Ae Mbl ee 

onpeAeAHAH, B E3 aTO yme a)I a. B B,! TOT aAeMeHT (Kpyr), KO

TOpbIH .ztaA HaM k0 yme He HMeeT oco6eHHocTeH:; nepsoe onpe

AeAeHHe lc0 no3BOA.lleT KOHH'leci<.y10 TO'IKY noAy'laTb H3 ABOHHOH 

AHHHH, BTOpoe pnpeAt.l\eHHe Il03BOA.lleT KOHH'ICCKYIO TO'IKY rrpe-

spaTHTb B ABOH:uyro AHHHIO. • 

HaaoseM ¥OHH'ICCKOH AHHHCH k1, TO o6paaosaHHe, KOTopoe 

IlOAY'IHM1 -06paiga.11 Ka2KAYIO TO'IKY dl B KOHH'ICCKYIO; Ha30BCM ()~ 
io o6pa30BaHHe, KOTOpoe Mbl IlOAY'IHM, 06paiga.11 Ka2KAYIO TO'IKY 

KOHH'leCKOH AHHHH B ABOHHYIO AHHHIO 1). YI T •. ,11,. Ha30BCM KOHH

'leCKHM aAeMeHTOM kn TO o6pa30BaHHe, KOTopoe MbI ·.nOAY'IHM, 

06paiga.11 Ka2KAOe an-I ,ztaHHOrO dn B kn-I; Ha30BeM ABOHHblM aAe

MeHTOM a,,+ 11 TO o6p~30BaHHe, KOTOpoe Mbl IlOAY'IHM1 o6paigaa 

Ka:m.ztoe kn-I ,ltaHHOrO le,,. B an, 
Ha30BeM KOHH'leCKHH aAeMeHT k,._2 HenpHBOAHMblM, eC.l\H cy

IgCCTByeT 3aMKHYTblH nyTb, .npHHa.ztAemaigHH paccMaTpHBaeMOMY 

npocTpaHCTBY Mnf HMCIOIJ!HH OAHY 06igy10 TO'IKY c k,._2• B aTOM 

CAf'lae Mn 6yAeT OAHOCTOpOHHHM • .l(A.11 M2 aTo O"ICBHAHO. EepeM Es: 
B HeM HeKoTopoe M3 c uenpHBOAHMbIM aAeMeHTOM kh no1<.a.11rnM, 

'ITO M3 6y.iteT OAHOCTopOHHHM: nepeH:.zteM B E4 Ta1<., 'IT06b1 k1 

o6paTH.l\OCb B 02; npH nepexo.zte HHAHKaTpHCbl I12 qpe3 ()2, ee 

HHAHKaTpHca Ill npott,lteT qpe3 HeKOTopoe ()! H H3MCHHT 3HaK, 

CAe.zt. 6y.zteT cyigeCTBOBaTb 3aMKHYTblH nyTb MCH.llIOJ!!HH HHAH

KaTpHcy. EepeM E:h B HeM HeKoTopoe M 4 c. HenpHBOAHMbIM 

aAeMeHTOM k2, no1<.ameM, 'ITO 1Jl4 6y.zteT OAHOCTOpOHHHM: nepeli

ACM B E 5 T~K; 'IT06b1 kc o6paTH.l\OCb B d3; npH nepexo.zte HHAHKa

TpHCbI Il_a qpe3 d3, . ee HHAHKaTpHca IJ2 npOHACT '1pe3 HeKOTOpoe ()'!. 

H H3MeHHT 3HaK CAe.zt. 6y.zteT cyigeCTBOBaTb 3aMKHYTbIH nyTb 

MeH.llIOIJ!HH HHAHKaTpttcy. YI T. A· 6epeM En, s·HeM HeKOTopoe M,, 
c uenpH~0,11,HMbIM a.l\eMeHTOM k,._21 OOK<l;iKCM, 'ITO JV,. 6y.zteT 0,11,HO

CTOpOHHHMj nepeli.zteM B En+! TaKj 'IT06bI kn-2 o6paTH.1\0Cb B a,,_J; 
npH nepexo.zte HHAHKaTpHCbI II,,_ 1 '1pe3 iJ,._p ee HH,ll,H1<.aTp11ca 17,.._2 

npQH,11,eT qpe3 HCKOTOpOe iJ,._2 H H3MCHHT 3HaK1 C.l\e.zt, 6yp;eT cyige-' 

cTBOBaTb aaMKHJTbtH: nyTh Meu.1110igttH: HHAHKaTpHcy. 

BcAeACTBHe aToro H a A H. q H o c T b s M,, K o H H tt e c K o r o 

a.i\eMeHTa k,,_2, 1<.0rAa Mn 3aAaHO BE,., MAH ABOHHOro 

') DTo ecTh ·.llHWb coKpa!J!eHHaH qiopMy.11nposKa HTepag1rn onpe4eJ,eHHH npe4-

I11eCTBY1GJMero a6aay,a 0,1\HHM H3MepeHHeM Bblllle. 
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aAeMeHTa dn-1' KOrJJ,a llf,,, 3aJJ,aHo :a E,,+11 JJ,OCTaT.O'IHO 

A J\ H T 0 r o, q T 0 6 bl ]Jin 6 bl J\ 0 6 bl '0 Jl,H 0 c T 0 p 0 H H HM, n pH 

co 6 .11.10 A e H H H y c J\ o B H H H x Hen pH Bo AH Moc TH. 0TCIOAa 

BbITeKaeT' qTo 3 a M K H y T 0 e 0 A H 0 c T 0 p 0 H H e e lJf,, M 0 * e T 

B En+2 He HM e Tb HU Ka K H x o co 6 e H Hoc Te it 
32.-Tenepb MO.lKHO ycTaHOBHTb CJ\e.n;y_IOIJ!HH cnoco6 peKyppeHT

Horo nocTpoeHHH o.n;ttocTopoHHHX npocTpaftcTB. Bee nocTpoeHHH 

6y.n;yT JJ,aHbl AJ\H CA1'1aH 3aMKHYTblX npocTpaHCTB, npH 'leM' He

o6x6.n;HMO yKa3aTh, 'ITO no MeTo.n;y Bee nocTpoe1yrn coBnaJJ,aIOT 

c CHMeTpH'IHbIM cnoco6oM onpe.n;e.11.eHHH .n;sycTopOHHHX 3aMKHYTbIX 

n-MepHblX npocTpaHCTB. 

DycTb i:I Es P.aHo 3aMKHyToe oJJ,Hoc.fopoHHee M2 c HenpHBO

AHMOH al; npoBeJJ,eM qpe3 1'-I2 11113 H M'13 TaK, 'IT06bl di o6parn:

A0Cb B kl; Tor.n;a 3aMKHyToe .. M3, o6pa30BaHHOe .M13 H JJf"s coeJJ,H

HeHHblMH no llf2, 6y.n;eT OJJ.HOCTopoHHHM npocTpaHCTBOMj B Ea 
y Hero 6yAeT KOHHtJeCKHH aJ\eMeHT kl> K~TOflblH npH nepexoAe 

B E4 M011S.HO o6paTHTb B a2. 
OycTb B E 4 .n;aHo 3aMKHyToe OJJ.HOCTopoHHee 1J13 c HenpuBo

.1\HMOH a2; npoBeJJ,eM qpe3 M3, 111'4 H ll:l\ TaK, 'IT06bI 02 o6pa

TH.11.0Cb B k2; Tor.n;a 3aMKHyToe M 4 o6pa30B~HHoe JJi' 4 H / JJI" 4 

coe.n;HHeHHbIMH no JJJ3, 6y.n;eT OAHOCTOflOHHHM npoCTpaHCTBOMj 

B E.i. y-Hero 6y.n;eT KoHH'leCKHH aJ\eMeHT k2 , KOTOpblf:i npH nepe

XO,ll,e B E,, MO.limo o6paTHTb 8 d3• 

HT. JI,. ' 

DycTb B En .n;atto 3aMKHyToe o.n;ttocTopoHHee .111,,_1 c HenpH

BOJl.HMbIM an-2; npoBe.n;eM 'qpe3 Mn-I lll'nH JYl"n TaK, 'IT06bI a .. _~ 
o6paTHJ\OCb B k,._3 Tor.n;a 3aMKHYTOe Mn o6pa3oBaHHoe M 1,,, HM",, 
coe.n;HHeHHblMH no llfn-1" 6yJJ,eT OAHOCTOpOHHHM npocTpaHCTBOM; 

B En y Hero 6yJJ,eT KOHH'leCKHH aJ\eMeHT k,._2, KOTOflbIH npH 

nepexo.n;e 'B E,,,+1 MO.lKHO o6paTHTb B on-1" 
Dpe.lKJJ,e qeM KOH'lHTb paccMoTpeHHe -n-MepHbIX npocTpaHCTB, 

HHTepecHO c.n;eJ\aTb OAHO 3aMe'laHHe OTHOCHTe.11.bHO BOnpoca, Ka

CaIOf!!.erocR H30TOilHH OJJ,HOCTOflOHHHX npOCTpaHCTB; mmeCTHO, 'ITO 

o.n;HocTopoHHee 3aMKHyToe. Mk He MO.lKeT B Ek+t 6b!Tb rpaHHgef:i 

(k + 1) - MepHoro KycKa, H3BeCTHO, 'ITO aTO MO.lKeT He HMeTb 

MecTa, KOrJJ,a Mk cocTaBAReT qacTb OAHOCTopoHHero Mk+i; npH

Be.n;eHHbJe nocTpoeHHH noKa3bIBaIOT no'leMy H Kor.n;a aTo HMeeT 

MeCTOj orpaHHtJHMCH 3.n;ecb yKa3aHHeM, 'ITO ]_lfk MO.lKeT C.11.Y.lKHTb 

rpaHHgef:i B Mk+i Tor~a Kor.n;a ABOHHble aJ\eMeHTbl Mk coBna

. ,~aK>T c KOHH'leCKHMH aAeMeHTaMH Mk+i; B 'laCTHOCTH, HanpHMep, 
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0rpaHHqeHHe TpexMepHoro aaMKHJTOro OAHOCTOpOHHero npocTpaH

CTBa B CAy1rne cyfMeCTBOBaHH.ff OAHOro orpaHHqeHH.ff o6AaAaeT 

3THM CBOHCTBOM 1 ). . 

33.~0cTaHOBHMC.H Tenepb Ha TpexMepHblX npocTpaHCTBax; 

IlOCTpoeHHe aaMKHYTOro OAHOCTOpOHHero TpexMepHoro npOCTpaH

CTBa HCXOA.ff H3 JJ;aHHOM 3aMKHYTOH OAHOCTOpOHlleH noBepXHOCTH, 

MOJ'KeT no cyf!!eCTBY COBilaCTb . c CHMeTpHqHblM onpeAeAeHlieM 

ABYCTOpOHHHX aaMKHYTbIX JII3• Onpe,11;eAHM OAHOCTOpoHHee' lJ{3 

CHMeTpHqHblM cnoco6oM H y6eAHMC.H, qTQ 01 JJ;eHCTBHTe.J\.bHO o6pa

THTCH .B k1: AMI npocTOTbl B03bMeM B E 3 aaMKHYTYIO noBepxHOCTb 

lO, 1, 0, O]; 6y,11;eM cqHTaTb Bee ToqKH BHYTPH aToro 1YI2 ABOHHhIMH, 

cOCTaB.J\..HlOf!!HMH ABa pa3.J\.HqHbie HenpepblBHble TpeX!\'lepHble 1'iIHCiro

o6pa3H.ff 111'3 H · M'' 3 ("cnAOWHoe" H ,,nyHKmupHoe"), coe.d1rneH

HhIMH no Jl!2; JYl' 3 HM" 3 BMecTe c JJ:f~ cocTaB.HT OAHO aaMirny+oe M::; 
B03bMeM Tenepb TOqKy A Ha al IIOBepXHOCTH Mt (cM. qi. 330) 

H paccMOTpHM ToqKH nepece'leHH.H nAOCKOCTH P H M 3 - ollH aa

KAIOqeHbI B aauITpHXOBaHHOH 06.J\.aCTH, orpaHHqeHHOH BOCbMepKoii; 

Bee BHyTpeHHHe ToqKH o6AaCTH ABOHHble,. OAHH npHHa,11;AemaT M' 3 

(,,cnAOUUtble"), ,11;pyrHe-M 13 (,,nyHKmUpl-lble"), nepeX0,11; ·c OJJ;HHX 

Ha p,pyrHe ocyf!!eCTB.J\.JleTC.ff Ha rpaHHi,!e; Tenepb HeTPYAHO BHJJ;eTb, 

'ITO o6AaCTb TOqKH A B aToM ceqeHHH Tom.ecTBeHHa c o6AaCThIO 

1WHHqeCKOH TQqKH 0 (cM. qi. 310). 

0TCIOJJ;a BbITeKaeT CAe,11;y10igHH cnoco6 onpe,11;eAeHH.H aaMKHJTblX 

OAHOCTOpOHHHX 111,,: cpe,11;H orpaHHqeHHH AOCTaTOqHa HaAHqHQCTb 

OAHOH OAHOCTOpOHHeH aaMKH}'TOH IIOBepXHOCTH, HMeIOigeii B Ka

qecTBe oco6eHHOCTeii .11.Hlllh 01' yKa3aH.Horo B (25) BH,11;a; ,11;a.11.ee 

JJ,onycTHMhI KaK orpaHaqeHH.H - aaMKHJThie OAHOCTOpOHHHe no

BepxHOCTH npOH3BO.l\bHO aayaAeHHbie, a TaKl'Ke aagen.11.eHHble 

H aan.11.eTeHHhie c ,11;pyrHMH OAHO- HAH ABYCTOf>OHHHMH orpaHH

qeHH.HMH. 

MomHo np1rnecTH JJ;Ba npaMepa OAHOCTOpOHHHX :aaMKHYThlX M 3 

0 , .{ x2 +y2 +z2 =(x2 +z2)u2 +2z(1+v)2 (1-u2 ) 
1 E 5 (x, y, z, u, v) x2 (l-u2) = v2 (x2 + JJ2-x2u2) 

CITO l.113 B Jl3 (x, y, z) orpaHHqeHHeM HMeeT no.BepxHOCTb /fycK'a 
lO, 1, 0, O] 

') 8To HeaaBHCllMO Bb1Te1<<:eT :11a TeopeMbl Dehn'a Math. A .. n. 1910. B. 69, 
cTp. 166-167. Coce4HHe c 9THM nonpocb1 paa6HpaA B. A. E<1>peMoa11q, c~.-Tpy,i;1>1 

·BcepoccHiic1rnro C'bUJ;ta .MaTeMaTHKoB, 1~27 r., cTp. 77; CM. TJ.Kllle pa6c1y 

B. A. E<1>peM1>BHqa Math. Zeitscbr. 1928. B. 29, cTp. 55-59. 
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aTo 11113 B Ba (x, y, z) orpaHHlJeHHeM HMeeT noBepxHOCTb [O, 0, 0, 1]-
C.11.e,11;y10I!!eii 3a,11;aqeii .HBJ\.HeTc.11 npeo6pa30BaHue aTHX M 3. 

K 60.11.ee npOCTOMY BHAy, HCilOJ\b3Y.ll P,Be TeopeMbI, HMeIOI!!He MeCTO· 

JJ,J\.H P.BYCTOpOHHHX ]Jf a: 1 ° - 0 B3aHM03aMeHHMOCTH . orpaHH'leHHH1. 

2° -- 0 IlOHHffl.e~HH po,11;a orpaHHlJeHHH. 

CTycTb p;aHo op,HocTopoHHee Ma HMelOI!!ee p.11,11; orpaHHlJeHHH 

M/ (i = 1, 2, ... m) o.11;Ho- H M/ (j = 1, 2, ... n) ,11;aycTopoHHHx .. 

noJ\b3YHCb BbilllenpHae.11;eHHbIMH TeopeMaMH, MOffl.HO .11;ayc-ropOHHHe· 

orpaHHlJeHHH M/ npuaeCTH K min. pytJeK, y.11;a.11..11H ace cB060.11;Hbie 

pytJKH, oqeau,11;Ho,. lJTO TOlJHOTaK me Mom.Ho co Bcex JJ1.;2 y.11;aAHTh 

Bee cao60,11;Hbie nycTbie pytJKH, TaK KaK npu ynporga10rgux npe

o6pa3oaaHHHX M02KHO ace k1 BanyHKTHpoaaTb. ,lla.11.bHeihuue ynpo

rgeHHH 6y,11;yT 3aKJ\IOlJaTbCH B npeo6pa30BaHHHX KOHHlJeCKHX J\HHHH .. 

§ 4. Ilpeo6pasoeaRBH KORB'leCKBX .l\BBBii. 

40.-3ap;aqei{ pa36HpaeMbIX npeo6pa30BaHHH .!IBJ\HeTCH: 1. -
npHBeJJ;eHHe 0,ll;HOCTOpOHHHX orpaHHlJeHHH K HOpMaJ\bHOMY BMAy,. 

B TOH Mepe, B. KaKOH lJaCTH orpaHHlJeHHH CB060,11;Hbl, 2°- npH-· 

Bep;eHHe KOHHlJeCKHX J\HHHH K HOpMaJ\bHOMY BHAY· 

41.- 3aiiMeMCH, nepBOM 3a.ZJ;alJeH: JJ,J\H npuse,11;eHHH K HOpMaJl.b-· 

HOMY BHAY OAHOCTopoHHHX n9sepxHoc1·eii 6bIJ\H BB~AeHbI ,11;se 

onepaguu [11~ u [2]A, .ux Heo6xop;tfMO 0606ajHTb Ha c.11.yqafi M 2 • 

BoabMeM e6.11.acTh orpattHlJeHHH ..H, npoH3BOAH npeo6pa3oBaHHH,. 

yKa3aHHbie Ha qi. 410, CMomeM BBeCTH o6o6I!!eHHbie onepagHH 

111. H [2]A; npeo6pa30BaHlie [11,, HBHJ\OCb npH'IHHOH o6pa30BaHHfl 

xo6orn H KOHHlJeCKOH J\HHHH (coBepmeHHO no.11;06Ho qi. 100); one-· 

pagHH (2)~ 1, ll03BOA.HIOI!!aH cpal!!HBaTb KOH!!bl ah B ,11;aHHOM cAy

lJae ,11;aeT B03M02KHOCTb cpal!!HBaTb KOH!!bl . kl BHelllHero orpaHH

t.JeHHHj ,11;eiicTaHTe.J\bHO BHlfMaTe.J\bHOe paCCMOTpeHHe. qi. 141 H 144, 
noKa3bIBaeT, lJTO onepagHH aTH npHMeHHMbl H ,ll;J\H cpaI!!HBamrn 

KOHgoB 7cl; TO.J\bKO cpaI!!HBaHHe pa3HOHMeHHblX KOHgOB (cM. qi.148) 
llOTpe6yeT ,zionOJ\HHTeJ\bHblX nOHCHeHHH: . lJT06bI llO,ll;OHTH K npe

o6pa30BaHliIO, COOTaeTCTayiorgeMy npeo6pa3oaaHHIO qi. 146, c,11;e

.11.aeM pHA scnoMoraTeAbHbIX onepaguii: CM. qi. 411 H 412; pac

c1110TpHM CHatJa.11.a npeo6pa3oaaHHe q>. 412: .ztaH Kyco:K 1113 Mem4y 

ABYMH orpaHHlJeHHHMH, HBAHIOigHMHCH sepxli:eii u HHmHeH rpaH.llMK 
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napaAAeAenHnetta; c0Bepwa11 nepeMe'!!eHHe Hmtmero orpamPieHH.ff 

CKB03b BepxHee, Mbl o6paayeM KOHH<JeCKHe AHHHH; 33IWHOMepHOCTb 

aToro ycTaHaBAHBaeT cp. 411; noc.l\e aToro aaKoHoMepHOCTb rrpe

o6paaoBaHHH . qi. 146 - Jt..1\11 M 3 MO.IKHO ycMoTpeTb 6e3 oco6b1x 

3~TPYAHeHHH; ,lt..1\11 11CHOCTH AOCTaToqHo paCCMOTpeTb, npHBe,ll;eHHOe 

_Ha qi. 413, ceqeHHe KycKa qi. 147 BAOJ\b J\HHHH All, r.it~ 3aWTpH

xoBaHbl BHYTpeHHHe ToqKH llfa • .TaKHM o6pa30M cpal!!HBaHHe -KOR

'.\!oB kl o6o6igaeTCH Ha Bee _c.l\y'IaH H CJ\eAOBaTeJ\bHO Beeb npOJ!eCC 

npHBe.iteHfOI 0,ltHOCTOpOHHeH 3aMKHYTOH 1¥2 K HOpMaJ\bHOMY BH.ltY 

MO.IKeT 6b1Tb o6o61!!eH Ha ' CJ\yqa}i. npHBe,zr;eHH11 BHeurnero OAHO

CTOpOHHero orpattH<JettHH K ttOpMaJ\i>HOMY BHAY c TOH oroBOpKoH:,. 

'ITO aa!!enJ\eHHb1e, aanJ\eTeHHbie H aa,yaAeHHb!e pyqKH orpattH'leHHH 

He- yqacTBfIOT B npeo6pa30BaHHH~- apHBetteHH11. no TeOpeMe 0 
/ .. . u -

B3aHM03aMeHI!MOCTH orpaHH'lettHH aTo YTBepm,zr;eHHe pacnpocTpa-

HHeTCH Ha BCe OJtHOCTOpOHHHe orpaHH'leHHH. 

OcTaBHM BpeMeHHO B cTopoHe cAyqaif HecBo6o.itH b!X py'leK 

TOr,zr;a ynpmgeHHH OAHOCTOpOHHHX orpaHH'leHHH 6y4yT 3aKJ\lO'I3TbCH 

1 ° - B y AaJ\eHHH nycTb!X pyqeK c orpaHH'lettHH, 'lTO He noTpe6yeT 

cne.\!,HaJ\bHb!X IlOHCHeHHH, 2° - B nepeMeigeHHH BCeX ki Ha 0,ll;HO

orpaHH'IeHHe; B aTOH onepa.i!,HH H CBH3aHHblX c HeH npeo6pa30-

BaHHHX aaKJ\IO'leHo npHBe4eHHe k 1 K HOpMaJ\bHOMY BHAY· 

42.- BBe.itettHbie ,11,0 CHX nap k1 ttaaoBeM BttewttHMH. k11 no.I\ y
qeHHYIO no cnoco6y qi. 420, H330BeM CB060AHOH BHJTpeirneH k;; 

• 
- noJ\y'leHHYIO no cnoco6y qi. 421 H330BeM CB113aHHOH BHVTpeH-

HeH kl; 11epBa1I He CB.H3aHa C orpaHH'leHli.HMH ge.l\HKOM1 noMeigaHCb 

BHYTPH M 3, BTopa11 0,11,HHM KOHJ!OM npHHa,11,J\e.IKHT orpaHHqeHHIO, 

aTH npeo6pa3oimHH.H Ha30BeM npHBe,zr;eHHeM kl K HOpMaJ\bHOMY 

BHAY· AeJ\aH nocJ\e.itoBaTeAbHO' o,zr;HocTopoHHHe orpaHH'leHHH, yme 
npHBe.iteHHbJe K HOpMaJ\hHOMY BHAY BtteWHHMH orpattH'lettHHMtt, 

Mbl IlOJ\Y'lHM tteCKOJ\bKO k1 CB.H3aHHbIX CO ccJ>epH'leCKHMH Orpa

HH'leHHHMH H HeCKOJ\bKO cB66o.itHb!X kl. j(eHCTBHTeAb~O, eCAH 

xapaKTepHCTHKa orpaHH'leHH.H He'leTHa Mbl HMeeM nepBb!H CJ\y'laH,. 

eCJ\H 'leTHa BTopoif. 

0Ka3blBaeTCH, 'lTO BCe CB.H3aHHble kl MOJKHO cocpe,zr;oTO'lhTb 

Ha OAHOM orpami'leHHH, npHMeHRH nOCJ\e,11,o:BaTeJ\bHO npeo6pa30-

BaHHH qi. 422, npH qeM OHH nepexop,.HT BO BHeWHHe k1• · B pe-

3YAbTaTe 6y,zr;eM HMeTb OJI.HO OAHOCTOpOHHee orpaHH'lettHe H tte

CKOJ\bKO BHyTpettttHX k1 CB060,zr;HbIX. npHBOAH ero K HOpMaJ\bHOMY 

BHAY• y.zr;a.l\HR BttOBb o6paaoBaBwMecR pyqKH H npHBOAH k 1 

K HOpMaAbHOMY BHAy, llOJ\Y'lHM ODHTb J\H60 HeCKOJ\bKO CBo6o,ll;--
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HbIX kl, eCAH xapaKTepHCTHKa 6b!Aa 'leTHafl, B 9TOM cAyqae BCe 

orpaHHqeHHR 6y,11,yT ,11,BycTopoHHHe, AH6o KpOMe HHX 6y,11,eT 0,11,Ha 
I . 

HHyTpeHHlUI kl CBR3aHHafl c e,11,HHCTBeHHblM .,OAHocmopOHHUM." 

orpamFieHHeM, aTO eC.11.H xapaKTepHCTHKa 6bI.11.a He'leTHa. B nepBOM 

c.11.yqae Bee CB060,ll,Hble kl, KpOMe 0,11,HOH, MoryT 6b!Tb y,11,a.11.eHbl· 

BO BTOpOM c.11.yqae BCe CB060,ll,Hble kl Haj!e.11.0 MoryT 6b!Tb y,11,a

J\eHbl. CooTBeTCTBeHHO aTHM ABYM B03MOJKHOCTRM OKOH'laTe.11.bHbie 

npeo6pa30BaHHR yKa3aHbI no cf>. 423 H 424 ,11,.1\R qacTHblX CAy'laeB. 

nepeXOAR K· c.11.yqafO Ha.11.H'lHOCTli HeCB060,ll,HbIX py'leK, MOlKHO 

XHlllb YTBepm,11,aTb, 'ITO Bee. IJbillleH3AOJKeliHble npeo6pa3bBaHHH 

HMelOT MeCTO ,11,.11.H CB060,ll,HbIX pyt.IeK H II03TOMY yMeHbllleHHe 

'lHCAa OP,HOCTOpOHHHX orpaHH'leHHH paBHO KaK H nOHHJKeHHe po,11,a 

B03MOJKHO AHlllb ,11;0 HeKOTOporo min., onpe,11,eJ\.lleMOr'O KO.l\H'leCTBOM 

CB060tJ,HblX py'leK, BC.11.e,ll,CTBHe 'lero Ha orpaHH'leHHRX MoryT co

xpaHHTbCR BHelllHHe KOHH'leCKHe .II.Hmm. TaKHM o6pa30M B ·oTH,O

meHHH KAaCCHcf>HKaJ!HH CHMeTpH'lHO onpe,11.eAeHHblX 0,11.HOCTOpOHHHX 

M 3 coo6palKeHH.R, HMeIOIJ!He CHAY ,11,AR ,11,sycTopoHHHX M 8 ycAoJK

HflIOTCH A\1Wb IIOHBAeHHeM He IIpHB0,11,HigHXCR .K HOpMaJ\bHOMY 

BHAY BHelllHHX kl. 

Uber geschlossene einseitige dreidimensionale Riume. 
W. Lwowski. 

Die ,, K e g e I el e m en f e" welche hinreichende Einse'tigkeits

bedingungen sind bei symmelrischen Raumdefiniticn, !assen alle 

stetigen Transfcrmationen die fiir zweiseitige C:reidimensicnale 

Raume e!ngefiihrt sind (,,Ober geschlcssene zweiseitige dreidimen

sionale Raume" .lKypHaA AeHHHrpa,11,cKoro <PH3. MaT. 0-Ba V. I 
(1927), S. 169-180) auf diese e:nseitige Raume anwende'n 



Sur une integrale definie et SOD application a la theorie 
des formules sommatoires. 

Par N. Koschliakov. 

lntroduc".i on. 
'k) 

Seit k > 2 est un nombre pair et dln) - le nombre des di-
v!seurs de n qui sc nt des puissances kiemes. 

Dans ses notes recent es M. Wig er U' a etudie la somme 

"~ (k) 

(1) ".d(n)f(n), _.._ 

pcur les cas parliculaires 

f (x)= e-x et f(x)=1. 

II a deduit ses resultals a l' aide de la fonction entiere 

(2). !};~-: = ~!J~-(-~l_+):J :.p+ -i)-' 
:J.=0 µ k 

analogue a celle de Besse I. 
Ncus aliens montrer, dans cet article, que l'etude de la 

scmme (1) depend des quelques proprietes de l'integrales definie: 

"' 'k) r J at 
(3) Ll·"> =I cos -c cos x t k 

u t t 

et nous arnvons de cette maniere a la formule scrnrnatoire 
suivante: 

., < ~ -~l ~ I I 

(4) ~d'(u)f(n)=f{~(k)+ ~~U)x"- }f<x)dx+ 
n>e< o. 

i "' rj 1 . 1 

+4(2it)-y- l~sl~\fL<kT(2n)T- l V n.x] x-y- 1f(x)dx 1 
12=l ':/.-

* Sur une extension de la serie d.e Lambert. (Arkiv for Matern. Bd. 
19A, Ne 8. 1925). 

Sur une nouvelb fonction entiere et son application a la theorie des nom 
bres. (Math. Ann. Bd. 96. 1920 ). 
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~ (s) est la fonction connue de Riemann et 
(k) x---, 1 l 

StnJ= ~ ~----
"~ dl--!-' 

ou l'accent, affectant la ~omme, signifie que d parcourt seule
ment les diviseurs de n complementaires a ceux qui sont des 
puissances kiemes. 

(5) 

(6) 

(k) (k) 
1.. Sur Jes fonctions Kve> et L(x). 

Considerons l'integraLe definie: 
1 

(k) s"' e--y;:- dt 
K(xJ = t cos xtt-

o 

ou aura 

(7) 

(8) 

00 

(k\ J 1 dt L('xJ= cos --y- cos xt -----r- • 
u t t 

Demcntrons, maintenant, que 
°' k 1 1 
fe-"'L 1"i(avx)x1:- dx= 

0 
k 

~ - 1 2---; ! l ___;_(2_m_+'---'l )_" __ i ,,_(k_-_1-'-) - ti. exp r- (2 !I + } ) ~} 
=( - l) 2 2~ ~ e 2k + 

m=o 

+e 
(2m + 1) 1ti (k - l) [ '2 "' J l 2k - a exp ( ni + 1) 2k 

on voit que 

J"'. -xL(k)( ,'/-)+-Id =,"-1J':t"cost dt 
e IX V X X X 'J. 2k 11, ' 

o o t +a 
d' autre part 

k 
t 

~k ik 
t +a. 

A k 

Ai_ A2 2 , 
= t' + (aa)'+ t' + (cte.3)• + ..... + t' + h/- iyi , 

A1e 
A A 2 +--1- + . + ..... +-----

t' + ( ~ )2 t• + ( ; )~ t' + ( k ~ 1 y , 
~ 

f • 



Sur une integrale definie. 

cu 
-r;i 

"2k 
s=e 

et A,,.. A,,. sent des imaginaires conjuguees. 
Mais 

et 

.!.._ _ l _ (~m - 1) r.:i (k - 2) 
l! Ct.2 - k 2k 

A,,, =(-1) -,.,-. - e 

00 

f costd __ it -a 
t• + a, t - 2a- e ' 

0 

<l'cu il resulte l'egalite (8).--

3. L'etude de la fonction r; (x). 

12: 

Designons pour abreger, par c; (x) le fonction · de la variable 
<:cmplexe x 

I ., l 
k - l "'1 (k) (k) I k + 1 k -] 

c; (x)=2 ·(27t x) ~ S(n) K L (21.) Jinx (9) 
n=I 

et demontrons maintenant que la somme (9) converge uniforme
ment dans chaque domaine de la variable x definie par les ine
gaHtes 

" k 
(10) y(x):~ yx0 > 0, -- ; < ar.'fx < -; , 

ou x est un nombre positif, pris arbitrairement. 
j; 

En vertu de la formule (5), on obtient: 

"' . 

(11) 
f (k) 8-1 J ( s 1 \ Tt8 
1 K(xJ x clx=--,;-I' (sJ I' 1--,;- - -k + 11cos-2 , 
., /1; \ Ill I 

0 

O< R(.~)-1 >1 
k , 

d'ou il resulte que 

(12) 
pl&+H-ioo T.S 

(kl 1 f ( 8 1 \ cos 2 ds 
K<x) =-2iti I' (s) r -[- -y + 1) -,,-.x-8 -, O < p < 1. 

pk+l-ioo 

A l'aide de la formule de Stieltjes 

• ( 1 . "I I\ 
1r1a·.1=0 \ltl'-- 2 e- 2 . t). ii='t+it, 
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en trouve 

OU 

Par N. Koschl,iakov. 

IK(kj1< ~Jf. "'r - r ;k -- JC?! ] t tpk+p+l dt. 
(x) pk+l e '• 

r o 

i-.:; 
x ,~re'; 

1JrI0 est une constante independante de r. 
En supposant 

on obtient 

(14) 
(kl M 

l!K(x>\ < pkf.1 ' , 
r 

ou la constante M1 est de la meme nature que ~Mc. 
Revenons a la relation -(9~ -et reprenons la Somme 

"' l 
"" (k} (k) k+ 1 k --
~ S(n} K I (27t) V m: J, 

n>N 

cu N est un ncmbre pcsiff, aussi grand que l'on voudra. 
En designant 

f(I) 
x=Re , 

on ob tie ndra, en vertu de (14), 

"' (kl (kl i +I k --1 ~, s<kJ 
'LS(n)K [(27t)" ynil <M2~~~ 
n>N n>N r/' k 

a conditions 
k " 

(15) v'R>J1R0 >0, 

ou R6 est un nornbre positif, pris arbitrairement. 
Or, la serie infinie: 

"' (k) 

(16) ~(ks)~(s-++1)= ~c:: 1 
=l 

converge absolument pour 
1 

R(s)>T· 

Done, la sene (9), dont la sornme represe-- te la fcnction G (x), est 
uniforrnernent convergente clans chaque domaine de variable cc, 
defini par !es inegalites (15). 
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Une des proprietes Jes plus importantes C:e la fonctiion cr (:r} 
est, comme nous allons le demontrer, le developpement de cette 
fonction en des fractions rat;onnalles: 

(17) 

__!_ _ l 

( ) 1 1.,, k) 1 "( 1 \ x k 
G X = ----:::;- - -;-(_,( -~ -·-~ -)-· .--::- + 

4 ... :i:; 2 2k k' . .. 
sin 2k 

= 
~

., (k) 
x d 1nl 

rr :i:•+n'· 
n=:l 

En effet, des egalites (9), (12) et (16) on deduit la relation 
I 

I ~~- ITT 
--1 1 f . 1 1 cos 2ds 

o·(x)=2·(27tx) k 2rri I'(ks)P(s--k+1)~(ks)~(s--,;c-+1) <k+ls 
' . I (2ot) , c7J 

::i+--1:,--ic.o 

ou x>O· 

A l'aide de la formule bien connue de Riemann 

2 7tZ ( ) l' ( . cos 2 i;; z . z) 
Y(l-z)----

on obtient: 
"' - (27r)Z ' 

. -p·+:o 

G (.x) = 2 ~~1· -~ _(s~: ~~(l t)· S 

2xsin -,- · -
· 2 \X 

-p-ioo 

Prenons pour le contour de !'integration le rectangle ABCD. 
dont les cotes verticaux passent respectivement par les points 
s= -pet s=e+ i (O<p<l). 
La fonction 

admet Jes nombres 

t (s1 i;; (ks) w(s)= -- - -
' 7tS f1')·S 

2.v sin - · I ---
2 \ x. 

1 
·S=0; S= k ,s=1 

comme poles simples, et Jes residus correspondants sont 

1 R ----o- 4nx ' 

Soit 2& la hauteur du rectangle ABCD. 
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En faisant croitre l'> intefiniment on trouve que les integrales 

·f cp(s)ds et frp(s)sd 
nc AB 

iendent ,vers zero. 
En vertu du theoreme de Cauchy, on obtient 

, r+1+ix: 
1>(x)=R0 + R 1 + R1 + ~·r· ~)_fQ~J-.-as. 

_ 2m .:s ( 1 \ s .. 
k · . 2xsin -2 • -;' 

r+l-ioc x 

Or, la serie de Dirichlet 
00 lk) 

~(s)~(ks) = ~~J~ · 
n=I 

converge absolument pour R (s) > 1, et nous pouvons done ecrire 

e resultat precedent sous la forme: 

( ) -- J__ _!_ >'(k) _!_ )' (..!.. \ X -!-1 ~oo \n) _..!._ fp+I+zoo ds ' 

v X -hx-t- 2 <., +2k"' k I .. ,.. .+ d\kl 2'n'i. ( s'• 
I I .. .. 1tS ft \ 

sin 2-k n=I 2x sin - ~ ) 
•. 2 \ x J 

En tenant compte de la formule de Mellin 

p-\-1 - ioo 

1 1· 1tas 
2"i .. 2 sin~· m" 

2 
r+l+too 

1 
.1 ·r In' I f > o.' 

p- 1Ll - ioo 

<>n trouve le developpement (17) pou le cas x > O. 
En posant 

x=re 

-~-1 
et en choisissant pour x " la determinati?n 

..!..._1· (..!..-1)[1ogr+q»], 
" l.; x =e --r:<qi<r: 

<>n obtient, d'apres le principe fondamental du prolongement ana
]ytique, le developpement {16) a condition 
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4. Sur une formule sommatoire. 

Soient cx. et -~ les points ou un contour ferme I' est coupe par 
1'axe reel. Designo~s par cxy'~ la partie superieure et par cx.y''[:!i la 
partie inferieure de ce contour. 

En supposant 
m-1<cx.<m, n<~<n+ 1, 

-On trouve, en vertu de (17), 

~ . 
n>~ 1 

2 dt~ f(n)= f {~(k)+ ! ~ ( ~) :t -,:-l ) f (k) dx + (18) 
n>a 

+ lim { J f (z) r; ( - iz) dz + J f (z) cr ( iz) dz } , 
0->0 a, r '~1 a,y "~. 

OU 

En remplacant dans cette egalite cr ( + iz) par la serie infi
nie (9) et en admettant que l'interversion du signe de limite 
avec le signe de sommation soit legitime, on trouve la formule 
sommatoire suivante: 

~ 
n<~ 1 

(19) ~ d~~lf(n)= J[~(k) + ! ~(Dx"-1 Jr<x)dx + 
n> IX 

\, ~ 
. 1 = f. 1 k 1 k-1 ~ (k) (k) k+1 - -,:-1 
+ 4(2<t) 2 8(n) L [ (2n) Jinx J x f(x) dx. 

n=l 

En faisant ex.+ 0, ~ + 0 et en posant 'f (z)=e -xz clans cette for
rnule, on aura en· vertu (8), le resultat de M. Wig er t: 

(20) 
~(k) r(1++)u{-) 1 

Lk (x) =---;;- + . 1 + 4 + 
xT 

1 2'--1 \ ( "1 ~-I -;; 2 (2m+l) (k-l)"i 1+T _ ~+~E) + (-l) 2 (2n) " e --2-k-- L _(2n) e 2k + 
I ~ k 1 , 

kxT m=O Xk 

. (2m+\) (k-l)iti 1+ ~ (2m+I )iti )_j 
+ - 2k L I (2nl e 2k 

e k( _!__ . • 
\ .'.!;k 
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OU 
k "''1 (kl L (:r) = ~ d \nl e -nr , 

k ........ 
L (J) = ~, si~l e- 11; x. 

" ....,;;;;., 
u==.1 n= 1 

En appliquant la formule (18) avec 

m=1, O<ix<l, f(x)=~, R(s}>l, 
,'.)'.; 

on obtient 

(21). 

.2__1 
1-s k 

Y(ks) ~(s)=~(k)-a.- + Y(l~\CI._. - + 
.., · s-1 · .., \ k 1 sk-1 

o:+iO":J -;i:-z:io 

+ J"o (~iz) di +j'_c~z) di 
8 ;.; ' z z 

express1cn qm represente ~(ks)~ (s) clans tout le plan de la 
variable s. 

En eg-alant a. a !'unite, on obtient la representation integrale 
suivante: 

"" 

(22) Y (k ) y ( )-- t;; (k) t;; ( -'.t) ;·a (t +il /sarctg t + -:; (t--i) e- isarctg ( 
l, s .., s -,s-=f + sk:_( + i· dt, 

0 (l+t')"T 
OU 

.R (s) > 1 . 

06 OAHOM onpeAe.iieHHOM HHTerpaAe H ero npDAO~e
HHH K TeopHH cyMMaTOpHblX cf>opMy A. 

H. C. Kow.ll.11Koa. 

B HaCToHigeii .llaMeTKe aBTop npHMeHHeT cBoHCTBa cpyHKJ!Hl-1 

L(k) (x), onpe;i;eAHeMofi HHTerpaAOM 

(k) J' 1 dt L <irJ = cos 'k: ·cos xt · · -i le~-~ 2 , 
t t ' 

I) 

n>r:J. 



Verscharfung eines Satzes von Woronoi . 
• 0. Zitomirskij. 

E .in I e it u n g. 
';:;_, 

In seinen Untersuchungen iiber positive quadratische F ormen 
beweist W or o n o i u. A. einen geometdschen Satz, welcher die 

· Theorie einer gewissen Klasse von Teilungen des n'dimensionalen 
linearen Raumes in konvexe Bereiche auf die Theorie jener For
men zuriickfiihrt. 1 Den Gegenstand der vorliegenden Abhandlung 
bildet die Verailgemeinerung jenes Satzes auf eine umfassendere 
Klasse von Teilungen. . 

Es sei im n' dimensional en linearen Raume ein n' dimensional es 
Punktgitter gegeben. Dann entspricht jedem Gitterpunkte das 
Gebiet der Raumpunkte, welche ZU diesem Gitterpunkte naher 
sind als zu den iibrigen. Sclche Gebiete hat B. N. De I au nay 
Dirichletsche Bereiche genannt ', weil das von Dirichlet auf die 
Reduktionstheorie der quadratischen Forrnen angewandte Sechseck3 

das erste Beispiel derselben b;etet. Ein Cirichletsches Bereich des 
n'dimensionalen Raumes ist ein n'dimensionales konvexes Polye
der. Die Dirichletschen Bereiche eines n'dimensionalen Punktgit
ters sind gleich und . parallel orientiert. Sie erfiillen den ganzen 
n'dimensionalen Raum. wobei · sie nur in vollen Seitenraumen 
zusammenstossen, d. h., zwei Dirichletsche Bereiche haben alle 

. Punkte eines Seitenraumes gemein, sobald sie einen inneren Punkt 
desselben gemein haben. 

Allgemein nannte W or on o i Paralleloeder gleiche und paral
lel o.rientierte konvexe Polyeder, welche den ganzen Raum erfiil
len, wobei sie nur in vollen Seitenraumen zusammenstossen. Die
ser von Fe do r o w 4 eingefiihrte Name stammt von der leicht zu 

. 1 Cr. J., B. 134, ss. 212-273. 
2 Proc. of the Congnss of Toronto p. 697. 
• Cr. J., B. 40. 
4 Ha'laJ\a y'leHHH o <}lnrypax (1885). 
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beweisenden Eigenshaft. der Paralleloeder durch paarweise paral
lele n-l'dimensionale Seitenraume begrenzt zu sein. 

Die Dirichletschen Bereiche sind nicht die einzig moglkhen 
Paralleloeder; z. B. verwandelt eine beliebige Affinitat ein Dirich
letsches Bereich in ein Paralleloeder, welches im Allgemeinen 
schon kein Dirichletsches Bereich ist. 

Nun hat W or on o i folgende Frage gestellt: 
1st jedes Paralleloeder einern Dirichletschen Bereiche affin? 
Diese Frage hat W or on o i fiir Paralleloeder, welche er pri-

mitiv nennt, bejahend gelost, und ausserte dabei die innere Ueber
~eugung, class die Antwort fiir alle Paralleloeder bejahend ist. 
B. N. D el au nay hat neuerdings, aus ganz anderen Prinzipien 
als W or on o i ausgehend, tiefgehende Untersuchungen iiber vier
dimensionale Paralleloeder aufgestellt und alle diese Parallelo~der 
bestimmt. 5 Dabei hat er u. A. die Woronoische Vermutung riir 
n < 4 in vollern Urnfange bestatigt. 

Wir wollen erklaren, was W o r on o i unter Primitivitat versteht. 
Ein Paralleloeder R besitzt Seitenraurne P(v) von jeder Dimen
sionszahl Y=n-1, n-2, ... ,0. Ein P (n-2) ist der. 'schnitt 
zweier P(n-1), ein P(n-3) ist der Schnitt wenigstens dreier 
P(n-1), u. s. w. Allgemein ist ein P(v) (v=n-2, ... , O) der 
Schnitt von wenigstens Y P (n -1). Daher gehort ein P (v) des 
Paralleloeders R wenigstens Y + 1 Paralleloedern, denn er muss 
ja, ausser dem Paralleloeder R selbst, noch den ihm langs jene~ 
P (n-1) anliegenden Puralleloedern gehoren. Wenn in einem 
P (v) gerade Y + 1 Paralleloeder zusammenstossen, so 'heisst 
dieser P (v) primitiv. Wenn ein P (v) primitiv ist, so ist auch 
jeder ihn enthaltender P (v+ 1) primitiv, denn sonst wiirden alle 
im P (v) zusammenstossen.den Paralleloeder in diesem P (v + 1) 
zusampienstossen, was ein Widerspruch ist. So fortfahrend, iiber
zeugt man sich, class alle einen primitiven P (v) enthaltenden 
P (v+l), P (v +2) .... P (n-3) und P (n- 2) primitiv sind. 
Sind also alle P (0), d. h. alle Ecken, eines Paralleloeders R
primitiv, so sind es auch seine P (1), P (2), ... , P (n-3) und 
P (n - 2). In diesem F alle heisst das Paralleloeder primitiv. 

Eine bemerkenswerte Eigenthiimlichkeit der Woronoischen 
Beweismefhode ist die, dass sie die von H. Mink o w sky be· 
wiesene zentrale Symmetrie der Paralleloeder 6 nicht voraussetzt. 

5 Mem. de l'Acad. des Sc. Leningrad. (1929). 
• Nachr. d. K. G. d. Wiss. Cottingen, 1897, ss. 198-219, 
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Ich habe bemerkt, class man die Woronoische Methode ohne 
Benutzung der Symmetrie so abandern kann, class es nur die 
Primitivitat aller P (n - 3) vorau:Szusetzen geniigt. 

Wenn man aber die Symmetrie benutzt, so kann man einen 
darauf fussenden Hilfssatz von B. N. De I au nay 7 heranziehen, 
und dies erlaubt den Woronoischen Satz auch dann zu beweisen, 
wenn man nur die Primitivitat aller P ( n - 2) voraussetzt. Durch 
Benutzung der Symmetrie lassen sich ausserdem manche T eile des 
Woronoischen Beweises durch einfachere Betrachtungen ersetzen. 
Den Inhalt dieser Abhandlung bildet eben der Beweis des Woro-

, noischen Satzes fiir Paralleloeder, deren alle P (1~ - 2) p~i

mitiv sind. 
Die darin enthaltene Verscharfung des Woronoischen Satzes 

wird durch Verwendung einer besonderen Flache erreicht, welche 
ich ,,Philter" nenne (siehe §§ 7, 8). 

In der Paralleloedertheorie bin ich ein Schiiler von B. N. De
l au nay. Wenn es mir also gelungen ist einen Satz dieser t'heorie 
~u verscharfen, so verdanke ich es in hohem Masse. seinem Einflusse. 
Es ist mir eine angenehme Pflicht d:esen Umstand ~u betonen. 

Der Hilfssatz von B. N. Delaunay. 

§ 1. Fiir das Folgende brauchen wir zu kennen, wie die Pa
ralleloeder in den P (n -1 ), P (n-2) und P (n - 3) zusammen
stossen konnen. Im Falle n= 3 sind dies bzw. ihre Seitenflachen, 
Kanten und Ecken. Die moglichen Arten des Zusammenstossens 
sind fiir alle ~ > 3 dieselben. Um lange Erklarung~n zu vermei
den, moge man immer an den Fall n=3 denken. 

In einem P (n -1) beriihren sich immer zwei Paralleloeder. 
Die mogHch~n Arten des Zusammenstossens in einem P (n- 2) 
oder P (n - 3) hat B. N. Delaunay ermittelt. 

In einem P (n - 2) konnen drei oder vier Paralleloeder zusam
menstossen. Wir setzen aber im F olgenden fest, class alle P (n - 2) 
primitiv sein sollen. Also bleibt nur der erste Fall mo glich. 

In einem F (n - 3) konnen die Paralleloeder in fiinf Arten 
zusammenstossen. Von diesen kommem aber nur in zwei lauter 
primitive P (n - 2) vor. In der ersten giebt es vier Paralleloeder. 
lhre Winkel beim P (n - 3) liegen einander so an, wie die Scheine 
der Seitenfla_chen eines Tetraeders aus einem inneren Punkte. 

• 7 Mem. de l'Acad. des Sc. Leningrad (1929). 
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In der zweiten giebt es sechs Paral!eloeder. Ihre Winkel beim 
P (n - 3) liegen einander so an, wie die Scheine der Seiten
flachen eines Parallelepipeds aus <lessen Mittelpunkte, und sind 
einander ebenso paarweise symmetrisch. 

Fur eine spatere Anwendung brauchen wir nur zu bemerken, 
<lass in beidcn Fallen die gemeinsamen P ( n - 1 ), der Paralle
loeder, welche eins und dasselbe Paralleloeder beriihren, sich alle 
in einem, von den P (n - 2) dieses Paralleloeders · verschiede
nen, n-2' dimensionalen linearem Raurr.e treffen. 

Konstruktion der Paralleloederfunktionen. 

§ 2. Wir we~den Vektorbezeichnungen gebrauchen. Dabei 
werden wir Skalarc <lurch lateinische, Vektoren <lurch griechische 
Buchstaben bezeichnen, und skalare Produkte und Quadrate wie 
in der gewohnlichen Algebra schreiben. Gelegentlich werden wir 
Punkte <lurch ihre Polvektoren in Bezug auf einen festen Pol andeu
ten. Insbesondere werden wir einen veranderlichen Pnnkt <lurch ; 
und den Mittelpunkt eines Paralleloeders Ri <lurch Ai bezeichnen. 

Wenn der Raum in Dirichletsche Bereiche Di geteilt ist, so 
besitzen die Abstandsquadrate (; - ),i)~ eines veranderlichen 
Punktes von ihren Mittelpunkten folgende Eigenschaft: die Funk
tion (!; -A.i)2 ist im lnnern des zugehorigen Bereiches Di kleiner 
als jede andere Funktion (~ - AJ)2. , 

Anstatt der quadratischen Funktionen (~ - Ai)2 =~2 -2Ai1; + ),i2 

kann man die linearen Funktionen ~2 - (1; - Ai)2 =2/,i!; - ),i2 ein
fiihren, welche folgende Eigenschaft besitzen: die Funktion 
'Di~ - A/ ist im lnnern des zugehorigen Bereiches Di grosser 
als' jede andere Funktion 2Aj i; .:__ 1/. ' 

An erster Stelle werden wir nun fiir eine beliebige Teilung 
des Raumes in Paralleloeder Ri mit lauter primitiven P (n - 2) 
ein System von Iinearen Funktionen Ui (t) konstruieren, welch~ die 
Eigenschaft der Funktionen 2),i; -- Ai~ besitzen. Durch Multipli
tion mit ·- 2 und Hinzufiigung eines nur von ; abhangigen Glie
des werden wir daraus ein System von Funktionen erhalten, 
welche die Eigenschaft der F unktionen (~ -A.;)2 besitzen. Endlich 
werden wir diese Funktio~en <lurch eine passend gewahlte Affinitat 
in die Funktionen (i; - /,i)2 selbst iiberfiihren. Daraus wird aber 
der Woronoische Satz unmittelbar fliessen. Dies ist eben der Ge
danke des Woronoischen Eeweises. 
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~ 3. Satz J • Wenn der Raum in Paralleloeder R mit lauter 
primitiven P (n -2) geteilt ist, so lasst sich ein System vcm 
Funktionen U.i (;)=xi~+ci konstruieren, welche die Eigenschaft 
besitzen: die Funktion Ui (~) ist im Innern des zugehorigen Paral-
1eloeders Ri grosser als jede andere Funktion Uj (!;). 

Man kann dieser Eigenschaft einen anderen Ausdruck geben, 
namlich, class die Differenz uj (!;)- ui (~)=(CXj - ai) 1; +(cj- ci) 

im Innern des Paralleloeders Ri negativ, im Innern des Pa .·a lie lo· 
eders Rj positiv ist, cder aucn, <lass die Gleichung Uj (i;) - Ui (i;) = 
= ( aj - ai) ~ + ( cj - ci) = 0 die Gleichung eines die Parallelo-· 

eder R,i, Rj trennenden n - 1'dimensionalen Raumes ist, in 

welcher der Normalvektor (o:. - :xi) von der Seite Ri nach der 
J 

Seite Rj hinweist. 

Fur zwei sich in einem P (n - 1) beriihrende Paralleloeder 
Ri' Rj ist uj (!;) - Vi (~) = (aj - 17.iH + ( Cj - ci) =0 eine Gleichung 

dieses P (n -1), in welcher der Normalvektor von der Seite Ri 
~ach der Seite Ri hhweist. Die NormalgleicJrnng uij (~) =£ij 1;

-Pij = 0 diese3 P (n -1), in welcher sij der von der Seite 

Ri nach der Seite Rj hinweisender Einheitsnormalvektor ist, ist 

aber gegeben. Also ist die Differenz ui (!;)- ui (;) =a.ij Uij (!;) 

gegeben, sobald der Modul aij des Normalvektors des P (n-1) 
gegeben ist. 

Bei der Konstruktion des Systems der F unktionen Ui; (;) we r
den wir nur der Bedingung zu genilgen suchen, <lass fiir je zwei 
sich in einem P (n -1) beriihrende Paralleloeder Ri, Rj die Dif-

ferenz ~j (~)- Ui (;) im Innern des Paralleloeders Bi negativ, im 

Innern des Parelleloeders Rj positiv, oder, was damit gleichbe

deutend ist, im lnnern des Paralleloeders R 1: negativ, auf dem 
Trennraume Pij (n -1) gleich Null sei. Die Gultigkeit dieser 

· Bedingung fiir ein beliebiges Paar von sich auch nicht beriihrenden 
Pa:-alleloedern Ri, Rj werden wir erst nach Beendigung der Kon
struktion bestiitigen. 

§ 4. Von zwei sich in einem P (n - 1) beruhrenden Paralle
loedern werden wir im Folgenden einfach sagen, class sie sich 
beriihren, dagegen yon zwei sich in einem P ('') von niedrigerer 
Dimension beriihrenden, class sie zusammenstossen. Den Beriih· 
rungsraum zweier sich beruhrender Paralleloeder Ri, Rj werden 
wir d:µrch Pij (n - 1) bezeichnen. 
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Es seien Ro, R 1 zwei Parallelceder, welche sich im P 01 (n -1) 
beriihren. Wenn die Funktion U0 und der Modul a01 gegeben 
sind, so ist auch die Funktion U1 eindeutig bestimmt, denn es 
ist ul = Uo +ao1 Uor· . 

Es seien R0 , R 1 , R2 drei Parallekeder, welche in einem 
P (n- 2) zusammenstossen. Wenn die Funktion U0 und der 
Modul aOI gegeben sind, so sind auch . die Funktionen U1' u2 
eindeutig bestimmt. In den Ausdriicken dieser Furiktionen U1 = U0 + 
+ llo1 Uo1 ' U2 = Uo + a02 Uo2 ist. namlich nur die Zahl ao2 unbe-

. kannt. Die Vorderungen, welche sie befriedigen muss,· sind fol
gende: a02 .muss positiv sein; U2 - U1 =a02 u02 - a01 u01 muss im 
Paralleloeder R1 negativ, in allen Punkten des P12 (n ~ l) gleich 
Null sein. In all en Punk ten des P ( n - 2) sind u01 , u02 beide 
glekh Null. Also ist es auch a02 u02 - a01 u01 , bei beliebiger 
Wahl von a02 • Wenn man also a02 so wahlt, class a02 u02 -

-a01 it01 in einem weiteren Punkte ~o von P 1,,(n-1) gleich 
Null wird, d. h. a 02 aus der Gleichung a02 u02- (;0)=a01 u01 (~0)' 
bestimmt, so wird a02 u02 - a01 u01 in allen Punkten des P12 (n -1) 
gleich Null sein, wie gefordert. Nun wollen wir dem Punkte 
~o eine spezielle Lage geben. Es sei ~ 1 ein innerer Punkt von 
P 01 ( n - l) und ;2 ein innerer Pun kt ."von P 02 ( n -1 ). · Die 
Strecke (;1 , 1;2) verliiuft im lnnern des Paralleloeders R0 , und 
schneidet die Verliingerung des P12 (n -1 ); den Schnittpunkt 
wollen wir eben fiir. den Punkt ~o nehmen. Dann sind U 01 (;0) , 

u02 (1;0) beide negativ, und die Gleichung a02 u02 (;0)=a01 Uo1 (~o) 

liefert fiir a02 einen positiven Wert, wie gefordert. Ein Punkt ; , 
welcher die Gera,de (1; 1 , 1; 2) in der Richtung 1;1 , ; 2 durchlauft, 
iibersch~eitet P 01 (n -1) im Punkte 1;1 in der Richtung R1 , R0 und 
P02 (n -1) im Punkte \;2 in der Richtung R0, R2• Daher muss 
bei dieser Bewegung u01 bestandig abnehmen-.und. u02 bestandig 
wachsen, also a02 it02 - a01 u01 bestiindig • wachsen. Hieraus folgt, 
dass a02 u02 - a01Uo1 im Paralleloeder R1 negativ ist. Hiermit 
sind alle Vorderungen befriedigt. 

Es seien nun RH R 2 •• •• die Paralleloeder, welche ein gege
benes Paralleloeder R0 in den P (9i -1) beriihren, welche sich in 
einem P(n -3) treffen. Wenn die Funkfon U0 und der Modal a01 

gegeben sind, so sind auch in diesem Falle die iibrigen Funk
tionen U1, U2 , .. , eindeutig bestimmt. In den Ausdriicken dieser 
FunkFonen U1 = Uij + llo1 Uo11 u2 = Uo +ao2 Uo2 ••• ' sind zwar 
die Zahlen a02 , •• , unbekannt. Wir wissen aber (§ 1), dass die 
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gemeinsamen Seitenriiume P 12 (n-1), .. , der Paralleloeder R 1, R2, • • 

sich in einem n - 2' dimensionalen Raume schneiden, welcher 
mit keinem der sich im P ( n - 3) treffenden P ( n - 2) zusammen
fiillt. W enn man in diesem Raume einen dem P ( n - 3) nicht 
gehorenden Punkt ~o wiihlt und die Zahlen a02 , • ., aus den Gleich
ungen a02 u02 (~0)=a01 u01 (~0), •. , bestimmt, so folgt aus dem 
Vorhergehenden unmittelbar, dass fiir jedes Paar sich beriihrender 
Paral!eloeder die Bedingung des § 3 erfiillt sein wird. 

§ 5. Die Funktion Ui='Y.i~+ci des Paralleloeders Ri ist durch 
den ·lnbegriff des Punkte"s ai und der Zahl ci bestimmt. Wir 
wollen sic deshalb den Zahlpunkt des Paralleloeder Ri nennen. 
Entsprechend nennen wir: das Paar der Zahlpunkte der sich · 
im Pij (n -1) beriilirenden Paralleloeder Ri, Rj -die~ Zahlstrecke 

des Pij (n - 1 ); das Tri pel der Zahl punkte der in einem P (n - 2) 

zusammenstossenden Paralleloeder Ri, Rj , Rk - das Zahldreieck 

dieses P (n - 2); den lnbegriff der Zahlpunkte eines Parallelce
ders Ri und der Paralleloeder Rj, Rk •• ., welche es in den samt

lichen sich in einem P(n- 3) treffenden P(n-1) beriihren,
die Zahl pyfamide dieses P (n - 3) des Paralleloeders Ri. Wenn 
man von den Zahlen ci absieht, so erhiilt man wirkliche Punkte,. 
Strecken, usw. 

Wir wollen nun beweisen, class die Zahlpunkte der siimtlichen 
ein gegebenes Paralleloedei' R 0 in seinen P(n ~ 1) beriihrenden 
Para1leloeder R 1, R 2 , • ., R, eindeutig bestimmt sind, sobald der 
Zahlpunkt U0 des Paralleloeders R0 und dje Lange a01 der Strecke 
( a0, cx1) des Seitenraumes P 01 ( n - 1) gegeben sind. 

§ 6. Mit Hilfe des Zahlpupktes U0 und der Lange a01 liisst sich 
die Zahlpyramide A eines dem P 01 '(n -1) gehorenden P(n-3) 
konstruieren. Diesen P ( n - 3) wollen wir mit P0 (n - 3) und seine 
Zahlpyramide A rnit A0 bezeichnen. Jeder andere P(n - 3) des 
Paralleloeders R 0 !asst sich mit P0 (n - 3) durch eine Kette 
P 0 (n-3), P1 (n-3), .. , Pm_ 1 (n-3), P(n-3) von P(n-3) 

des Paralleloeders R0 .verbinden, welche der Reihe nach durch 
P ( n - 2) verbunden sind. Die Zahl pyramide A0 enthiilt nun ein 
bestimmtes Zahldreieck des P(n - 2), welches P0 (n-3) mit 
P1 (n - 3) verbindet, dieses Zahldreieck gehort einer bestimmten 
Zahlpyramide A1 des P1 (n - 3), und so kann man fortfahren, bis. 
man endlich die Zahlpyramide A des letzten P(n -3) erhalt. Bei 
gegebener Wahl der Zwischenk~tte P1 (n--3),.., Pm-1(n-3 
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erhalt man auf diese Weise eine bestimmte Zahlpyram:de Li. \Vir 
wollen nun beweisen, dass die Zahlpyramide 6. vcn der \Vahl 
der Zwischenkette nicht abhangt. Dies kommt darauf an, zu be-

·weisen, dass fiir jede geschlossene Kette P0 (n - 3), P1 (n -3), .. , 
P111 _ 1 (n-3), P(n-3)=P0 (n-3) die Zahlpyramide 6. mit 
der Zahlpyramide ii0 identisch ist. Verbindet man zwei Glieder 
dieser geschlossenen Kette <lurch irgend eine Querkette, so ge
niigt es den Satz flir die beiden geschlossenen Ketten zu beweisen, 
welche aus der Querkette und den beiden durch ihre Endglieder 
bestimmten Te:lketten der gegebenen geschlossen Kette zusammen
gesetzt sind. Flir eiµe Kette, deren alle Glieder einem und dem
selben P ( n ::_ 1) gehoren, ist ab er die Richtigkeit des Satz es klar, 
denn die Zahlpyramide eines jeden G!iedes der KeUe hat in die
sem Falle mit der Zahlpyramide des vorhergehenden Gliedes cine 
bestimmte Zahlstrecke jenes P (n-1) gemein, welche bereits 
durch die Zahlpyramide 6.., bestimmt ist und seinerseits die Zahl
pyramide D.. bestimmt, wie auch die Zwischenkette gew1ihlt werden 
moge. Alles kommt also darauf an, zu zeigen, class jede geschlos
sene Kette mit Hilfe einer Reihe von -Querketten sich immer auf 
mehrere geschlossene Ketten der zunachst erwahnten"' Art zuriick
fiihren lasst. 

§ 7. Fiir diesen Zweck schlagen wir um einen inneren Punkt 
des Paralleloeders R0 einen · n --1'dimensionalen spharischen 
Raum 1: und projizieren auf denselben mittels seiner Radien 
die Grenze des Paralleloeders R0 • 

Dadurch wird jeder P(v) des Paralleloeders R auf ein einfach 
zusammenhangendes Bereich 1J (v) eines v' dimensionalen spharischen 
Raumes abgebildet. ~ 

Zwei Punkte eines p M konnen offenbar nicht diametral entge
gengesetzt sein, und der kleinste sie verbindende Kreisbogen ist 
immer ganz im p (v) enthalten. Mann konnte die Ji (v) konvexe 
Bereiche de~ spharis::hen Raumes nennen. 

Die p (n -1) bilden eine Teilung des Raumes 1:, und die lib
rigen p(v) sind Seitenraume derselben. Eei allseitiger Verlangerung 
eines p (v) erhalt man einen v'dirnensionalen spharischen Raum, 
den wir mit p ( v) bezeichnen wollen. Wir we rd en · irn. F o lgenden 
Schnitte und . Verbindungen der p (v) und anderen spharischen 
Raumen betrachten. Dabei sind bekanntlich dieselben Regeln, wie 
bei den vollen linearen Raumen anwendbar, mit dem einzigen 
Untersch;ede, class nicht mehr Punkte, scndern Paare entgegen-
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\ 

gesetzter Punkte als 0' d:mensionale Raume zu betrachten sind R. 

Diesen Unterschied werden wir dadurch beseitigen, class wir im
mer nur nichtentgegengesetzte Punkte verbinden, und nur die p (v) 

selbst, nicht die p (v), durch andere spharische Raume schneiden 
werden. Es wird also kein Missverstandniss entstehen, wenn wir 
die Ausdriicke Kreislinie, Kreisbog~n, Kugeloberfache, .... dutch 
die Ausdrucke Gerade Strecke, Ebene, ... ersetzen. 

Nun entspricht einer geschlossenen Kette P0 (n -3), P 1 (n -
-3), .. , Pin-I (n-3), P(1t-3) vcn P(n-3) des Paralleloe

ders R 0 , welche der Reihe nach durch P(n -2) verbunden sind, 
eine geschlossene Kette Po (n -3), P1 (n - 3), . ., Pin-I (n -3). 
p (n - 3) von p (n - 3) des R.aumes ~. welche der Reihe nach 
<lurch p (n - 2) verbunden sind. Man wahle im Innern eines jeden 
Pi {n - 3) irgend einen Punkt Mi und im Raume ~. ausserhalb 

der verbindenden p (n - 2), irgend einen Punkt S. Dann verbinde 
man je zwei nachstfolgende Punkte Mi, Mi+I 9 <lurch die kleinste 
Strecke llfi Mi+l und jeden Punkt M der Strecke Mi Mi+I mit 

dem Punkte S durch die kleinste Strecke S]}L Wir mUssen. be
weisrn, class dies moglich ist. In der Tat, die Punkte Mi, Mi+ 1 ge· 

horen bzw. Pi(n-3), Pi+I (n-3), also auch dem sie.verbin

denden p (n - 2). ,Daher sind sie riicht entgegengesetzt, und man 
,kann sie durch eine kleinste Strecke Mi Mi+I verbinden. Die 

Strecke Mi Mi+I gehort diesem p (n -2). Also gehort auch der 

Punkt JI[ diesem p (n - 2) und somit gehort der entgegengesetzte 

Punkt der Verlangerung p (n -2). Weil aber der Punkt S kei

nem verbindenden p (n - 2) gehort, so ist er de~ Punkte llf 
nicht entgegengesetzt und kann mit ihm <lurch eine kieinste 
Streche SJJf verbunden werden. Die Strecken SM erfiillen 
ein gewohnliches spharisches Dreieck SMi Mi +I· Wenn man die 
Dreiecke SMi Mi+ I der Reihe nach mit einander ver

bindet, so entsteht die einfach zusammenhangende. Flache 
S(Mn 1Jf1 •• M 11,_I M0), mit dem Streckenzuge M0 JYI1 ••• Mm-I M 0 

' Diese Regeln sind bekanntlich in der Formel a + b = m + d enthalten, wo 
a, b, m and d bzw. die Dimensionszahlen zweiel' gegebener Raume, des Verbin
dungsraumes and des Schnittraume~ sind, wobei d = - 1 gesetzt wird, falls die 
gegebenen Raume punktfremd sind. 

•Man se~ze allgem£in ]Jf1=:.J1J1, P;(n--3):=p/n-3), P;(n-3)= 
--·Pi (n - 3) fiir i -· j (Mod. m). 
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zum Rande und mit dem Punkte S im lnnern. Diese Fliiche wol
len ~ir Philter nennen. Natiirlich sehen · .:Vir die einzelnen Strec· 
ken SM auf dem Philter als nur im Punkte S zusammenhiingend, 
obgleich sie cich im Raume ~ auch ganzlich oder zum Teil decken 
konnen. 

Nun wollen wir zeigen, class die Punkte S;, Mi so gewiihlt 

werden konnen, class jede Gerade SMi mit allen vom Pi (n - 3) 

verschiedenen p (n - 3) des Raumes }J_ punktfremd sei, mit dem 
Pi (n - 3) aber nur den Punkt Mi gemein habe, und class jede 
Ebene SMi Mi+ I mit allen p (n-4) des'Raumes ~ punktfrem'd 

sei. Eis jetzt haben wir nur festgesetzt, class die Punkte JJii im 
Innern der entsprechenden Pi (n - 3) und der Punkt S Im Rau~e ~ 
und dabei i~ keinehi verbindenden p ( n - 2) der Kette Pi (n - 3) 
liegen sollen. Nun wollen wir den Punkt S innerhalb eines bes
timmten P ereiches Ps (n -1) und dabei in keinerh n - 2' dimen

sional en Raume, der zwei verschiedene p (n - 3) · enthiilt, wiihle~. 
Dies ist offenbar moglich, denn die Anzahl jener Riiume is(end
lich, so class sie Ps (n - 1} nur in eine endliche Anzahl von Stii
cken teilen konnen, und es geniigt den Punkt S im Innern irgend 
eines solchen Stiickes zu wiihlen. Zu den n - 2' dimensionalen 
Riiumen, welche den Punkt S nicht erithalten konnen, gdhoren 

gewiss alle p (n - 2), denn jeder p (n -2) ist von :mehreren 
P (n -3) begrenzt. Um so weniger kann der Punkt 8 einem 
p (n - 3) gehoren, denn in jedem p (n - 3) stossen mehrere 

P (n - 2) zusammen. Also ist der Schein eines jeden · p (n -3) 
aus dem :Punkte S ein n - 2'dimensionaler Raum. Die Scheine 

aller vom Pi(n - 3) verschiedener p (n -3) enthalten den Pi (n-3} 
nicht, denn sonst ware ein Schein ein zwei verschiedene p (n - 3) 
verbindender n - 2' dimensionaler Raum, was <lurch die Wahl 
des Punktes S ausgeschlossen ist. Also schneiden alle Scheine 

den Pi ( n - 3) in n - 4' dimensionalen Raum en. Diese konnen 
den Pi (n - 3) nur in eine endliche Anzahl von Stiicken teilen, 
denn ihre eigene Anzahl ist endlich. Wir beschranken den Punkt M,; 
von nun an auf das innere irgend eines solchen Stiickes 1Ji· Da· 
<lurch ist bereits gesichert, class die Gerade S]}Ii mit allen vom 

Pi(n -3) verschiedenen p(n-3) punktfremd ist, denn sie gehort 

keinem Scheine dieser p (n - 3) aus dem Punkte S. Auch ist es 

gesichert, class sie mit dem Pi (n - 3) nur den Punkt Mi gemein 



Verscharfung eines -Satzes von Woronoi. 141 

hat, denn sonst ware auch der Punkt S im Pi (n - 3) enthalten, 
was -wir schon ausgeschlossen haben. Es bleibt nur die Punkte Mi 
innerhalb der Stucke Gi so zu wahlen, class jede Ebene SMi 111i+1 

mit allen p (n - 4) punktfremd sei. Die Geraden SMi sind es 

schon, weil sie mit allen von P,i (n - 3) verschiedenen p (n -3) 

punktfremd sind und Pi (n - 3) nur in einem inneren Punkie Mi 
des Pi (n - 3) schneiden, und daher mit deIJ. Begrenzungen 

p(n-4) der p (n-3) keine Punkte gemein haben konnen. Daher 

sind die Scheine all er p ( n - 4) aus all en Geraden SMi n - 2'di
mensionale Raume. Wir wahlen nun den Punkt JJ.10 innerhalb des 
ihm zugewiesenen Stiickes belie big. Von den , Scheinen der 
- . -
p (n - 4) aus der Geraden SM0 kann keiner p1 (n - 3) enthalten, 

<lenn sonst hatte p1 (n - 3) mit der Geraden S]f0 mindestens 
einen Punkt gernein, was ausgeschlossen ist. Also schneiden diese 

Scheine Pi (n - 3) in n - 4' dimensionafon Raum en. Diese konnen 
das _ dern Punkte M~ zugewiesene Stiick G1 nur in eine endliche 
Anzahl von neuen Stiicken teilen, denn ihre eigene Anzahl ist 
endlich. Wir 1wahlen den Punkt M 1 irn lnnern eines dieser Stucke 'tp 

D~nn ist die Ebene SM0M1 mit allen p (n-4) punktfremd, denn 

sie gehort keinem Scheine der p (n - 4) aus der Geraden SM0• 

Wenn wir auf die::elbe Weise der Reihe nach die Punkte· M 2 , 

_ "JYI3 , ••• , M111_2 wahlen und den Punkt Mm-1 auf eins der <lurch 

den Punkt Mm-2 bestimmten neuen Stiicke 'tm-1 beschriinken, 

so werden auch die Ebenen SM1M 2 , ••• , SMm-2 Mm-1 mit 

alien p ( n - 4) punktfremd sein. Den letzten Punkt Mrn-1 muss~n 
wir innerhalb des ihm zugewiesenen Stuckes tm-1 ·so wiihlen, 

class au ch die letzte Ebene S Min--1 M 0 mit all en p ( n - 4) punkt· 

fremd sein moge. Das Stuck 'tm-l kann aber <lurch die Scheine 

aller p (n-4) aus der Geraden SM0 nur in eine endliche-Anzahl 
von weiteren Stecken geteilc werden, und es genugt den Punkt 
Mm-1 im lnnern eines dieser Stucke zu wahlen. 10 

Eine Ebene SMi Mi+ 1 kann also mit einem p (n - 4) keine 
Punkte gemein haben. Um so weniger kann sie mit seinen Beg-

10 Die vnrstehenden Betrachtungen setzen nor scheinbar voraus, dass n ~ 4 
ist; sie gelten noch im Falle n=3, woes nur iiberfliissigwirdvon n-4'dimen
sionalen R" amen zu sprechen. 
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renzungen p (n - 5), IL it deren Eegrenzupgen p (n - 6), usw. ge
meinsame Punkte ha be n. Mit einem p (1t - 3} hat die Ebene 
SMiMi + 1 immer einen einzigen Punkt gemein; denn hatte sie 

rnit ihm eine Gerade cder eine Ebene gemeiri, so wurde sie mit 

jedem' bergenzenden p (n - 4) bzw. einen Punkt oder eine Gerade 

gemein haben. Mit einem P (n - 2) hat die Ebene SMiMi + 1 

immer eine Gerade gemein; denn hatte sie mit ihm eine Ebene 

gemein, so wurde sie mit jedem begrenzenden V (n - 3) eme 
Gerade gemein haben. 

Aus diese~ Sachverhalt lasst sich leicht folgern, <lass e:ne 
Ebene SJ1ill1i+l mit einell\, p (n -1) entweder keinen Punkt 

oder ein Vieleck <J gemein hat, <lessen Seiten und Ecken bzw 
Schnitte vcn p (n-2) und p (n -3) dieses p (n -1) sind. Wir 
wollen darauf der Kurze halber nicht naher e"ngehen. Die Vie -
lec_ke <J bilden eine Teilung: der Ebene SMiMi+l; darunter ist 

notwendig das Vieleck w8 , der Schnitt mit Ps (n - 1 ), enthalten. 
Aus der Teilung der ganzen Ebene SMiJJ[i+1 wird durch die 

Streck en SM i, SMi + 1 , .Mi Mi+ 1 eine Teilung des Dreiecks 
SMi .Mi+ 1 ausgeschn;Uen. Die Teile konnen gauze Vielecke oder 

<lurch die Strecken S Mi, SMi + 1 abgeschnittene Stucke dersel
ben sein. Mit Ausn~hme der Vielecksecken JJ{i , Mi+ 1 liegen 

alle Vielecksecken im lnnern des Dreiecks SMillli +1; im lnnem 

der Strecken SMi , SMi + 1 konnen nur Stuckenecken lie,gen; im 

lnnern der Strecke MiMi +1 g:ebt es gar keine Ecken. Ganze 

Vielecke konnen also entweder ganz im Innern des Dreiecks 
SMiMi + 1 liegen, oder nur der Strecke IYiiMi + 1 anliegen. Man 

kann sie in tcpdcgischer Hinsicht mit Kreisen vergleichen und 
fiir <lessen Stucke eine entsprechende Terminclcgie einfiihren. 
Von Stiicken giebt es dreierlei Arten: das immer vorhandene 
Stiick des Vielecks <.>8 ist sektorfOrmig, und hat zwei im Punkte 
S zusammenstcssende Stucke der Strecken SMi, SJJii +1 zu Ne

benseiten; die iibrigen Stiicke sind -entweder segmentformig, falls 
sie nur einer von den Strecken SMi, SMi +I a~liegen, und haben 

dann innere odet den Enden Mi, JYli +1 anliegende Stiicke der 

Strecken S2Jfi, SMi + 1 zu Basen; oder sind sie zcnenformig, falls 

sie den beiden Strecken SMi, SMi + 1 anliegen, und haben dann 

Paare von inneren Stucken der Strecken SMi, SJJfi + 1 zu Basen. 
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Durch Verbindung der Dreiecke S MiJY[i + 1 langs der Strecken 
S111i gelangt man zur Teilung des ganzen Pi1ilters. Ganze Vielecke 
verbinden sich gar nicht, denn sie l'egen den Strecken SMi gar 
nicht an; dies sind kreisformige Gebiete des Philters. Stucke von 
Vielecken verbinden s:ch langs Stucken von Strecken SlYh Cie 
sektorfOrmigen Stucke der Vielecke Q 8 verbinden sich fangs ihrer 
Nebenseiten zu einem kreisfOrmigen Geb:ete Q 5• Die ubrigen 
Stucke verbinden sich langs ihrer B asen, und es konnen dabei 
zwei Falle eintreten: entweder giebt es zwei segmentfOrmige 
Stucke und moglicherweise noch einige dazwischenl"egende [zc
nenf ormige Stucke, was einen kre:sfOrrnigen E ereich ergiebt; oder 
es giebt nur -lauter zonenforrnige Stucke, was ein ringfi:irmiges, 
das Bereich Q 8 umschlingendes B ereich ergiebt. Alie Philterbe
reiche sind Schnitte van Eereichen p (n-1); ein gegebenes Be
reich p (n - 1) kann zwar das Philter in mehreren Philterbereichen 
schneiden, doch liegen diese immer getrennt. Das Rand eines 
Philterbereiches kann, ausser den immer vorhardenen Vieleckse
cken, auch noch Stuckenecken besitzen. Wir werden fortan nur 
die ersteren als Bereichsecken ansehen. Entspre<.hend werden wir 
die dazwischenliegenden Stucke des Randes als Bereichsseiten 
ansehen, unbekiimmert darum, ob sie gerade oder gebrochen 
sind. Dann sind die Bereichsecken und Bereichsseiten bzw. Schnitte 
v::n p (n- 3) und p (n -2) desjenigen p (n -1), dessen Schnitt 
d? s Bereich selb: t ist. 

Wir wollen uns nun von den ringfi:irmigen Bereichen befreien. 
Aile diese Bere;che umschlingen das Bereich Q8 und daher 
umschlingen sie auch einander. Wir vereinigen nun das ausserste 
ringf ormige Bereich mit all en von ihm umschlungenen ringfi:irmi
gen und kreisf ormigen E ereichen zu einem einzigen B ereiche. Auf 
diese We'se werden alle ringfi:irmige und einige kreisfi:irm'ge 
Bereiche <lurch ein e'nziges kreisformiges Bereich ersetzt, <lessen 
Rand das aussere Rand des vorfgen aussersten ringformigen Be
reiches ist. Das neue E ereich ist zwar nicht mehr der Schnitt 
eines einzigen )J (n -1), doch sind seine Ecken und Seiten wie 
vorher Schnitte vrn p (n .:._ 3) und p (n - 2) eines bestimmten 

. p (n-1), desjenigen namlich, dessen Schnitt <las ausserste ringfor
mige Eereich war. Also entspricht bei der neuen Teilung wie bei 
der alten jedem Philterbereiche ein beslimmtes Eereich P (n -1). 

Das Einanderangehoren von Ecken, Seiten und Eereichen auf 
-dem Philter bedingt das Einanderangehi:iren der entsprecher:drn 
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p (n - 3), p (n - 2) und V (n - 1 ). Letzteres bedingt aber <las 
Einanderangehoren der entsprechenden P (n - 3), P (n -2) und 
P (n -1). Einer Kette von Ecken, welche der Reihe nach durch 
Seiten ver~unden sind, entspricht also eine Kette von P (n - 3), 
welche der Reihe nach durch P (n - 2) verbunden sind. Insbe
scndere entspricht der Kette M 0 , M 1 , ••• , Mm-1, M0 die Aus
gangskette P0 (n - 3); P 1 (n - 3), ... , P m-1 (n - 3), P0 (n :.._ 3). 
Nun ist aber nicht nur das Philter selbst, sondern auch alle 
Philterbereiche einfach zusammenhangend. Man kann also das 
Philter mit Hilfe einer Reihe von Querschnitten, welche allein aus 
Bereichsseiten zusammengesetzt sind, in die Philterbereiche zerlegen. 
Daraus lasst sich aber sofort ablesen, welche Reihe von Querketten 
einzufiihren ist, um d:e Kette P0 (n-3), P 1 (n--3), ... , Pm-1 (n-3), 
P0 (n - 3) durch je einem P(n -1) angehorende Ketten von 
P(n-3) ersetzen zu konnen. Hiermit ist der Satz des § 6 bewiesen. 

Damit ist aber auch der Satz des § 5 bewiesen, denn die 
Kettenkonstruktion ist so beschaffen, class die Zahlpyramiden 
zweier P ( n - 3), welche einem gegebenen der Paralleloeder R 0 , 

R 1 , R2 , ••• , R0 gehoren, immer den Zahlpunkt jenes Paralleioeders 
gemein haben, und die Giiltigkeit der Bedingung des § 3 ergiebt 
sich daraus, class alle konstruierten Zahlstrecken konstruierten 
Zahlpyramiden gehoren. 

§ 8. Schliesslich wollen wir beweisen, class die Zahlpunkte der 
samtlichen Paralleloeder der Raumteilung eindeutig bestimmt 
sind, · sobald der Zahlpunkt U0 eines Paralleloeders R0 und die 
Lange a01 der Strecke ( a0, ct.1) eines seiner Seitenraume P01 ( n - 1) 
gegeben sind. 

Es sei P0 (n-2) einer der dem P01 (n - 1) geh?renden 
P (n -2). Mit Hilfe des Zahlpunktes U0 und der Lange a01 lasst 
sich das Zahldreieck ()0 des P0 (n - 2) eindeutig bestimmen. Jeder 
P (n -2) lasst sich nun mit dem P0 (n -2) durch eine Kette 
P0 (n-2), P1 (n-2), ... , Pm-1.(n-2), P(n- 2) von P(n -2) 
verbinden, welche der Reihe nach durch P (n -1) verbunden· 
sind. Zu jeder solchen Kette gehort eine bestimmte Kette von 
Zahldreiecken <30, ()1, ••• , <3m-2, (), vcn der Beschaffenheit, class je 
zwei nachstfolgende Zahldreiecke & die Zahlstrecke desjenigen 
P(n-1) gemein haben, welcher die entsprechenden beiden 
P(n - 2) verbindet. Nun miissen wir beweisen, class das letzte 
Zahldreieck & von der Zwischenkette P 1 (n - 2), ... , P,,._J (n - 2) 
1.manhangig ist. 
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Wie im § 6 geniigt es zu beweisen, dass fiir eine geschlossene 
Kette P 0 (n-2), P1 (n -2), .. ., Pm-I (n-2), P(n-2) = P 0 (n-2) 
das Schlusszahldreieck mit dem Anfangssdreiecke zusammenfallt, 
und beim Beweise darf man mit Hilfe von Querketten die gegebene 
Kette durch andere ersetzen. Fur eine Kette, deren samtliche 
P ( n - 2) einem und demseblen Paralleloeder angehoren, leuchtet 
aber die Richtigkeit des Satzes aus dem soeben bewiesenen 
Satze des § · 5 sofort ein. Es bleibt also nur zu beweisen, class 
eine beliebige Kette mit Hilfe von · passend gewahlten Querket
ten auf mehrere Ketten jener Art zuriickgefiihrt werden kann. 

Dies !asst sich wieder durch Konstruktion eines Philters be
weisen. Diese ist derjenigen des § 7 ganz ahnlich, und wir wol
len uns damit begniigen, die Unterschiede anzudeuten. Man be
darf jetzt keines spha:dschen Hilfsraumes; die Konstruktion !asst 
sich im gegebenen linearen Raume vollziehen. Ebenso wie da
mals · der spharische Raum ~ in p (n - 1) geteilt war, ist jetzt 
der gegebene lineare Raum in Paralleloeder .R geteilt. Die An
zahl aller p (n -1) war aber endlich, was bei den Parallelo
edern R nicht der Fall ist. Dieser Unterschied !asst sich aber 
dadurch beseitigen, class man nur diejenigen Paralleloeder in 
Betracht zieht, welche sich im lnnern irgend eines die gegebene 
Kette enthaltenden konvexen Korpers befinden. Beim Verbinden 
und Schneiden sind die Regeln fiir volle lineare· Raume auch 
jetzt nicht ohne weiteres anwendbar. Es geniigt aber zu bemer
ken, class im Innern eines Paralleloeders R oder eines P(v) keine 
unendlichfernen Punkte liegen konnen. Des Weiteren unter
scheidet. sich die Konstruktion des Philters der Kette P0 (n -2), 
P 1 (n-2), ... , P,,,_1 (n-2), P(n-2) van der Konstruktion 
des Philters der Kette Po (n - 3), p 1 (n - 3) , ... , Pm-2 (n - 3), 
p (n - 3) nur dadurch, class alle in Betracht kommenden Dimen
sionszahlen um 1 hoher sind. 

Jeder Teil des neuen Philters wird einem Paralleloeder ent
sprechen, und die Seiten und Ecken jenes Teiles bzw. den 
P(n-1) und P(n-2) dieses Paralleloeders. Dies erlaubt die 
gegebene Kette von P(n -2) durch einzelnen Paralleloedern 
gehorende Ketten von P (n - 2) zu ersetzen. Hiermit ist die 
E'.ndeutigkeit der Zahldreieckskonstruktion bewiesen. 

Damit ist aber der ganze Satz bewiesen, denn die Konstruk
tion ist so beschaffen, rdass die Zahldreiecke zweier P (n -2) 
eines und desselben Paralleloeders immer den Zahlpunkt dieses 

10 
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Paralleloeders gemein haben, und die Giiltigkeit der Bedingung 
des § 3 ergiebt sich daraus, class alle konstruierten Zahlstrecken 
konstruierten Zahldreiecken gehoren. 

§ 9. Es bleibt ncch zu beweisen, class das soeben konsrtu
ierte System von Zahlpunkten den Vorderungen des Satzes 1 in 
vollem Umfange geniigt. 

Es seien R0, Rm zwei Paralleloeder und 1; 0 , ~m+I irgendwelche 
innere Punkte derselben Die Strecke (1;0, 1;m+1 ) trifff eine end
liche Anzahl von Paralleloedern. Es sind zwei Fiille zu unter
scheiden, je nachdem, oh die Strecke (1;0, i;m+I ) nur P (n - 1) 
dieser Paralleloeder trifft oder auch P (v) von niedrigeren Dimen
sionen. Im ersten Falle schneidet die Strecke jene P(n -J) in 
inneren Punkten derselben. Dadurch wird die Strecke (1;u, 1;,,,+1) 

in eine Reihe von Strecken (1;0, 1;1), (1;1, 1;2) , • • . , (1;m , 1;m+1) zer
legt, de!en jede im lnnern eines Paralleloeders verliiufl lnsbe
sondere gehoren die Strecken (1;0, 1;1), (i;m, em+1 ) bzw. den Pa
ralleloedern R 0, Rm. Wenn R 0, R 1 , •• , Rm-I, Rm die ganze Reihe 
der Paralleloeder ist, so beriihren sich je zwei niichstfolgende 
Paralleloeder R", Ri+r im P(n -1) welcher von der Strecke 
(1;o, 1;m+I) im Punkte ei+l geschnitten wird. Die entsprechende 
Differenz . Ui+1 -- U~=(~i+t -a.,) 1; +(ct+ I - c;) ist im Innern der 
Strecke (1;,, e,+1) und daher auch im Punkte 1;0 negativ. Daher 

m-1 

ist auch U-.,.- U0 = ~. (U;+ i- U) im Punkte 1;0 negativ, also U0 
0 • 

im Punkte 1;0 grosser als Um, in Obereinstimmung.mit der Bedin
gung des Satzes 1. Es bleibt also nur die Giiltigkeit der Bedin
gung des . Satzes 1 im zweiten F alle zu bestiitigen, wo die 
Strecke (e0, em+1 ) die von ihr getroff enen Par~Ileloeder auch 
in P(v) von Dimensionen v < n-2 trifft. Die Scheine dieser P(v) 
aus der Cerade (1;0, 1;m+1) iibertreffen nicht die Dimension n -1, 
und iiberdies ist ihre Anzahl endlich Es gehen also durch die 
Gerade (1;0, 1;m+i) unendlich viele Ebenen welche diese :P (v) nur 
in Punkten der Gerade (1;0, 1;m+1 ) selbts treff en. Es sei e eine 
solche Ebene. Bei jeder Parallelverschiebung in einer in der 
Ebene e aber nicht in der Geraden (~0 , 1;m+1 ) liegenden Richtung 
hort <lie Strecke (1;0, 1;m+t) nicht auf iene P(v) zu treffen, wenn 
aber die Verschiebung geniigend klein ist, verlasst sie nicht das 
Gebiet der von ihr getroffenen Paralleloeder, und ihre Endpunkte 
1;0, 1;m+1 verlassen bzw. nicht das lnnere der Paralleloeder R0 , 

Rm· Es seien \ 1;' 0, e1 m+1 ), (e• 0, 1;"m+d die von der Strecke 
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(~0, ~m+1) bei zwei gleichen und entgegengesetzten Verschiebungen 
von der zuletzt besprochenen Art angenommenen Lagen. Dann 
gel}oren, erstens, die Strecken (~'o, ~'m+t ), W'o, ~ 1'm+1) zum ersten 
Falle, und man hat gewiss U0 Wo) > U-.,,, W0), U0 W'o) >Um (1;"0). 

Zweitens, ist 1;0 = + Wo+1;"0). Durch Addition und Halbierung 

der zuletzt gewonnenen Ungleichheiten ergiebt sich also U0 (;0) > 
> u-.,,, (~0). Hiermit ist die Giiltigkeit der Bedingung des Satzes 1 
allgemein bewiesen. 

Nahere Bestimmung der Paralleloederfunktionen. 

§ 10. Jedes Paralleloeder Ri der Raumteilung ist durch seinen 
Mittelpunkt A; vollstandig bestimmt. Wir wollen den Pol in den 
Mittelpunkt eines Paralleloeders R0 verlegen, also A0=0 setzen. 
Dann ist A; der Vektor der Verschiebung, welche das Parallelo
eder R0 ins Paralleloeder R, iiberfiihrt. Nun setzen vir cx;0 = c0 = 0 
und geben der Strecke eines P(n -1) des Paralleloeder R0 

irgend eine bestimmte Lange. Dann sind fur jedes Parallelo
eder R; die zugehorigen (X,, c, vollstandig bestimmt. Also sind oc,, 
c, die dem Punkt hi entsprechenden Werte zweier im Mittelpunkts
gitter definierten Funktionen: cx;;=cx; (:A;), c,=c(J.;). Diese wollen 
wir naher bestimmen. 

Wir wollen drei Transformationen betrachten, welche in den 
Formeln 

;-:A.=~'=-~" 
' 

enthalten sind. Den Punkt ~ erhalt man aus dem Punkte ~' durch 
eine Verschiebung um den Vektor A;• den Punkt 1;' aus dem 
Punkte ;rr <lurch eine Symmetrie in Bezug auf das Zentrum A0 =0. 
Wern man 1; mit dem Mittelpunkte A eines Paralleloeders R 
zusammenfallen lasst, so erhalt man 

J.-J.,=>..'=-1." 

Weil aber die Mittelpunkte der Paralleloeder ein n' dimensionales 
Gitter bilden, zeigt dies, dass auch )...', )..'.' Mittelpunkte von ge
wissen Paralleloedern R', R" sind. Daraus ist ersichtlich, dass 
das Paralleloeder R' mit dem um A; verschobenen Paralleloeder R 
zusammenfallt, die Paralleloeder R', R" in Bezug auf das Zentrum 
A0 =0 symmetrisch sind. Wir wollen nun die gegenseitige Abhiin-
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gigkeit erst der Punkte ex;, a.', a." spater der Zahlen e, c', c'' der 
Paralleloeder R, R', R'' bestimmen. 

Es seien Phk(n-1), P1ik(n-l), P''hk(n-J) die Beriihr
ungsraume von irgendwelchen homolcgen Paralleloederpaaren 
(Rh, Rk), (Tl'", R'k), (R\, R",). Sie sind alle drei parallel, nur ist die 

Normalrichtung R", Rk von P111.; (n-1) mit der Normalrichtung 

R111, R'k von P'1i1.; (n -1) dieselbe, dagegen zur Normalrichtung· 

R\, R''" von P"hk (n -1) entgegengesetzt. Es ist also die Nor· 

malstrecke (r:1.h, cx;,) mit der Normalstrecke (a'", a'1.;) gleichgerich

tet, zur Normalstrecke (cx;\, cx;\) entgegengesetzt gericbtet. Dies 

zeigt, class das Punktsystem (cx;) dem Punktsyslem (cx;') gleich~ 
sinnig ahnlich, dem Punktsystem (1.'') ungleichsinnig ahnlich ist. 
Daraus erhalt man fur ganz beliebige, auch sich nicht beriihrende 
Paralleloeder: 

wo p., µ' positive Konstanten sind. Man setze bier A1z=Aj also 
!.1=Ai+Ai, 1-:;=-Ai und ),'m=O, also Am=Ai, A~,,=0. Man erhalt: 

Ersetzt man in der zweiten G!eichheit AJ <lurch - t..1, so ergiebt 
sich sofort µ = (J.' = 1, und man erhalt: 

(1) 

Es sei ),P ),2 , ••• , An eine Basis des Mittelpunktgitters. Dann 
ist allgemein: 

(2) 

wo die Zahlen Z1, l"!., .. , ln die Koordinaten des Mittelpunktes 
in Bezug auf das n'Bein A1 , A2 , ••• , An sind. Mit Hilfe der For
meln (1) erhalt man entsprechend: 

(3) 

Also ist cx; eine lineare Funktion von ),. Diese Funktion hat 
den· Rang n. Denn es konnen, z. B., die Normalstrecken der 
samtlichen P (n-1) eines Paralleloeders nicht in einem linearen 
Raume von niedrigerer Dimensicn als n liegen; sonst wiirden 
die zu_ diesem Raume normalen Strahlen aus inneren Punkten 
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des Paralleloeders <lessen Grenzen nicht treffen. Die Punkte a 
bilden also auch ein n' dimensionales Gitter, von welchem ah 
a 2 , ••• , an eine Basis ist. 

·~ 

Es seien ;, ~' entsprechende Punkte von entsprechenden 
tenraumen Phk (n-1), P'hk (n-1). Man hat dann: 

und hieraus bekommt man: 

Sei-

Durch Addition von solchen F ormeln erhalt man auch fiir 
sich nicht beriihrende Paralleloeder: 

(4) 

(c1-cm)- (c'1- c'm)=- (az-'- 1Xm) f--1: 

Dies giebt fiir denselben Fall wie in der F ormel (1 ): 

Vertaus(;ht man hicr Ai, ),., so erhiilt man: 
.1 

Dies zeigt, das die lineare Funktion 'l..i= a(Ai) symmetrisch ist. 
Nun konnen wir auch die Funktion ci=c (Ai) bestimmen. 

Der Gleichung eines P (n-1), in welchem sich zwei Paralleloeder 
Rh, Rk beriihren, 

((J.h-ak) ~+(ch- ck)=O 

geniigt die Mitte ~ (Ah+ ),k) der Mittelpunktslinie jener Parallelo

eder. 
Also ist: 

ch-ck=-~ (ah-r:t..k) (AJi+Ak)=-+(ah A.1i-ak A.k+rthA.k-
l . 

-rtk ),h)=-2 (rthAh-akA.Tc), 

denn die heiden letzten Glieder heben sich wegen (4). Durch 
Addition von solchen Formeln erhalt man auch fiir sich nicht 
beriihrende Parallelceder: 
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Setzt man bier ).m =0 also auch am= cm =0, so erhalt man: 

1 
c1=-2 rx1 ).l· 

Diese F ormel gilt fiir ein beliebiges Paralleloeder. Wir wollen 
sie lieber ohne Index schreiben: 

(5) 
1 

C=--CGA. 
2 

Setzt man (2), (3) in (5) ein, so ergiebt sich: 

wo wegen (4) Ai.=A .. ist. 
~- ii 

Der Vektor oc ist der Gradient der quadratischen Form c, 
denn seine kovarianten Komponenten in Bezug auf das n'Bein 

• n n ~ 

1.11 A.2, ••• , An smd IX.Ai= ~i Ai ix.1 11= ~i A11 l1= ~ . Daraus 
I 1 ' 

schliesst man, dass die Form c den Rang n hat. 
Im lnnern des Paralleloeders R0 ist die Funktion U0=0 gros

ser, als jede andere Funktic. n U =oc ~ + c. Dies gilt insbesondere 
im Mittelpunkte des Paralleloeders R0• Also ist c < 0 fiir jedes 
). =f=. 0, d. h. die Form c ist negativ. 

Beweis des Woronoischen Satzes. 

· 11. Wir haben bewiesen, dass die Funktion Ui (~) im lnnern 
des Paralleloeders Bi grosser ist als jede andere Funktic n U. (~) . 

. 7 

Daher ist die Funktion rx (~) ~ - 2 Ui (~) im lnnern des Paral-
leloeders Ri kleiner als jede andere Funktion oc (9 ~ - 2 ~ (~). 
Wir wollen die Funktion rx (;H-2 U(e) umformen: 

oc (;) ;-2 U(;)=oc (;) ;-2a (A.);+ oc (A.) A.=cx (;) ;-oc(A.) ;-ix.(;)).+ 
+a().)).=[a (;)-CG().)] (e-).)=oc (;-A)·(;-A)=-2c (;-).)= 

Wenn man den Raum affin transformiert, so driicken sich die 
Koordinaten x, l der ursprtinglichen Punkte linear aus durch die 
Koordinaten x', l' der transformierten Punkte, und der Wert 
-2 c (;-).) der urspriinglichen Funktion ist dem Werte-2 c' (~'-),1) 

der transformierten f unktion gleich. Also ist die Fur:iktion 
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- 2 c' W - A.' i) im lnnern des transformierten Paralleloeders B' i 
kleiner als jede andere Funktion -2 c' (~'-A.')· Aber die Funk
tion-2 c (~-A.) ist eine positive quadratische Form vom Range n 
in den Differenzen ( x - l). Man kann also erreichen, class -

n 

- 2 c 1 (~' - A.') ::: ~ i ( x' i -1' i)2 ::: W - A.')2 wird. Dies zeigt, <lass 
1 

die Paralleloeder R' Dirichletsche Bereiehe sind. Wir haben also 
den verlangten Satz gewonnen, namlich: 

S a tz II. Alie Paralleloeder mit lauter primitiven P ( n - 2) 
sind Dirichletschen Bereichen affin. 

06o6igenee OAJIOii TeopeMw/ Boposoro •.. 
0. /(. MumoMupcl(uil . 

.l(oKa3blBaeTCJI TeopeMa: 
EcAH uce n-2'MepHbie rpaHH napaAAeAoa,11.pa npHMHTHBHhI, 

TO COOTBeTCTBYIO'!!,HM a<J><J>HHHblM npeo6pa30BaHHeM ero MO}KHO 
npeepaTHTb B o6AaCTb .l(HpHXAe. 



OT3b1Bbl 0 KHHf AX, DOCTYDHBUIHX B PEAAKl!HIO. 

L. Lichtenstein. Grundlagen der Hydromechanik (Berlin Verlag 
v. Julius Springer, 1929, XVI + 506 + 1 ss. mit 54 Textfi.,. 
guren). 

Pe!!eRsupyeMaH KHHra HBJ\ReTcH XXX TOMOM HBAanaeMoii cpHpMoii Sprioger'a 

cep1rn: .,Grundlagen der Mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen" ~ 

Cso!O saAa'ly aBTOp onpe.11eJ1HeT KaK nonbJTKY .11aT1> MaTeMaTH'leCKH YAOBAe-· 

TBOpHTeJ\1>Hoe H COOTBeTCTBYIOIJ!ee coBpeMeHHOMY cocTOllHHIO HayKH H3JIOII\eHHe 

OcROB rn,!lpoMexaHHKH, He OTOJ!BJiraH Ha 38,i!HHH nJlaH H <f>HSH'lecKy!-0 CTOpoHy 
2oupoca. 

flepBl>Je TpH r.11.aBl>I nocBHIJ!eHbl MaTeMaT.H'leCKHM, qeTBepTa11-MexaHH'leCKHM 

oCHoBaHHJIM TeopHH, V H VI rJ1aB1>1 TpaKTYIOT KHHeMaTHKY Henpep1>1sHoii cpe,i!bl 

VII·- X rJ1aB1>1 nocBRIJ!eHhI rn,i;pocTaTHKe H ru11poAHBaMHKe, HaKoHej! XI r.11asa 

co11eplKHT TeopeMbl cyl)!eCTBOB8HHll. 

HanHcaHua11 HSBecTHbIM cnej!HaJ\HcTOM KHnra co,i;epll\HT, ecTeCTBeHHo, CHHTes 

pHAa opHrHHaJlbHb!X pa6oT H HCCJIC,l\OB8RHH aBTopa, OJ!H8KO Beo6xOAHMO OTMe

THTb H BHHMaHHe, yAeJ\eeHoe aBTOpOM 'uoBeHWHM rHAPOAHBaMH'leCKHM pa6oTaM 

.n;pyrux y11eH1>1x, a TOM 'lHcJ\e pyccKHX yqe111>1x H. M. f10HTepa HA. A. <llpHAMa:m. 

L. Bieberbach. Theorie der Differentialgleichungen (Berlin, Sprin
ger,-1926, 2 Auflage). 

KHnra HBBecTHoro 6ep.11HHCKoro npoq>eccopa coAeplllHT ABe rJ1aB1>1 nocBH

JBeHH1>1e 061>1KROBeHRblM .cuq>q>epCHl!IUIJlbHblM ypaBHeHHJIM nepsoro H BTOporo 

uop1111Ka, H J!Be,-nocBHIJ!eRHble ypaBHeHHllM B 11acTHbIX npoHBBOAHbIX Tex llle no

pRAKOB. Oco6eeHo RHTepecH1>1 ABe nepB1>1e r1<aB1>1, rJte B cpaBHHTeJ\bHO BJleMeH· 

TapHOH cpopMe TpaKTylOTCll Tpy,i!Hble BODpOCb! aHaJIHTH'leCKOH TeopHH AH<f>q>epeH

l!HaAbHblX ypaBHCHHH. 

L. Bieberbach. Lehrbuc~ der Funktionentheorie I B. Die Ele• 
mente (1923). II. I B. Moderne Funktionentheorie (1927) 
(Teubner in Beriin). 

'KaK H ApyrHe y11e6RHKH aBTopa, KHnra 11aeT HBJIOII\eHHe coBpeMeRBOro cO

cTollHHJI H86pae&oro OT,!leJ\a aayKH. Oco6eHHO HHTepeceH BTopoii TOM, COAep

IKBIJ!HH MelI\,i;y npo'IHM r.11aBbl 0 KOH<JlOpMBOM npeo6paaoBaHHH, y&Hq>opMH881PIH> 

aeaJlmqecKoM npo11;0AII\eHHH, PuMaHoBhtx seTa<JlyBKym1x. 



L. Bieberbach. Einfiihrung in die konforme Abbildung (Berlin 
Goschen N!.! 768, 2 Auflage (1927). 

MaAeHbKBll KHHB!.Ka, npe4HaBHaqeHHa11 AAR cry4eHTa, q>HBHKa, HHB!.euepa 

M TpaKT}'IOIJ!aR TPYAHYIO sa4aqy KOHcJ>opMuoro npeo6paaoaauHJI co nceH noswo.m.• 

ROH 8AeMeHTBpBOCTblO. c MHoroqHCAeHHhlMH npBMepaMH, Tpy4HOCTb KOHX· nospa

cTaeT nocTeneHHO. 

Edmund Landau. Vorlesungen. iiber Zahlentheorie (Drei Bande, 
Hirzel). " 

Ilpenoc~o4ua11 KHHl'a, OT.AH'l8IOJ!&8l!CR H3YMHTel\bHbIM 6oraTCTBOM co4epl11aHHll· 

AeTop ee Re TOJ\bKO OAHR us Kpynuelirirnx cnegH&AHCTOB B &TOH 06.11acm, 

RO H uecpaeBeHRbIH MaCTep ClllaToro, RO ToqRoro H .RCROro H!IJ\OllleHHll. 

Kn11ra co4ep2KHT nee rAaeueiimBe K A a c c H q e c K He pesyAbTBTbJ TeopHH 

11uceA H ceepx Toro nee cyiyec1·eeHHhle saeoeeaHHll aHBAHTHqec1<oii TeopHH quce.11. 
H 0 B e ii we r 0 B p e Me H u. Hs co4epl118HHll n e p B 0 r 0 TOMB MOB!.RO OTMeTHTb 

no4po6Hoe H!l.llOllleHHe MeT04a Hardy H ·Littlewood' a H npHMeHeRHH ero K sa,. 

,1ta11aM f0Ah46axa H Bapimra. lloc.11e4HHH Bonpoc AOllOAHeH HBAOlKeHHeM pa6oTbl 

BHRorpa4oea, OTHOClllJ!eHcR K ReMy •. BTopoli TOM co4eplKHT H!lAOlKCHHe uoneiim11x 

AOCTHllleHHH B reopHH pacnpe4eAeHHJI npOCTbIX •rnce.11 H B reopHllX, CBJIBBRRlllX 

co C'leTOM geAl>JX Toqel( B HeKOTOp1>1X o6AaCTJIX. B T p e T I> e M TOMe, llOCBl!

~eHROM TeOpHH aAre6paHqeCKHX qaceA, CAe,llyeT OTMeTHTI> HBAOl&eBHe pa60T 

Axel Thue H Siegel'll, a TBKB!.e HBAOlKeuHe HCCAe4oeaHHH, oTHoc11iyuxc11 K BRa

MeHHTOH TeopeMe <DepMaTa. 
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