Journal de la Société Physico-Mathématique
-de Léningrade
t. 1I, fasc. II

RYPHAA

AEHUHTPAACKOTO

DOU3NKO-MATEMATHMHECKOI'O
OBLIECTBA

OCHOBAH
akagemukom B. A. CTEKAOBLIM

Tom I, Bpin. 1l

UBJAHHE TAABHAVYKH
1929



LEHTPAJIbH, THIL
HAPKOMBOEHMOPA

AEHUHTPAL
Miow. Ypuukoro, 10

JleRuHTpPagCKHU

O6anactaut Ne 50434,

Trpax 1.060 — 91/, n. 1.
3axas N 902

*



PEAAKLIMSA KYPHAAA C [IPHUCKOPBUEM OTMEYAET,
UTO 3A HUCTEKIIMH TOJ OBLUECTBO TOTEPSIAO
HUKEIEPEYHMCAEHHbIX CBOWX YAEHOB:

[Touernbifi uren, 6piBuMi mpeAcesaTeAb
O6mecTBa, sacaymenunii npopeccop

Arexcanpgp Bacuanesnu

BACHADBEB

cxkoHuarcst 6 oxrabpa 1929 r., na 76 roagy musnu
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JlonoAnenne K cnHCKY paGoT O MaTeMAaTHYECKHM HayKam,
ony6anxcsannsix B CCCP 3a mepmop 1917—1927 r.

K. B. Meauxos.

Co Bpemenu manmeyaTanMsi OCHOBHOTO CHHCKa COCTaBHIEAI0 YAAA0Ch JZOCTATD
HEKOTOpble W3 He ObIBIUMX paHee B €ro PacnopsukeHWHM HOMEPOB YiXe LUTHPOBAH-
HbIX WM u3jJaHud, a ‘Takike (54 M3JaHHUH, paHee eMy BeJOCTYMHBIX HAH Jexe
HeusBecTHbIX, Bocnmoanss; raasEpiM ofpasoM, MpoucTekaBmue OTCI0Za mpoGeabl, ua-

cTosllee AONMOAHEHHE COZEpPHHUT, KPOMEe TOro, paboTel,

OTHOCSIUWECH K YKasaHHOMY

B 3aroloBKe Iiepuody, Ho (pakThueckn nossupmuecs B 1928 r.
Cnoco6 ofosnauenmin u cokpalleHull coxpameM mpexHHUH, COKPAaLIEHMA 3a-
TA2BMH BHOBb LUTHPYEMbIX ¥3AaHMH ZaHbi B KOHLE HACTOSIETO AONMOAHEHMS.
CocTapuTeab nprHOCHT KCKLEHHIOW 6AaroAapHOCTb AMIAM, OTKARKHYBIIMMCA Ha
ero mpochby coobmaTh €My © BaMeUeHHNBIX mpomyckax u ommHMGKax, Bce HX yKa-
32HUA MPUHUATHL UM K CEeACHWIO, AWIL e, MOADSYICIIMXCS CMUCKOM, OH TIPOCKT BHECTH

cAaeayolive WCIpaBACHNUA:

2. 15 crp. cHusy ymuuToxuTH caosa (moa cTp.).
1. Craten ,llpumenenne naockoctspix BypdoB. ...

“ omm-

6ouno nmpunucana H. A. [aaroaery Bmecro A. A. Taa-

cKoro pesipoMme cratbu ,3ajaua o kpaTuajimell AvHHH. ... *,

probléme. ..

“ sABAsieTCA 3arAaBueM (QpaHunys-

¢

Cé6oprux ,Humenepubie coopymeHus u CTpoMTeAbHAS

mexanuka® omnbouno npumucan‘B. Y. Hasekosy.

Crp. VII croa6.
roresa.
»n XXV, i. »Sur le
yKazraHHOH BbILIE.
. XXX, 1.
. XXXIV

2. 7 crp. cBepxy, Bmecro 2, wazo 2, (5).

I. O6wui orgean.

Anppeencxuii, H. B. Saementn wmero-
Aukn kypca Teopum Bepostaocredl B
Ilesarornueckom BY3‘e. Tseps, K.
ilea. Uucr. 3 1927 34—:8.

Beasies, H. II. Ouepkn no sompocam
npenojasaBua MaremaTnku. JHenpo-
nerg orck, 3an. Incr. Hap, Ocs. 11927
5—23 anra. pes. 23—23.

Byxpees, B. fi. Buorpagus npodeccopa
B. I1. Epmakoea. K., Bictu [Noritexn.
Tucr. 20, 1926 133—135.

Bogponaii, B. C. Martematuka ma @ax-
. cogsuxori L. H. O. npu uornproxpiy-
HoMy HaBuaHHi [Joarasa, 3an.lucr. Hap.
Oce. 4 1926—1927 (1927) 115—129.
Beiroacxnmii, M. ITaaton kax maremarnk.
M., Becrn. Komm. Axax. 16 1926

193—21 .

Lepror, H. [locranoska npenojasanus
maTematury B mkorax MDpanrvw. Barka,
Tpa. Mea. HUucr. 2, 1927 5—17.

Ercpos, M. ®. VYcmexn marematun
B CCCP. M., Hayxa u Texnuka CCCP
1917—1927 1 1927 231232,

efiamrep, J. H. Orses o paborax
G. Kowalewski, mpescraBaenBBIX HA
npemuio umenn H. W, Ao6auesckoro.
Kazsawp, . O.-M. Cé6m. (3) 2 1927
(1528) 109—118.

Hoqipe, A., Aazagesn, II., Crexaocs, B.
Sanucka 06 yuenmx tpyaax Aanbepra
Afmmreiina. (Albert Einstein). A., H.
A. H. (6) 16 1922 (1924) 42—42.

Kapera, A. A. Marematnka B cyyacriii
mroai. Kamenen-Ilogoanckuit, 3en.

laer. . ap, Ces. 1 1926 1—13.



A% I

Korearnuxos, A. II. Orsbiz o paborax
Dr. V. Varitak, npeagcrapaennnix Kasan-
cxkomy Dusuxo-Marematuueckomy O6-
mecrBy Ha upemuio umenun H. K. Ao-
6auesckoro. Kasanp, 1. O.-M. O6w.
(3) 2 1927 (1928) 86—108+1 T6a.

Kpniros, A., Beromoanckmii, A.,
Crexaor, B., Poikauer, M. Bamncka
06 yuenbix Tpyjax mpogeccopa Kapaa
Lrépmepa. IIrp., H. A. H. (6) 13
1919 26—28,

Kpsinos, H. M. u Cmupros, B. H.
[laMaTi AByx BeAMKHMX pyCCKMX Yue-
HBIX Bropo# moaoBuHnt XIX croaetmsa:
Il A, Ye6bbumesa u A. M. Aanymosa.
Cumgeponoan, 3an. Mar. x26. Kppimer.
Yaus. 3 1921 XXI—LIL

Aazapes, II. II. n Hodpe, A. @. 3a-
nucka 06 yuennix Tpysax npog. H. H.
Aysuuaa. A, U A, H. (6) 21 1927
(1928) 1429—1431.

Arxrenbaym, A. K Bompocy o wuumcae
nsmepennii. M., Becra. Komm. Axag.
24 1927 184-—-206.

Manosiuxo, B. 3mavenns rpaguunnx
iAl0CTpanii npw BuUKA3ZaHHiI MaTema-
rukn. Xepcor, Ban. lucr. Hap, Oce. 1
19251926 (1926) 49—54+1 raba.

Magkos, A., Crexaor, B., Kpriros, A.
Banucka 06 yuesnix Tp¥Aax npogec-
copa [lerporpagckoro ¥ nusepcurera
Axoea Baxroporuua Y cnenckoro. [1Irp.,
K. A. H. (6) 15 1921 (1923) 4—6.

Ilappenthes, H. H. Peur ma 1o6uree
npod. 4. H. 3eitaurepa. 1927. VI. 5.
Kasauws, 1. @®.-M, Obw. (3) 2 1927

1 (1928) 127—130.

Mlrazonoe, H. ®. 3amerxu uwo Bompo-
caM (UBNKN ¥ MaTeMaTHKM. 1Bepb,
H. Ilea. Urcr. 3 1927 90—102.

IMpogeccop T'. K. Cycroe. (K 70-retuio
co gua pomgenvs u 45-aeTrio Hayuro#
u obigecrBennoit geateapbnoctn). Ogec-
ca, Hayxka un Texmuka. 5 5-6 (12
1927 1-3.

Ceabmoll XOHKYpC HA NpPEeMHI0 UMeHH
H. Y. AoSaueckoro. [Ipotoxor sace-
J2HAS KOMHCCHM 1O  TPUCYHACHHIO
npemnu umenn H. M. Ao6auesckoro
ma VII  wmemaymaposmom komkypce
11 maa 1927. Kasaun, Y. ®.-M. O6m.
gjl) 2651927 (1928) 62—63 ¢p. nepes.

Cmupros, B. H. Orspie 0 auccepranum
zou. H. C. Komiaakopa: ,O wnekoro-
PBIX UPUAOMEHUAX TeOPUH HHTErpaAb=
X BbideroB®. Cumdgeponoas, 3am.
Mar. xa6. Kpemex, Yuue, 3 1921
LV—LX.

'

O6wuit oT e A

Crexaos, B.. Aasapes, II, Beronmoan-
ckmit, A. Banuckn o6 yuemmx Tpydax
H. M. Tlwonrepa, U. M. Usauosa,

C. A. Yanaerruma, J. @. Eroposa,
C. H. Bepuuwreiina, A. A. Tpase,
IToas Ienaess (Paul Painlevé), T'. X.
Xapan (Godfrey Harold Hardy), 2a-
myiga  Aamgay (Edmund Landau),
Agorspa Kuezepa (Adolph Kneser),
Mpanuecko Cesepu (Francesco Severi),
Ax. UYapanza Puapac (J. Charles
Fields), Cranucaasa 3apem6bm (S. Za-
remba). A,, U. A. H. (6) 18 1924
(1925) 441—457. .

Crexaos, B.. Ycuenckuii, ., Hogpe, A.
Banucka 06 yuemmx Tpysax Aasuza
Tuavbepra (David Hilbert). A, H.
A. H. (6) 16 1922 (1924) 29—32.

Banucka 06 yueHbIX

Tpyaax axa Aaawapa (Jacques Ha-

damard). A., M. A. H. (6) 16 1922
(1924) 33—31.
Xumumn, A. ., Haeu uaryuuuonusma

n 6opv6a 3a npeiMeT B COBPEMEHHOH
maremaruke. M., Becrn. Komm. Axaa.
16 1926 184—192.

Yucraros, H. H. Deankc Knrefin u ero
pedopmMa MaTemaTHueckoro o6pasoBa-
Bus, TBepy, K. [leg. Uucr. 3 1927
5—15 ¢p. pes. 15-15.

IMapoxos, Il. A. Orspir o xmare D. .
Struik’a ,Grundziige der mehrdimen-
sionalen Differentialgeometrie in di-
rekter Darstellung®, npejcraBaenHoR
Kasauckomy Duauko- Maremarnyeckomy
O6uectey na npemuio umenn H. H.
Ao6auesckoro. Kasann, . M.-M. O61g.
(3) 2 1927 (1928) 119-126.

Cartan, Elie. Rapport sur le mémoire de
J- A. Schouten, intitul: Erlanger Pro-
gramm und Uebertraguongslehre. Neue
Gesichispunkte zur Grurndlegung der
Geometrie. Kasanp, Y. M.-M. O6uw.
(3) 2 1927 (1928) 71-—-76.

Falckenberg, H. Bericht iiber Abhand-
lungen von Fr. Schilling erstattet fiir
die Physiko-Mathematischen Gesell-
schaft an der Universitit Kasan. Ka-
sanp, WM. @®.-M, O6m. (3) 2 1927
(1928) 77—80.

Fubini, Guido. Relazione sui lavori pre-
sentati dal Prof. Koebe. Kasans,
N.M.-M.O6m. (3) 2 1927 (1928) 81 —85.

Hilbert, David. Referat iiber die gecome-
trischen Schriften und Abhandlungen
Hermann Wevl’s, erstattet der Physiko-
Mathematischen Gesellschaft an der
Universitit Kasan. Kazams, . ®.-M.
O6w. (3) 2 1927 (1928) 66--70.



II. Apupmernxa u aarebpa. Vil

Il. Apupmeruka u aarebpa.

Bpague, B. M. Onnir o6ocHoBanus He-
KOTOPbIX NPAKTUYECKUX NPABUA JAeii-
CTBUA Hag NPUOGAMMEHHBIME HYHCARMH.
Treps, . Iles. Uner. 3 1927 103139
nem. pes. 139—140.

Tpuropres, E. H. O mrotrOCTH M pac-
npeAereHHM HPOCTBIX uuceA. KasaHb,
H. @.-M. O6m. (2) 24, 1924 1425
$p- pes. 25—26.

Ipyzunges, I'. A. Tlonare oTHowenns
M aKcHOMATHUECKOe ONpejeAeHHe YHCAa.
Auenponerponek, 3an. Incr. Hap. Ocs.
1 1927 25—42 %).»pea 43 - 43.

Hobposoanckuit, B. II. K sompocy o
BbiZeAerud  BeLIeCTBEHHBIX  KOpHed
ypasuesufi. K., Bictu noairexs. Imcr.
20, 1926 65—66

Komagenckuii, B. M. K gokazateanctny
Cauchy ocmopmoit Teopembl Bolcmeil
aare6pul. TamkerT, Broaa. 1 Cp.-As.
Yuns. 6 1924 153—154.

Kocranau, T'. B. Hecxoasko caos o co-
AepHaHUK ¥ PACHONOMEHMH TPUTOHO-
MEeTPUUYeCKUX  TabApy  AorapudMoB.
Ouecca, Hayka wu Texnuka, 2, 1924
26-—29.

O TpancuengenTHpix yucaax Nue
yeuasa. Ogecca, Yu. Ban. Borewr. 1k
1, 1921 49—59.

Komasikos, H. C. Sur quelques appli-
cations du calcul des résidus a la
théorie des nombres. Cumgepononn,
Ban. Mar. xa6. Kppmcx. Yanus.
1921 101—128.

Kpasuyk, M. ®. Jo =ararsmoi Teopii
6iainiiianx gopm. K., M. Tloaurexn. u
C.-X. Uuer. 19 1, 1924 72—79 qp.
pes. 80—80. .

Mpo oaummui mora R (Vo). K., W.
Moantexn. u C.-X. Vner. 19 1, 1924
17—18.

Kysnegos, I . Hosan Qopma pemre-
nusi ypasrernus ileaas. Horouepkacck,
W. douck. [Moaurexn. Uncr. 10, 1926—
1927 (1928) 55—67 ¢p. pes. 68—69.

O uncae merpix pemenuii ypapme-

Hus 2y -+Zo+ ... + 2,=m, yzoBAETBO-

pHAOWHUX CHCTEMe

BT BT AT .2 W0

HEPaBEHCTB

HpU dYeM 1 UHCAO HATYPaibHOE.
Hogrouepkacex, M. Jonck. Iloaurexn.
Uner. 10, 1926—1927 (1928) 70—78.

Maaees, B. A. O nocaegueir Teopeme
Fermat’a. Kasamp, M.. ®.-M. O6w,
(3) 2 1927 (1928) 36—40 ¢p. pes.
4

O cBolictBax cucTeMbl duCeA, Y40~
BACTBOPHIOIIKUX CPABHEBUIO

" 4 yg’ﬂ + 2 — 3.’0”!/"2”:—;‘0 (mod qkm).

Kasams, M. @.-M. O6m. (3) 2 1927
(1928) 21—35 ¢p. pes. 35—35.

Herpos, M. [lpo Bunagox srpatu TouHO-
cTM mpHW BijiiMaHH] HaGAWKeHUX uw-
cea. Xepcon, 3am. lmer. Hap. Ocs.
2 1926--1927 (1926) 128—131.

Pemes, E. f. ITuranns Teopii Ta npak-
THKH AorapuTMmiumux ofuncaens. K.,
3an. Iucr. Hap. Oce. 2 1927 163—172. .

CamOuxun, H. II. Asre6panueckoe u
TPUrOHOMETPUYECKOE  pEIICHHE IMOA-
HOTO Ky6UuecKoro ypaBmenus. Bopo-
mex, Tpa. Yuus. 1 1925 240—264.

Muannnos, A. 3Bamerxa © npocthix
uyucaax Jiirepa. Ogecca, Yu. 3Banm.
Boicar. HIx. 1, 1921 37—39.

———- K aare6pe cpasnenuit. Ogecca, Yu.
Ban. Beiem. k. 1, 1921 19—32.

®panx, M. A. Norapudmuuecknii npu-
60p AAS pemeHUs] aATe6paMdecKHx
ypasnennii. Cumdeponoar, 3an. Mar.
xa6. Kpwimek. Yuws. 3 1921 3538
anra. pes. 38—38.

Yeborages, H. T. Studien iiber Prim-
zahlendichtigkeit I. Uber Grenzen,
zwischen denen gewiss Primzahlen lie-
gen,die zu einer gegebenen Abtei-
lzng von Substitutionen gehdren. Ka-
sans, M. @®.-M. Oém. (3) 2 1927
(1928) 14—20.

Hitacpman, H. 1. n Axmezep, H. I
K Teopum keagpatmumesix dopm. K.,
Y. TMoantexs. u C.-X. Hncr. 19 2,
1924 116 -123.



VIII

IV. Ausaamus

IV. Anaaus.

Axnmon, M. H. O mekoroprix mnpuno-
mennax ¢yrkuui Becceas mmorux ne-
pemenupix. Cumdeponoab, 3an, Mar.
ka6, Kpoimek, Yuup. 3 1921 64—72
aHrA. pes. 72—72,

O ¢yuknuax Bessel's wmmorux me-
PEMEHHbIX M MX NPUAOKEHHMAX B MeXa-
nuke, [Tep., 1922 136 +4 (aurorp.).

Anmeaspor, I'. I. K sonpocy o mepuo-
AMYECKUX pelleHusAX aAre6pauuecKux
AuPepeHnnarbHpix ypapHemmid. M.,
Mar. Cé6opn. 34 1927 364—381 uem.
pes. 382—383.

Axieaep H. H. Tlpo aesixi zacrocysanns
cymagiiinoi @opmyau Poisson'a. K,
3an. Imer. Hap. Oce. 2 1927 157—162.

Boes, I II. O6 apromoppumx @ynk-
wusx. Caparos, Yu. 3an. Yums. 6,
(15) 1927 47—53.

Byxpeen, B. fl. O reopemax Kuesepa n
Xuapbepra. Cumpeponoany 3an. Mar.
ka6. Kpbimer. Yaur, 3 1921 153—158
agra. pes. 158—158.

06 oguom mpegaomenuyn Bapuanu-
orHoro ucumcaenusa. K., Bicru [Toai-
TexH. lucr. 20, 1926 23—25.

Bapzap, C. O npaxtuueckom mnpumene-
Hum MeToda Lagrange-Dale’a. A., H.
P. Tuapoa. Huer. 15 1925 84—86.

Buk6epr, B. A. K gonpocy o -xaaccu-
¢uKauun  pemerui  06HIKHOBEHEBIX
AndPepeHIKarbHEX ypaBHeHni. DBaky,
W. Asep6. Yums. 3, 1923 — 1924
221—229.

Bammencknii, A. A, Ueber ein System
linearer Gleichungen mit unendlichvie-
len Unbekannten. Cumdepomnoan, Sam.

Mar. ka6. Kpwivck. Ymus. 3 1921
85—88. )
Ueber Taylorsche Entwickelung

und iiber relatives Extremum der Funk-
tionen von unendlichvielen unabhin-
gigen Variabeln. Cumdeponoap, 3am.
Mar. ka6. Kpoimex, Yums. 3 1921
161—175. '

Faraes, B. M. K reopun cymmupyemnix
OpTOTOHAaAbHBIX pajoB. Kasawp, MH.
@®.-M. O6uy. (3) 2 1927 (1928) 58—61
¢p. pes. 61—61.

ToayGes, B. B. Hccrezobanns mo Teo-
pun ocobpix rTouek. Caparos, ¥Yu Bamn.
Yuus. 6, (15) 1927 31—45.

TFpase, . A. O pewenun uneiinbix
au@epeHyguarbybX  ypaBHeHU# Tpu
TOMOIUM  OMNpeAEACHHBIX HHTErpaAOB.
A, U. A H. (6) 21 1927 (1928)
943-—952.

3epnon, B. A. Tabauunnii u mMexannue-
ckuii rapmonuueckuii amaaus. M., Tpa.
Hucr, Wux. Tpancn. 2 1926 5—16.

Kapera, A, A. Dopmyra Taiiropa sk
yaararbHena Teopema Asrpzmma. Ka-
menen-Tlogoabeknit  SBam. Imer. Hap.
Ocr. 1 1926 1—2.

Kosamnko, A. C. Omnpegerenue wunre-
rpara BZOAb KBajApUpPYeMOi KPHUBOL.
Cumdpeponoanp, 3an. Mar. xa6. Kppimck.
Yuue. 3 1921 135 — 143 ¢p. pes.
143—144. .

——— Sur les suites de fonclions addi-
tives et absolument continues. Cum-
deponoab, 3an. Mar. ka6. Kpobimck.
Yrue. 3 1921 96—098.

Sur quelques fonctions sommables.

Cum@eponorp, 3an. Mar. ka6, Kprimex.

Yuue. 3 1921 98—100.

Sur une extension d’un ‘théoréme
de Weierstrass sur la convergence
uniforme des suites de fonctions a une
variable compléxe. Cumpeponoan, 3am.
Mar.xa6. Kprimek, Y aus. 3 1921 10—10.

Komasakos, H. C. Sur la fonction I (ia)
3 largument purement imaginaire.
Cumdeponoan, 3an. Mar. xa6. Kppm-
ckoro Yume. 3 1921 7—8. v

Kpasuyx, M. @. Jo crmocofy momeH-
TiB y MaTeMaTH4riil cTaTHCTHUL. K.,
3an. C.-Toem. Imer. 2 1927 83 —94
anra. pes. 95—95, )

-—— Jo Teopii @ymkuii gificHoro 3MiH-
poro. K, Ban. lucr. Hap. Ocs. 1 1926
94—99 mem. pes. 99—100.

—— Tlepeminni MHOmMEM AIBifEEX e~
perpopenn. K., 3am. C.—Toecn. luer.
1 1926 25—51 mem. pes. 51—58.

- [Ipo aeski neperBOpeHHs KpaTHUX
inTerpaaie. K., Bam. C.—Toen. Imer.
3 1927 77—85 uem. pes. 86—88.

—— Tlpo oanmy Hermite‘ory dopmyay.
K., 3an. C. - Toca. Imer. 2 1927
80—82 nem. pes. 82—82.

IMpo moxigui BiAz Habrumenux iure-
rpariB Jesaxux ZudepeHuisiAbHUX pin-
manp. K., Bicri [lositexm. Imer. 21
1927 (1928) 3—9 ¢p. pes- 10—10.

—— Ipo cnoci6  malimemmpx  xBa-
ApaTiB Ta Npo CNOCi6 MOMEHTIE y Te-
opil Habauxeno)l imrerpagii AndepeH-
uisapuwx pienanp. K., Bicti [loai-
texn. lmer. 21 1927 (1928) 1117
®p. pes. 18—18. §

Ilpo cyuirbricTs KopeniB WiAci

Tpanclenzenthol @yukuil. K., Bicrn

Nonirexn. Imer. 20, 1926 63—64,




IV. Auaamuns. IX

-—— Ilpo cnoci6 M. Kpuaosa B reopii
HabGaumenoi iarerpauili Audepenui-
aavHnx piseasp. K., Tpg. M.-M. Big-
aiay 5, 1926 12—33.

u Oxomenxo, A. [lpo HopMarbumit
3aKOH Pa3NOAiAy INpu ABOX SMIHHEIX
osHakax. K., 3an. C.-Toecn. Imer. 1
1926 95—99 Hem. pes. 99—99.

Kpeiin, M. O page Toiiropa, onpegersio-
IeM aHAAUTHUECKYI0 (PYHKLUIO pery-
ASIpHYIO B 06AacTH, OTPaHMYCHHOH He-
cKoAbKHMB KpyxKamu. Kasanp, H. @.-
M. O6w. (3) 2 1927 (1928) 50—57
¢p. pes. 57—57.

Kpriaor, H. M. O cxoaumoctu BeKOTOpHIX
HHTePIOANMORHBIX GOPMYA U B HacT-
Hoctn Qopmyapt M. Riesz’a. Cumdge-
pomoAb, 3aun. Mar. ka6, Kppimex. Y nus.
3 1921 73—84 anra. pes. 84— 84.

Pas6op aucceprayum mpog. A. A.
Bumnescroro: ,,Hexotopsie mompocs
Teopun PyHKuA GecKOHEUHOro uHCAa
HesaBucuMBiXx nepemeHHbx". Cumpe-
ponoab, Jan. Mar. ka6. Kpeimex. Y nus.
3 1921 V—XXI amra. pes. XXI-—
XXL

——— Sur la formule de Stokes en coor-
données curvilignes (Extrait d’ure leitre
adressée a prof. M. Tikhomandritzky).
Cumdpeponorn, 3an. Mar. ka6. Kppimek.
Yuus. 3 1921 61—63.

Sur la théorie des équations inté-
grales 4 noyau symetrisable. Cumge-
ponoab, 3an, Mar. ka6. Kpnimek. Y gus.
3 1921 89--95.

~—— Sur les équations intégrables de pré-
miére éspéce. Cumpeponoan, 3zn. Mar.
ka6. Kppimex. Yuus. 31921 129—134.

-— Sur un lemme dans la théorie de fer-
meture se rapportant au cas des fonc-
tions fondamentales de la prémiére
classe limite. X., Hayk. 3au. Texnoa.
Incr. 2, 1927 93—24.

Aesugknii, B. n Kpasuyg, M. @. Dop-
myaa Cripainra. K., 3an. C.-T'ocn. Iacr.
3 1927 89—90.

Arocreprmk, A. K monpocy ofocmosa-
HUA aHaAusa ¥ TEOMETPHM
6es reopun wmuomectB. M., Bectn.
Komm. Akaz. 13 1925 217—222.

Asnun, H. M. Brsog ¢opmyast 225 cpea-
Heil cAyyaliHOH Bapmapgum CyTOUHOro
xoxa xponomerpoB. Ogecca, Yu. 3an.
Borew. Ik, 1, 1921 9—14,

O6 oguom ocHOBHOM cBOiicTBe cAy-

vajiapix omubok. Ogecca, Yu. 3am.

Borew. Ik, 1, 1921 15—18.

IMpocroii cmocoS noayuenus @op-

myant Cowell’a. Ogecca, Yu, 3an.

Beew, k. ? 1071 61—F4,

NOAOXKEHUA -

E

Maxageen, B. M. K araausy smnupuue-
ckux kpuebix. HoBpiit croco6 Beigere-
HUA NEPUOAMYECKUX UYAEHOB IIPH CEO-
604HOM UAEHE, UMEIOIIEM MNOCTOSHBEYIO
seauunny. A, U. P. I'mgpoa. Uacr. 14
1925 13—29 ¢p. pes. 30—30.

Manosiuko, B. Meroza amanizu Ges-
Kpaiinbo Maaux. Xepcon. 3am. [ucr. Hap.
Ocs. 2 1926—1927 (1926) 113—127.

Mapuescknit, M. M. desxu nuranus, wo
sBasani 3 cymysamusmi X, 3rm. Imcr.
Hap. Ocs. 2 1927 37—45.

Mopayxaii-Boaroscxoit, J. J. O6 apug-
METHYECKHX CROACTBaX MHTETr paros Aud-
(epeHLUAAbHLIX YpaBHEHMH nepBOro
nopsigka Tuna [lenaess. Kasawp, M. @.-

M. Oty (3)21927 (1928) 113 g pe.
313

Mpeiipdep, I'. B. Zararvanii orasns Ao-
cAigis, mo ix nepesis npod. I'. B. [Tgeit-
dep y papuni iHTerpyBaHHs piBHaHb
3 4aCTKOBUMH MOXIZHHMM NEPIIOr0 WO-
pazky ojmiel Ta 6araTbox HeBiZoMHX
QyHKkuii sa uwac 3 p. 1914 g0 p. 1920,
K., 3an. Imcr. Hap. Oce. 2 1927
141 -150.

Carxesuua, A. A. Ilpuemnl wuccaesosa-
Hus sMOupuyeckux Kpuebix. 1. Homo-
rpaguueckuii MeToZ NaparAeAbHOTO KO-
OpAVHHPOBaHMA B €r0 HpPUMEHEHHH
K aHaAMiy SMmMphuecKrX Kpusbix. 116.
Ountao-Crponteabnoe aero. 3 1919
90-+1.

Cmupnos, B. H. O xoudopmsoM mnpe-
o6pasoBaHKun OAHOCBA3HON o0AacTH
B ce6s. Cumgepomorn, 3an. Mar. ka6.
Kpvimcr. Yrus. 3 1921 145—152 ¢p
pes. 152—]152.

Sur quelques points de la théorie
des équations cifferentielles lineaires
du second ordre et des fonctions auto-
morphes. Cumdeponorr, 3en. Mar.
ka6. Kpprmek. Ywuus. 3 1921 20—24.

Cmoropxsencknii, A, u Kpapuyk, M. @.
Tlpo oproronarsni nepersopenss. K.,
3an. Imcr. Hap. Ocs. 2 1927 151—
155 mem. pes. 156—156.

Cvoaenekuit, B. W. Feomerpnueckan uk-
TeprpeTanys HEKOTOPHIX OOBLIKHOBEH-
HbX JudepeHuNarbHbIX  ypaBHEHM .
Cereparorcr, W. Ypanvex. Iloanrexm.
Hucr. 6 1927 27—51 @p. pes. 52—52.

Cymxesnu, A. K. O reopeme - Weier-
strass’a. Boponex, Tpa. Ymms. 1 1925
238—239.

Teawmsiif, C, [paguuecknii meTod unTe-
TpUPOBAHUA AuddepeHUUANDEDIX ypa-
BHEHHH, BCTpeuaruxcA B BAGKTpO-
rexuuke. Ekarepumocaas, Topn.

Vser. 14 1924 403—41341 761




X V. TeomerTpn s

Tep-Mxpruaes, A. Ilepuoauueckue gynk-
uud u nepuoant. baky, H. . Asep6.
TMoaurexn. Mmer. 1 1925 21—38.

Typaanunos, A. C. O nexoropmx npu-
AOKEHUSX WCUMCAEHUS MaTpuy K Au-
HeliHbIM JuddepeHnUaAbEbIM ypaBHe-
muam. Ogecca, Yu. 3en. Brrem. k.
1, 1921 41—48.

®urnnnos. A. O6 oguoit popmyre aud-
Pépennnarproro ucuucaenus. Ogecca,
Yu, Ban. Buiem. HIk. 1, 1921 33—36.

®pank, M. A. Ueber die Interpolation
einiger in der Praxis vorcommender
geschlossener Kurven. Cumdeponoan,
?gn. 11\6/131'. xa6, Kpeimek. Yuus. 31921

ineiigep, B. fl. O6 o6mem Boipamennn
noasoro  gudepenyuara  CAOXKHOH

(YHKLUM OAHOTO He3aBMCHMCIO Iepe-
mennoro. Cgepgrosck, M. VYpaabck.
[Moautexa. Huer. 6 1927 53—71.

IMItaepman, M. . O mpubruxennom un-
TerpupoBanun JuddepeBUrarpHbIX ¥
HHTerpartHbIX ypapuennin. K., Bictu
[Toairexn. Incr. 20, 1926 26—59 nem.
pes. 60—62.

O npuaomeHun MeTOZOB MHTepIO-

ASQUM K NPUGANXEHHOMY HHTETpHPO-

BaHNIO AudPepeHINarbHBIX ypaBHEHNH

paBHOBecusi ynpyrux otoaouek. K., Bi-

ctu [Toairexu. HMuer. 20, 1926 (1927)

101-—-112.

O6o6uwenne (GopMya OpPTOrOHANH-
suposanus. K., Bicti [Moaitexn. Imer.
21 1927 (1928) 49—56.

Cartan, E. Cu. V.

V. F'eomerpua.

Beaononcxuii, II. . O mekoTophix reo-
MEeTPUYECKUX  NPUAOKEHUAX_ TEOPHU
LIEABIX KOMITAGKCHBIX ynceA. Barka, Tpa.
Tea. Uncr. 2, 1927 39—56.

Boes, I'. II. Muanvarbubie nosepxnocTy,
IHpoXojsilliue UYepes TpU IepeceKalo-
muecss npsmbie. Capatos, Yu. 3an.
Yuus. 6, (15) 1927 55—62-+4 76a.

Byxpeesn, B. . O goxycax kpusnix BTO-
poro mnopsgka. K., V. [loaurexm, u
g.-)é. Hucr. 19 1, 1924 3—8 nem. pes.

——- Ipocrefimee pemenue sagauu 06
9BOAIOTaX I POCTPAHCTBEHHON KPUBOi.
Cum@eponoab, 3an, Mar. ka6. Kppimck.
Yuue. 3 1921 159—160 amra. ges.

' 160—160.

Topbymoe, b. H. u Ymancknii, A. A.

HOCTPOEHMH KOHMYECKUX CcedeHHmil.
K., WU. oanrexu. u C.-X. HUncr. 19 2,
1924 126—134.

O cnenuaapHOM MeTode u30-
6paxenns npod. B. Mayor'a. K., F. [To-
Antexn.u C.-X. HMucr. 191, 1924 39—53.

TFopnr, H. II. Hekoroprie samewanusi o
MOAloCAaX M MmOAApax B rumepGoauve-
ckoli  maockoctn. Caepanesck, M.
Ypaavck. [Moamrexn. Hmer. 6 1927
341—345 @p. pes. 345—345.

Kapera, A. A. Mopmu xomiusnx mepe-
pisiB Ha Bukpoliyi komyca. Kamemeu-
IMosonbckuii, 3am. Imer. Hap., Ocs. 2
1927 1—3+41 16a.

Kurpan, E. E. Merog serancaenus cpea-
HUX TAY6MH U 06beMOB HEKOTOPBIX
BoJosMos. Ogecca, M. w.—g0cA. Ka-

Tesp 2, 1926 102—103 mem. pes
103—103.

Kpasuyx, M. @. 3amirxa npo o6sia kora
B HeeBkaigosiit reomerpii. K., 3an.
C.-Tocn. Incr. 1 1926 74—75 nem. pes.
75 -175.

Mapxoscxuii, [, [losua xpuBusa o60-
poToBux eaimcoiga, rimep6oaoiza Ta
napaboroige. Xepcon, 3an. lucr. Hap.
Oce. 1 1925—1926 (1926) 55—67.

Oruesenxnii, H. E. O xapaanosom zsu-
menud. Asenponerpoeck, M. Topn.
Hscr 15 1925—1927 (1928) 149—150.

—— 3BoaOLMsA TEOMETPUU QHZHYECKOTO
mupa. Jsenponerposck, 3Bam. Iuer.
Hap. Oce. 1 1927 75-—¢8.

Orao6ams, H. B. O npunomenun sek-
TOPHMAABHOTO aHaAH3a K TEOpPHH Kpnu-
Bpix. CuMdeponoav, 3an. Mar. ka6.
Kobmex. ¥Yuue. 3 1921 26—34.

O6 wuxTerparbHbIX COOTHOLIEHHAX
BEKTOpHaAbHOro aHaause. Cumgepo-
noab, 3an. Mar. ka6. Kppimck: Y nus.
3 1921 185—193 aura. pes. 193—193.

-—— On the multiplication of vector
quantities. Cumdeponoan, 3anm. Mar.
ka6, Kppmek. Yrus. 3 1921 2—6.

Hoaropuniit, H. Qokarbuas Teopus mo-
Bepxnocreil BToporo mopsgka. ([Ipuao-
#eHre MeToja B3aUMHBIX Hoasp). baky,
H. [1/1 Asep6. TToantexn. Mrcr. 1 1905
9—19. ‘

Pabunosny, 0. I'. Onmr naryparbHoilt
FeOMEeTPHH KPWBHIX MHOTOMEPHBiX NPO-
crparere, Ogecca. Yu. 3an. Borem.

Hix. 1, 1921 1-8.




VL. Mexaununcxka. XI

Cuxopckmnif, }0. C. O copsmaeunu ayr
itrockux kpupbix. Ogecca, H.-Texn. .

57 10 13y 1927 101—106,

Cuangor, M. M. Etioau 3 reopii kpusux.
Il 3essoxk Jexaprooro AmcTka Ta
Ulreiineposoi rimopukaocigu. X. 3an.
Imer. Hap. Oce. 2 1927 35—36 g¢p.
pes. 36—36.

Yepnsiii, C. . Aobadercskoro mpocTip Ta
npoctip uebecunit. K., 3am. Incr. Hap.

Ocs. 1 1926 107—112.

VL

Axumos, M. U. cm. IV,

Axuesep, H. H. K Bonpocy 06 yeroii-
quBoCcTA Buxpesbix yany. X., Hayx. 3am.
Texsoa. Iuer. 2, 1927 95—97.

O ¢opmyaax Blasius’a, X., Hayx.
3an. Texuoa. Imcr. 2, 1927 99—100.

Bepxosckuit, A. B. Uersipexssennbiii
MPOCTPaHCTBEHHBIA MeXaHU3M C UHAMH-
APHUECKUMA LIAPHUPAMH, OCH KOTOPBIX
He MapaAieAbHbl M HE [epeceKaiorcs
B 04HOH TOUKE, M €ro HccAejoBaHHe.
Tomck, W. .Texmoa. Humer. 46, 1925
24—30+1 76a.

Beruunxuu, B. II. Teopus rpebubix
suutoB. M., (Boenn -Bo3a. Akaz.) 1926
581+415+4 16a. (aumrt.).
cgerer, IL B. K sonpocy 06 unrerpn-
posanun ypasuenuit Aarpamxa. Cumpe-
poroab, 3an. Mar. ka6. Kpbimek. Y aus.
3 1921 39—59 anra. pes. 35—35 Hem.
pes. 60—60. -

—- [lpumep mwa zgBumenue HecBoGOA-
Horo TBepgoro Teia. Cumdeponoan,
Ban. Mar. ka6. Kpsmvmek. Yaus. 3 1921
176—184 pem. pes. 184—184.

Ueber nicht holonome Systeme.
Cumpeponors, 3an. Mar. ka6. Kpnimek.
Yauus. 3 1921 1213,

Teparpocc, C. B. Merog BbiSopa Ham-
BBITO HEAIero NPOo@MUAT a3pONAAHHOTO
kpoira. Ogecca, H-Texn. &K, 57—10 (13)
1327 87--101.

Taymwos, I'. C. [Toumeneune momeHnTOB
BBICOKMX CTemeHet B Teopun H3ruba.
M., Tpa. Hucr. Uax. Tpancn. 31927
33—60. -

Togum, H. II. O cromenuu cua B mpo-
crpancrse Mo6auesckoro. Csepanobek,
U. Ypassck. [Toawrexn. Mluer. & 1927
3—24 ¢p. pes. 25—25.

Tpauwna fI, H. K sonpocy o aunamu-
geckoll ycrolfuuBocTH ULEHTPOGERHEIX

Yucrawos, M. H. O papuonarbunix
Tpeyroabuukax. Teeps, M. [les. Hucr.
1 1926 52—58.

figeiaa, B. IL. Teopus anuuni cpeaun sro-
poro mopsigka. A., M. Texnoa. Hucr.
1 (25) 1927 246 —289 wmem. pes.
293—290.

Cartan, E. Sur un probléme de Calcul
des Variations en Géométrie projective
plane. M., Mar. C6opu. 341927 349—
363 pycck. pes. 363—364.

Mexaunuka.

peryasropos. Juenponerposck, K. [opm.

Huer. 15 1925—1927 (1928) 41—70.

OcnoBuble sakonb gBmmenns. Exa-
rtepunocazs, M. Topn. Umer. 14 1924
185 —213.

Troarep, H. M. O gsusenun mmaxocry,
3aKAOMEHHOH B JaHHOM mNepeMeaio-
wewmecs cocyde. Yacte derseprasm u ns-
ras. A, M. A, H. (6) 21 1927 (1928)
735—1756, 1139—1162.

Aunnax, A. H. I[lposoavubiii usru6
CTepxHeld, MeCTKOCTb KOTOPHIX Me-
HAeTcA Mo KyGuueckomy sakomny. JAne-
nponerposck, M. Fopr. Muer. 15 1925—
1927 (1928) 115—122 &mem. pes.
123—-123.

HJobSpoBoancknit, B. II. K reopexe nao-
mazeit mexanuku, K., M. [Toautexs. n
C:X. Hucr. 19 2, 1924 124—126.

Hexoroppie ponpocnt reopnu moren-
guara. K., Bictu [loairexm. lmer. 20,
1926 67—73. '

#Kemouxur, B. H. Hekoroprie rugpocra-
Tnyeckue amarorus. M., Tpa. Hucr.
Hax. Tpamen. 6 1927 47—54.

3aaenbepr, C. T. O pacuere xpyraof
NAGCTHHKM NpU IOMOIOU KBaAPaTyp.
Oaecca, H.-Texm. H. 5;_; (3) 1927
42—57.

HMBamos, B. M. [Ipuvenenue kuaematuxn
K pacyeTy KOMOUHHPOBAHHBIX U CAOX-
HbIX cTaTuvyecKu OHPeACAHMb‘X CHUCTEM.
M., Tpa. Mlrer. Urx. Tpancu. 2 1926
17—99,

Hparos, M. H. O wmaanix ko ebamuax
MaTepuaibHOH CUCTEMbI OKOAY MOAOXKeE-
una pasuosecun. lomck, M. Texmona.
Hucr. 41, 1916 (1918) 1—-60.

Ksacsuxor, A. B. Ounpejerenve me-
VPaBHOBEUICHHOCTH nOpmHeBb‘x MaurvH.
Tomex, M. Texmoa. Mmer. 43, 1923
1—26+2 Ttaba.




XII VL. Mexanmn«xa

Koreannukor, A. II. Toukn Bypmestpa,
ux cBoiicTBa ¥ mocTpoeHue. M., Mar.
Cé6opr. 34 1927 207—345 ¢p. pes.
346—348.

Kcanapos, JI. H. K teopun xpusoro
6pyca. X., Hayk. 3an. Texmnoa. lucr.
2, 1927 105—108,

Kyauxonckmii, II. I'. Ocrosn wmerogy
npyxrcroi ainil. K., Bictu Iloautexs.
Imcr. 20, 1926 S0—103.

Aebeaer, C. ®. O6os nox Harpyskoi
no 3akoHy mokaszareas. Tomck, V. Tex-
moaor. Mucr. 45,1924 71—79+1 raba.

Aengep, . M. K sonpocy o pacmpege-
AEHHM ZaBAenWil TrasoB MexJy AHOM

‘cHapsizga u Amsom kamaza. lirp. (Kom
ocob.agT. om). 1919 38.

~—— Mexanyuueckre CBOHicTBA KPWBHIX
AaBAeHHﬁ nopOXOBb:X Ta’3cBR B KaHaae
opyAuii B HaYaAbHOH TOUKE JBHKEHUS

cuspsga. [lrp. (Kom. oco6. epr. om.)
1919—32.
Noxminr, A, I, Junamuyeckne Ha-

npﬂmeﬂnﬂ B KaHaTaX HepeMeHHOrO ce-~
uvenusa. Awvenpomerposck, M. Topm.
Uncr. 15 1925—1927 (1928) 125—148.

—— K kpyuenwo sHRu3oTpOnEbIX HpH3M.
Anenponerporcx, 3an. Incr. Hap. Ocs.
1 1927 53—59.

O6 wusrube kpyraoll mracTHFBL
Auenponerporck, 3an. Incr. Hap. Ocs.
1 1927 45-—52.

Aykun, I, . O6 osnom wuBapuanTe
B cTpouTeabHo#l Mexammke. baky, H. M.
AsepG. [loaurexm. Huer. 1 1925
3—8+1 16:.

Mazmnoncxm‘i, A. 3. Exuncrso gusnue-
ckoil kaprunbm mupa. [lomatre o Tem-
neparype. Juenponerposck, 3am. Ixer.
Hap. Ocgn. 1 1927 61—65.

Maaxnm, . K gunamuxe Baskoii mua-
kocry. Kasamp, WM. @.-M. O6w. (3) 2
1927 (1928) 41—48 ¢p. pes. 49—49.

Maanimen, A. II. Avarus u cuntes me-
XaHH3MOB C TOUKYM BPEHMUA XX CTPVK-
rypol. Tomex, Y. Texmoa., Muer. 1923
1— 77+‘24—16 TabA.

Mocroncxmii, A. @. K sonpocy o Baus-
EHH CKOpOCTH n Macc Ha AediopMaluy
rH  yaace. Tpa: Hnuer. Ues.
Tpancen. 1 ]926 106—108

Oruerenrnii, H. E. 06 oarcii ocnopnoit
Teopeme KuneMaTuKu. JHenponerporck,
Ban. Iacr. Hap. Ocr: 1 1927 67—6°.

Iipockypa, I. ®. Onpeserenue zua-
MeTpa BOBAYLIHOTO BWHTA W3 YCAOBHH
minimum’a norepp, X., Hayx. 3am.
Texnoa. luer. 2, 1927 101—103.

Pabunonny, M. M. I'paguueckas cratuka
OACCKEX  ITICTOKPATHO H3MEHSEMBIX

KUHeMaTUueCKHX LeMell M HeKOTOpHie
NpPUMEHEHNs] €e B CTPOMTEAbHOR Mexa-
nuke. M., Tpa. HMuer. Max. Tpancn. 3
1927 97—174.

—— O HeKOTOPEL:X COOTHOWEHUSX MEKAY
NepeMelleHHsAMY TOUEK YIPYIoro TeAa.
M., Tpa. Vucr. Unm. Tpanen. 3 1927
712-96.

Pepux, K. 3. Bausnue 6nicTpoxoguocTsr
asuraTenaeil Ha NpepbiBHBIR mpollece
PETyAHPOBaHHA JIeHTpoGexHbIX pery-
asropos. Juenponerposek, H. -Topm.
Hucr. 15 1925—1927 (1928) 87—113.

Cramkesnu, M. B. K sonpocy 06 ncon-
TaHWH NPOYHOCTH METAAAMUECKUX CTE P 2K~
Hell ¢ momouinio npu6opa Maprenca. M.,
Tpa. Vaer. Usx. Tpancen, 11926 98—105.

Croaspos, H. A. A6corrotuit pyx B irep-
nisAbEux cepejorumax. K., 3am. Incr.
Hap. Ocs. 1 1926 101—104 o¢p. pes.
105—106.

Crpaxosuy, K. H. Branoo6pasnoe gou-
seHHde Baskoi muakocrn, A, . Tuapoa.
Hner. 19 1927 90—-90.

Asuxenne paskodl HecxuMmaemoil
xuakocty. A, H. Twapoar. HMmer. 18
1927 5—18 ¢p. pes. 18—18.

—— Harerparsebie ypaeHeRrust THAPO-
AMHAMUKM BSI3KOH HeCKNMaeMON XUA-
xoeru. A., K. Tuapoa. Hmer. 20 1927
167—1¢€8. )

06 ozHOM cayuae ABUmEHUs BASKOR

HeckMMaeMOH XMAKOCTH B TIAOCKOCTH.

A, W. T'usponr. Uner. 20 1927 79—87

®p. pes. 88—88.

HOTeHgHaJ\bH()e [IAOCKOE JABIKEBHe
BAI3KO#H cxuMaemoll mugkocty. A., V.
Tuagpoa. Muer. 20 1927 168—16%

Crpyamuxos, B. T.Ocrofiuusocts cyzos
C XRAKUMH Tpysamu, c6AraZarolIUMH
SHZUNTeABHOH  croGojBoit  moBepx-
noereio. M., Tpa. Mucr. Mux. Tpauen.
6 1927 143—152.

Cyxomean, I'. M. Buswauenns uentpa
Bar#l IAowi, o6meeHOl ABOMA BAAEMEO-
NePNEeHAVKYASPHAMU IIPOCTUMH Ta AY-
roto xoaa. K.. Bicri [loairexs. Imer.
21 1927 (1928) 129-—130.

Tpodpmmon, B. M. Onpirer mo ompegere-
HMIO CONPOTUBAEENS BOBAYXa, IIPOUZEE-
aeunbte Ha [aaprom Aptranepuiickom
Tosuroze B 1908—1910 rogax. Ilrp.
(KomM. occ6. apr. om.) 1920 4343 6.

@ox, B. A. YcrosHo mepuosrueckue cu-’
CTeMbt ¢ COM3BMEPHMOCTAMM H UX ajgua-
6aruueckne  mrBapuanter,  M.-Tlrp.
Tpa. Foc. Onr. HUner. 3,, 1924 1—2?

Heitrann, 3. [Ipo6rema BceMmpHOro TA-
rorerns. M., Bectn. Komm Akaa. 13

1925 167—1"".




VII. Tedbus cTHOCHTEAbHOCTH.

Yepawiit, C. J. Pyx nranmernoro mnepnu-
reain B uyoruppoxmipuim Eskaigosim
npocropi. K, 3an. Incr. Hap. Ocs. 2
1927 113—119 amra. pes. 119—122.

Mimugr, @. . K. reopun cua aobosoro
conpoTHBAenus maockoro noroka. A., .
Tuzpoa. Macr. 18 1927 19—35--1 ra6a.
uem, pes. 35—35,

Illraepman, H. fl. K pacuery xpyrosoro
onoproro koabua. K., WM. [loaurexn. u
C.-X. HUncr. 18, 1923 37—46.

K Tteopun rubkux nureit. Ogecca,

Hayxa n Texanka. 4; 5 (10) 1926 23—:28,

K Teopum cuMmerpuunpix jJedop-
Mauuil aHH30TPONHBIX YHPYyrux oboro-
gek. K., Y. TMoautexu. u C.-X. Hacr.
19 1, 1924 54—72.

K teopun cummerpuunbix Jegopma-
uuit 'yopyrux aHASOTPOIHBIX 0GOAOUEK.

XIII

(donoanenne). K., H. Illoanrexn. nu
C.-X. Hner. 19 1, 1924 64—75.

—— O npUMeHEHHM MeTOZa acHMIITO-
TUYECKOrO KHTETPHPOBAHUS K pacuery
ynpyrux o6oaouek. K., H.. [loaurexs.
n C.-X. Unucr. 19 1, 1924 75—99.

———- O npojoapbHOM wusrube KpPYTOBBIX
apok mepemeHHoro cegenus. K., Bieri
Moaitexn. Imer. 21 1927 (1928) 19—24

O6 unTerpupopannu sudpdepen-

UMaAbHBIX ypaBHEHUIH paBHOBecHS ym-

pyrux o6oaouek. K., Bictu [loairexn.

Incr. 20, 1926 (1927) 96—100.

Y crofiunBoCTb KPUBOAMHEHHBIX CTep-
xueil w apok. K., Bicri IToaurexn. lucr.
21 1927 (1928) 25—48.

Kapckmii, A. B. Pacueranie @opmyant
AA OZHOTO THOa mectkoir pambl K.,

1925. 26.

VII. Teopus orHocuTeAbHOCTH.

Tpauna, . H. Bamerkn no npunguny
otHocuTeAbHOCTH, JHenponeTponek, M.
Topu. Muer. 15 1925—1927 (1928)
77—86.

Kopauma, A. H. 3akoun teopi! rpasu-
ragii Efinmreiina, sixi MoxHa BbiBecTH
3 Hboronoscbkux notenuisais. K., 3am.
Iscr. Hap. Ocs. 1 1926 127—128. -

—— Teopust OTHOCHTEABHOCTH M TEOPUS
keant. K., M. Toaurexs. u C.-X. Hxucr,
19 1, 1924 10—17.

Oruesenxnii, H. E. Ueber die Anwen-
dungen eines Dualitétsgesetzes auf die
ralativistische Physik. Juenponerposck,

3an. Iner. Hap. Oce. 1.1927 71—-74.

Mecenxon, B. Acrpomomuueckue goka-
3aTeAbCTBA PUHINUNA OTHOCHTEABHOCTH.
M., Becru. Komm. Axaz. 13 1925
200 —216.

Xapazos, I'. A, Maamit npemgun orHO-
cuteapnoct. M,, Becr. Komm. Acxag.
12 1925 265—326, 14 1926 143—162.

—— MaremaTuueckas kpHTUKa TeopuM
otaocuTeabHocTd. M., Becra. Komm.
Axkaz. 10 1925 258—299.

Illyxapes, A. H. [lpunnun otnocurean-
HOCTH U COBPEMEHHDBlE TEUEHHs Hayuy-
voit mbicam. X., H.-Texu. XK. 3—35
1922 45—61. 6—10 1923 113—128.



Cnncox coxpamennmii xypHanros.

Bictu Iloaitexn. Imer.
3an. Iscr. Hap. Ocs.

Ban, Iner. Hap. Ocs.
3an. lucr. Hap. Ocs.
3an. Incr. Hap. Ocs.
3an. Iner. Hap. Ocs.
3Ban. Iger. Hap. Ocs.
3an. C.-['ocn. Iner.
H. Asep6. Yaus.

H. Tuzgpor. Uner.
H. Topu. Uscr.

H. Iez. Hner.
H. INoaurexn. u C.-X. Vner.
H. Texunoa. Uncr.

H. U. Aszep6. Tloaurexs.
Hner.

H.-Texn. K.

H.-Texn XK.

Hayk, 3an. Texwmoa. Imecr.

Bicrn Kuiscokoro IMoairexmiunoro Incruryry Kuie.

Bamuexn  Auninponerposerkoro Imeturyry Hapoguvboi
ocsiTH,

Banucku Kam’suenp—Iloaianebkoro Imerutyry Hapoa-
uboi oceith. Kam'smepp na Ilogiraro. ‘

3anuckn Kuiscokoro Imeruryry Hapoamnoi ocsitu.
Kuis.

Banucknu [ToataBcbkoro lucrutyty Hapoguboi ocsitu.
TMoaraga.

Banunckn Xapxiscokoro lmcruryry Hapoanvso! ocsiru
iM. O. O. ITore6ri. Xapkis. ]

Banucku Xepcowcpkoro lnerntyry Hapoaupol ocsita
imenn H. K. Kpyncokoi. Xepcon.

Banuckn Kuisenkoro Ciabenko-T'ocnogapepkoro lucrn-
tyty. Kuis. .

Uszsecrus Asepbaiigmanckoro [ocydapersensoro Y uu-
Bepcutera umenn B. M. Aenmna. Orgea Ecrecrso-
sHanus u Meaunune. Baky.

Hspectna Tocyaapcersennoro I'mgpoaornueckoro Mucrn-
tyTa. AeHunrpag. '

Hssecrns Exarepunocaasckoro [oproro Hacrturyra
nmenn T. Aprema-Cepreesa. [14]. Massecrua Jue-
nponerposckoro oproro Mucruryra wum. T, Ap-
tema-Cepreesa. Juenponerposck. {C 15].

Ussectns Trepckoro [lesarormuyecxoro Hucruryra.
Tsepb.

Hepectuss Kuesckoro [loaurexnnueckoro m Cenncro-
Xossitcreensoro Mncruryros. Kues.

Ussectus Texnororuueckoro Mucruryra umenu Aenun-
rpagckoro CoBera pa6ounx, KpecTbSHCKHX H
KpacHoapmelickux ZenyTraros. AeHHHrpag.

Hayunnie Wssectns Asep6aiizmanckoro Iloaurexanue-
ckoro Hucrutyra umenn Asus6exosa, Baxy. [Jo 2,
¢ 3 Ussecrua Asepbaiigmanckoroe [ocysapcrsen-
noro [loaurexunueckoro Vincruryra umenn Asus-
GexoBa DBaky].

Hayumo-Texnnueckuit Kypnar Ogecckoro Orzerenus
Hayuro-Texunueckoro Y npasaesns BCHX Y CCP,
Ogeccxoro IToaurexnuueckoro Mucruryra u Ozec-
ckoro Orgeaenns  BeeykpamHckoii  Accounannu
Huxenepos. Ogecca. (C §,, xax mnposorxennue
Hayka n Texuuxa).

Hayuno-Texnuuecknit Kyprasr. Opran Hayumo-Texuu-
yeckoro Cosera npm Y kpaunckom Hayano-Texnu-
yeckom Otgere Y CHX. Xapokos.

Hayxosi Banuckun Xapkiebkoro Texuororigmoro Ia™

cruryry imenn B. I. Aenuma. Xapxis.



Chucok coxpamenuil xypHanoB. Xv

Hayka u Texnuka. Hayka u Texunuka Opram Ogecckoro Hayuno-Texun-
geckoro Oraeaa BCHX Y CCP, Ogecckoro Orge-
aenmsi Beeykpamnckoit Accouvanmun Huaxenepos n
Ouaecckoro Tloanrexnunueckoro Mucruryra. Oaecca.
(a0 5., aaree Hayuro-Texmnueckmii Rypuan).

Oneitro-Crpouteabnoe Onmrtro-Crpoureaptoe gero. BCHX  Yinpasaennue
aeno. nppvraguonubix pabor B Typkecrane. Ilerep6ypr.
Tpa. Tea. Hucr. Tpyaet Bsarckoro Ilegarormueckoro Hucruryra wumenn

B. Y. Aennna. Bsitka.

Tpa. Mlacr. Hum. Tpanen. Tpyam Mockoekoro Hucruryra Hmmenepor Tpamc-
nopra. Mocksa.

Yu. 3an. Berem. Ik, VYuennle 3anucku Boicmeisi Hlkoanr r. Ogeccer. Orgea
(Dusuro-Maremarnueckux u Texuuuecxux Hayx
nog pejakuueli npogeccopos B. H. Kawmgn6a,
Y. A. Krapka, A. U. Mangeapmrama u Y. 1O.
Tumuerro. Ogecca.



K rteopun copoxymssix JlnodpantoBbix mpuOAMKenuil.
&
P. Kysomun.

3zxech A Aal0 BHIBOA OAHOM TEOpeMbl O pacnpeieAcHHH ApPO6-
HbIX JOAeH CcHCTeMbl MNOAHHOMOB, IpPejCTaBAsIOWEH HekoTOpOe
o6ofuienne Teopembl, gokasanuoit akazemmkom K. M. Buwmo-
rpaszoBbIM B CTaTbe: , AHAAUTHYECKOE ZOKA3aTEAbCTBO TEOPEMbI
0 pacnpejeArcHuM ApO6HbIX dwacTeli meaoro moaunoma“ (MAH
CCC 1927).

[Ipocroe npumenenne 3TOH TeopeMbl NO3BOASET AATb ZOBOABHO
[OAHOE pelleHHe PAZa BOIPOCOB, OTHOCAIIMXCA K TEOPHUH COBO-
Kynubix JlnoganToBbix npubinmenuil Bbicuiux creneHed. [lepsbie
mard B UCCAEZOBaHHM STHUX BONPOCOB CAEAAHDbI, HACKOABKO MHE
usBectHo, Hardy u Littlewood’om B ux zoxraze na mexay-
HapogHOM Cbesze MarTeMaTukos B 1912 r. Weyl B 1914 r. zaa
0ZHO 3aMeyaTeAbHOE HEpPABEHCTBO, 3HAYMTEAbHO obAerausiiee
AaAbHefiee wusydenune »stux BonpocoB. OHO AexUT B OCHOBe
u 3TO# paborsl.

JAst IPOCTOTHI H3AOMEHHS, B JaAbHEHIIEM BCIOAY TFOBOPUTCH
O ABYX NMOAMHOMAX, HAH AByX npubamxenusx. O606wenne Ha 60Ab-
uiee 9HCAO He NPEACTaBASET 3aTpyZAHEHMIL.

- § 1. Ormerum HexOTOpbIE INPEAAOMEHHS, HYXHbIE AAS JAAb-
Hefmero:
I. Hepasencteo Beiias: ecan [ (#)=0az" +a, a7 L an—

IMOAMHOM C BEIIECTBEHHBIMM KOIPPUUUEHTAMH, «&» — PACCTOAHHE
al !
o N 2nif{w) |
unCcAa Z A0 OGAnmmaidimero yeaoro, S = e i
|1
TO:
n—1 n—1 n—1 n—1 N T
2 2 2~ 1 2 —n 1 . 1
s <4 N 4N 2 Min (N, —+———— | -
«on: /ll h,...h,n_ 1>

hiy Byehy, _1=1

¥ypu. Jlenuurp, dus -Mat, O-a 7. II, B. 2 (1929). i



2 P. Kysbpmun

Careacruem HepaBenctsa Befias spasercs dopmyaa:

—1
n—1 n—1 n 1 ny”

$ o TN Y Min(w L)

h=1

crnpaBejAHBas NpU AIO60M BbIGOpe MOAOKHMTEABHON MOCTOSIHHOM €.

JlokasaTeAbCTBO 3THX NpeAAOKEHMA MOXKHO HafiTH B KHHre
E. Landau: Vorlesungen iiber die Zahlentheorie Bd [ (Satz
265, 266).

Ormerum eue, 4TO U3 HEPAaBEHCTBa BePIJ\ﬂ BhITEKAET MPEeAAO-

S
AeHue: NpH o HppauMoHaAbHOM lim & = 0.
N-> e
1. Ecan

o2 <55 o=1 0<g<N",

2 Mm< ,(h)>=O(N€)Nn<-ll\—,+~$-+ qn>.

N

TO:

[lpn sToM cymmupoBaHHe pacnmpOCTpaHEeHO Ha Bce NOCAEZOBa-
TEAbHbIE 3HAUEHHS F B MHTepBaAe, AAHHA KOTOPOTO €CTh BEAM-
YHHA NopsaKa N

JZloka3aTeAbCTBO AHMUID HECYIECTBEHHO OTAMYAETCH OT AOKasa-
teabcta Aemmbi Il wassannoft pa6ormt M. M. Bunorpagosa.

§ 2. Mycrs @yuxuus ¢ (§) ¢ mepuosoM, paBHBIM eAUHHUIE,
B uHTepBaAe (@, b) paBHa eauHuye, a B OCTaAbHOH YacTH MHTEp-
Bara (0,1) pasna myar.

Toraa, xak Aerko Buaern:

4o

o (E) — 2 a, e2m’nﬁ,

—

npu uem
. 1
= b—a; [anl<%-
4
Beeaem ewe @ynxuuro § (£) = —213— ‘ ¢ (§+u) du, rae A— neko-
Za
TOPOE MOAOKHTEABHOE YHUCAO.
Toraa:
+ o
| i sin 2nnA
(&) = 2 b e™, b =b—a b =a =

n n 9Qnpd !



K Teopun cosokynubix JuodanTosbix mpH6AMZeHwMit. 3

KpOMe TOro:
. /1 1
|, <Min (5 a5 »

TaK 9TO PsAA abCOAIOTHO CXOAAWMUACH.
O6pasyem, naxonen, ¢pyuxuuo © (&%) = ¢ (§)-4, (n), rae ¢, ()
orangaercs ot §(§) Tem, uro BMecTO umcer 4, b, & BaaTm ¢, d, .
OueBnaHO CHPaBEAAHBO pasAOXeHHeE:

0

o= D g et

n, M= — o

Apu BTOM Co = (b—a) (d—¢); Cm="0,b_, raed —
KOBQPHUUUEHT B pasroxmenuu ¢, (1). '

Touku (a, ¢), (b, ¢), (@, d), (b, d) cocraprstoT BepuMHbI MpsMO-
yroabHuka c¢ mnaomazpio o= (b—a) (d—c), pacnoroxenHoro
BHyTpH kBazpata ¢ epmumnamu (0,0) (0,1) (1,0) (1,1).

- /JlAs BCAKOro npsiMOYroabHumka Oy, aHAAOTMYHOTO MPSMOYTOAb-
HAKYy G MOMHO COCTaBHTb COOTBETCTBYIOUIYyI0 (YHKUMIO 0);, aHa-
Aoruunylo QyHkgua © (£ 7).

§ 3. lycre  f1(#) ¥ fyo(x) aBa noamnoma crenenest b u k,
npudem & <'k. Tlepemennoe & npunuMaeT psag  3HAUEHHH:
1,2,3,.... N. Kamaomy snauenuto & COOTBETCTBYeT BHYTpPH eAUHUY-~
noro keagpara (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) Touxa, KOOpAUHATHI KOTOPOTk
paBHBI APOGHBIM ZOASM COOTBETCTBEeHHbIX 3Hadenuit f1(%) u fy(2).
Lleap 6ammafimux naparpaOB COCTOMT B TOM, 9TOGBI ONPEAEAUTD
¥ (0) —4HCAO TaKMX TOYEK, MOMAZAIOUWHMX BHYTPb NPAMOYTOAb-
HHMKa O ¢ BepmMHaMH B Toukax: (a,c), (b, ¢), (a, d), (b, d). Beegen-
Haa B § 2 @yukuus o (§ 1) aaer yao6HOe CPEACTBO AAS ITOTO.
BospMem ABa npsMOYroAbHHKAa 6, U Oy, CTOPOHBI KOTOPOrO yaa-
AeHbl OT CTOPOH NPsMOYTOAbHHKa G Ha Beamuuny A, [lpsamo-
JrOABHHK G 6yAeM CUMTaTb TaKMM, 9TO Oy UEAHKOM PACTIOAOXKEH
BHYTPH €AMHHYHOTO KBagparta, a o, cywecrsyeT. CocraBum aas
3THX MPSIMOYTOABHMKOB COOTBETCTBylOWIHe @yHkuuun o (§ ),
w, (&, 1), (5 7). Aerko Buaets, uto W, (§, M) = 1 B npaMOyroan-
HUKe O U He OTPHUATEAbHa B OCTAAbHOH 49acTh €ZUHHMYHOIO KBa-
apara, ©; (§, 1) = 0 BHe kBagpara ¢ u = 1 BHyTpH ero.

Kpome Toro, Besae:

0)1(5) 7)) é (')(E’ fl) é (1)2(&, ’])-

[loaromy, noaaras:

E= fl(x)) n= fg(x))



]

4 P. Kyspwmun

Haligem: .

D 0@ n) = Ue) = D oy m)

r==1

N

D oogms DoEn = D ok,

=1 z=1 =1
Orcioaa caeayer:
¥

N N 1
v =D o) + 0| D o n—+ 3 o).

r=1 z=1 =1

[lpumenssn pasaomenue Qyukuuii © (5, v) B pas u cyMmupysa
MMOYAEHHO, Ha#ligeM OTcCroZa:

v (6) = No+ O (N + R). .

Bﬂ,er yepes R o603nauen MaxkCHMMyM abCOAIOTHOr'O 3HAYEHHS
BEANYHHDI '

N
A\l 2ni (n - mn)
\ > O e :

n, m x=1

B KOTOPOfi CyMMHpOBaHME PaclpOCTPAHEHO Ha BCE LeAble 3Haye-
HHSL UMCEA ¥ WM 7, HE PABHBIX HYAIO OAHOBPEMEHHO.
§ 4. Jas ouenku Beamunnbl B BOCHOAD3yeMCsi paBeHCTBOM:

+ w
1 AN Al \f‘. Al -
= D>+ D+ Y+ D = 4+B+6+D.
2, Mm 1=[n|lEN [n|=N n= — o |n| >N
m=0 lsm=N |m|>N |m|ZN

Ilpu ouenke cymm C u D Beanuuny
l 2 :eQm'(nE-l—m'q)‘ -5
nmn
=1 I

3aMeHHM BeAWYMHOH N ¥ BOCIOAB3YEMCs HEPABEHCTBAMH JAS
seanunn |C, |, BhITEKAIOWMMU M3 HEPAREHCTB AAS BeAuunn 0, § 2.
[Moansysach obbiunbiMu npuemamu, HafigeMm:

C+D =0 <L§5> - 0(%)

[[Ipn aToM €, Kak O06BIYHO, “— NPOUSBOADHAS MOAOKHTEABHAS

1
NoCTORHHAsA, M NMpeanoroxeno, uro 1 = O(N)].



K reopun cosoxynubix Juodantorbix npubaumennii. 5

JArs ouenkn Beamuunsi B, npumenss HepasencTso <K omu-
Hlsapua, no,\yth-

1BI=> 100N 16,l - 8,..

JanvHelimee npumenenue HepaBeHCTBa Koum-11Isapua zaer:

IBI. ‘ [2! 1] e,

B npaBo#t wacTH moay4eHHOro HepaBeHCTBA MePBbI MHOKUTEAD
J

k-1

’IZWL

ecTb BeamunHa nopsiaka (IgN ) O(N ).
JAs u3ydeHnsi BTOPOrO MHOXHTEAs, 3aMETHM, 4TO

N N &
S = 2 : e 2w (nk - mn) _ N\ e 2l (ema - . . ..)
nm |

1 1 |

Y
[losromy mnpumenenve mnepaBeHctBs aas (,, M HepaBeHCTBa
Beifirs gaet:

k-1 1
W 2 € Y1 2 -1
DGl 8, =0@) D | N T
nl=N
1<m=N
=1
Qk:lk{{\r\
+ N ﬁ‘ Min (N «Mm) .

3uax Hag cymMo#t ozHauaer, wro mpu % =0 Beamumna — -

1
BOAXKHA ObiTb 3aMeHEHa Ha m

[osromy:
E—1 B1 =1

S0l S =0 N N T o )N e,

3aech
D N I A
In | =N )\
aw
*O(IgN)z Mln( > T(p).
p=1

1
Yepes T() szecb o6osHauena cymma 2 ——, pacmpocTpa-

mh = .

—1
HEHHasi AMIIb HAa TaKHe 3HAYEHHA M, IIpH KOTOPbIX /\Sk/N .



) P. Kyssmunmn

Cymny, MOAYYMBIIYIOCS B MPABOH YacCTH MOCAEAHErO PAaBEHCTBA,

pasobbeM - HA TpPynnbl IOCAEAOBATEAbHBIX CAAaraeMblX. HHCAOM
- k—1
k BN B xamgoir. [lyctp I =¢-H'N u S; —oana mu3 Ttakux

rpymnm: i1
14 &N

S, = 2 t{4) Mln <N, 7115)

p=1+41
B . 1
KaxJgoOM u3 CAaraeMmbixX w0 BXOJAIIHX B COCTaB T (y.) OZHOI'0

M3 YAEGHOB CYMMbl Sp BeAWYMHA mi% , ipd 90 >0 uau m =1
npu ¢ = 0. Yucao caaraemnix, ona,mgm‘( B cocTaB T(|L), MeHbuIe,
yeM OOllee YHCAO AeAUTereH P, CA€A0BAaTEABHO, OHO €CTh BEAHU-
yuna O (N E).

[Mpumensia sameuvanne I § 1, maxogum:

k
kIN

Q 1

2 (W) Mm( ) O(N)N( —+ik),

1 N

p=1

rae ¢ — sHaMeHATEeAb OAHOH M3 MOAXOASWHX Jpobeld K 4HCAy 2,
A

npuuem ¢ N .

ConocraBasis ckasaHHOe, HaXOJHM:

& 1 1 q
B:O(N)N<T+—f_’—+—~,/
[Moao6upiv xe nytem, mpu ycaoBuu h>1 aas Beamuun A4,

Haftaem: I—h

2
€ 1 1 7
A:O(N)N<—F+T+—7>.
. N
3aech r—snameHaTeAb OAHON U3 gpobel, NOAXOAALIMX K YHCAY
{ — cTapuiemy koa(ppuUUeHTy moauHOMa [ (%).
Yucao 7 yaoBreTBOpsieT HepaBEHCTBY: # <N

O6mbeaunss ckasaHHOe, MOAyYaeM OKOHYATEABHO:

1—k
2

] 14-¢ 1
(@)= No+ 0 + 0 )|+ + ) +

1—h
2

1 1 r
+ —+—+—)
<N r Nh

/



K reopun cosoxynupix JuodaHTOBbIX HPHEAMEEHMIL. 7

1 o
[Toraras A = —— » Haligem:

N2

V@) = No+ 0 )| Ao b () +

[Tpn manoxenHOoM BbIBOAE Ha NPAMOYTOADHHK G GbIAM HaAO-
KEeHbI HEKOTOpble orpaHuyenus. s moayueHHOH QopMyAbl Aerko
BHAETDb, UTO OHH HECYLJECTBEHHbI, 1 (POPMyAa BepHa AAs Aroboro
NPAMOYTOAbHHKA G, OPHMEHTHPOBAHHOrO IapaAAEAbHO OCAM M pac-
IIOAOKEHHOTO BHYTPH €JHHHUYHOIO KBajpaTa.

Mpu h =1 ouenxa BeAmuunnl 4 H3AOKEHHbIM crnocoboM He-
NpUMEHHMa, HO ClelHaAbHOE PaCCMOTPEHHE MOKA3bIBAET, 9TO MOAY-
qeHHad arag A oUeHka oOCTaeTcs B CHAE M B DTOM CAydae.

B cayuae, ecan peun umaer 06 oaHOM MHOTOUYAEHE, BbibMpaeM
1—%

/
A= (%) , uto zaeT gopmyry M. M. Bunorpazaosa:

1-%
V@ =No+ 0 )|~ +(F)

/

q

§ 5. Ms noayueHHBIX pe3SyAbTATOB AErKO CAEAYIOT BBIBOZB,
oTHocAwmecs K JlModanToBbIM NPUOAHMEHHAM.
Uz gopmyamr M. M. Bunorpazosa caeayer, uTO rmpu

k
g<T<N
ve)=No+8KN | 1. %<L> .

|| <1; K — noctosuuasn,



8 P Kyspmun

Ecau momuO HafiTH ¢, yAOBAETBOpSAIOWEE CKA3aHHOMY YCAOBHIO
1 6oAbllee, Y4eM HEKOTOPOE YHCAO T, TO: '

vie)=No + 6 K —11—,-1'—(-—1;—) .

Orcroza caeayert, uro B unrepsare (0,0,), rie

1—%

3 2
KN 1 < r )
Gy = —_—
0 1—% k
N 2 N
3aKAIOUaeTCA OgHa M3 Apobedi moauHoma f, (%) = az’.
) p | 1 .
Ecau xe ¢ <7, TO \a— 7 <q_l , OTKyaa:
i1

%
|ag" —pg" " | < F .

[osTomy BoO BesikoM cayuae cywecTByeT cpeau uucea 1,2,...N
Takoe [IeAOe YHCAO ¥, 9TO 3HAYEHHE O OTAHMYAETCA OT GAuKaii-
WEero HEAOr0 MEHbILUE, YEM Ha BEAHMUHHY:

EN°| 1 7\ i1
| = + =
2. \ N

T

Lleaecoobpasubiit noa6op seanuun T u I’ goxaspiBaeT TeOpeMy
. M. Bunorpaaosa: [lpu zazannom aucae o< ~S7=1 MOXHO
R
HaHTH C 1, N 6
HaiTH Takywo moctosiHHyio C, uto B unTepBaae (1, AASL A0HOro
unucAa @ HafigeTcs TakOe LeAOoe %, MPH KOTOPOM PacCTOSHUE BEAH-

k
9HHBL XX A0 OAmxalmero ugeAoro Membilie, yem

= .
N
[lpoctoiv 0606menuem 3TOH TeOpeMbl ABAAETCH TaKas:
»llyerb f1(%) u f,(x) moaunombr 6e3 cBO60OZHOrO 4YAeHA, Be-
wecTBeHHble. Torga B Aro6om unTepsare 1 =1 < f{ moxHO HafiTh

TaKkoe 3Ha4YeHue &, MNPy KOTOPOM 3HAUYCHHUA JaHHbIX NOAHHOMOB

OTAMYAIOTCS OT GAMAAHIIMX LEABIX MeHbuie, uem Ha —,rae Cuo
4

HEKOTOpble IMOAOXKHUTEALHBIE MOCTOSHHBbIE", .
Jra goxkasaTeAbcTBa pacCMOTPHM cHadaAa TOT CAyuad, Korga

f,(x) = aa”, f,(x) = Bz". Bospmem asa uucaa T u T°. Cpeau



K teopnn cosokymubix JuogantoBnix npubanmenuii. 9

uncea untepBara (1, T) nafizeTcs mo MsromeHHOMy Takoe &, uTo

- C
pacctosiuue 2& 0 6Anmmaiimero ueaoro 6yaeT MeHbile, yeM ——. .
: 1’“

[
B unrepsane (1, T') unafigercs Takoe ¥, 4TO paccrosHMe JO OAu-

n n 7
xafimiero umeaoro uucAa O, =pE N 6yaeT MeHbime, uem

as,

]I
14-a
Haspas E ==z, T =1, naiigem, yro 1 =2 <?¢ u npu Tom pac-

y m n % . .
CTOSIHMS BEAHYMH OX U PZ 70 GAMmaHINX UEAbIX MEHbIUE, 9eM

g
sy—ma~ M~ COOTBETCTBEHHO.

¢ 1+a tl-l—a
Buibpag a Ttak, 4To6bi 0, — ne > 0, HaHMEHbWIYK) M3 BEAMIUH
Gy, — Nna cooas,
l1+a " 14+ o
B TeopeMe.
O6uwmii cayyaii MOKHO JOKa3aTh C NOMOLIBIO MOAHON MHAYKUMH.
[Npeanoroxum, uTo Teopema JOKasaHa JAAS TOrO CAydas, KOrza
crenenn noAuHoMoB [ (%) u [y () menpme n. Ilycty f (2) = ax” +
+0, (@); f, ()= 2"+, (2), rae crenenu ¢, (5) 1 @, (v) wewpe 7,
a OZHO W3 uMceA O U (3 Momer ObITh paBHO H HyAIO. Bosbmem

asaumcra: Tu T'. B I/IHTepBa}\e (1, 7) nafizem no zokasaHHOMY

MOKEM MNPWHATD 3a TO T, O KOTOPOM TOBOPHUTCA

Takoe 4ucAO § 4ro uncaa % u p& OTAHHYAIOTCA OT 6Aumaitiiero
T

. C
geaoro menbme, 4em Ha — - . Coraacro mnpeamoroxenmio B HH-
'l’
a.
tepBare (1, T') moxHO HaliTH Takoe 9ACAO ), YTO 3HAYEHUS MOAU-

HoMmoB: ¢, (1) = ® (51), ¥, (m) = 0, () oTamyaroTCa OT 6AMmaRuIMX
¢

Vi

n n
[Mpu aTom «(§n) u B(En) oTAuuaroTcs oT 6GAMKARMAX YHCEA
. an

HEAbIX MEHbIE, YEM Ha

C
‘MEHblle, YeM Ha T

) ([ . .
[Moatomy, nassae: én=a; T =¢, nafigem: 1 = x<{ u npu-
ToM uncAa [, (z) u [, (%) orauvaoTes OT 6AMKARIMX LEADIX MEHbHIE,
yem Ha : :
(4 g

o —na + a5,
¢ 1+a glte

*]
Bui6pas uncao @ rax, urobbr: 0<la<{-- u HasBas HauMeHb-

Gy~ NG - as,
1 + @ 1+4+a
TO 9MCAO, O KOTOPOM T'OBOPHUTCH B TeopeMme.

LIee W3 gHCceA yepes O, HalgeM, 4TO G U €CThb
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Tak kak B caydae, xoraa f,(®)=ax u f,(2) =pxr Teopema
BEpHa, TO OHa AOKasaHa.

§ 6. B cayuae, ecau xoTs 6b1 0auH U3 NOAMHOMOB f; (%) u f, ()
uMeeT cBOGOJAHBIA YAEH, TeopeMbl, N0Z0OHOH Npeabiayuiedi, Boobule

0
TOBOPSA, He CYUIECTBYET, jake U O 3aMEHe BEAHYHHbI —— Ar060#
[

apyroft (yHKuHed, y6eiBatowiefi 40 Hyas npu t— co. B atom cay-
yae MOIyT CyLIeCTBOBaTb, OAHAKO, TEOPEMBbl, MOAOGHBIE Teopeme
Yeb6nimena. ‘

Jaa caydas ognoro noaunoma us gopmyAan M. M. Bunorpaaosa
BBITEKAeT, YTO y Ka®AOro mOAMHOMA f (%) C MppalMOHAABHbIM
KO9()(PUUUEHTOM XOTsi 6bl y OZHOrO YA€HA, OTAMYHOTO OT cBO6OA-
HOTO, CYIIECTByeT Takas [OCAEJOBATEAbHOCTb GECKOHEYHO BO3-
PacTaloIMX HeAblX T, Ipd KOTOphiX paccrosuue [ (L) 3o 6amxaiimero

3 —-21—k . .
ueaoro mennme, uem O (2) @ , rae k— crenenp nmoAMHOMa.

Ara cayuas, xoraa moausomsr [y (%) u f,(%) pasubix crenene
¥ CcTapimMe KOI(@UUMEHTbI HMX OJZMHAKOBBI, o6uias Qopmyia § 4
TIOKasbIBaeT, YTO MPH COOTBETCTBYIOIIEM GECKOHEYHOM psje 3Ha-
YeHU# weAoro & BeAuuuHbl [ (%) u f, (%) oTAmyaroTca oT 6Anmadi-

. .
WHX yeAblx Ha Beawuuny O (z°) @ .

[locaesusns Teopema Momer GbITH Aerko 06061ieHAa Ha M TOT
cAyaafl, Korga crapimue Ko3p@UUUEHT NOAMHOMOB [ () u fy (%),
6yAydn MppauMOHAAbHBI, MMEIOT PalMOHaAbHOE OTHoenue, Moxmo,
BHAOM3MEHUB PacCysAeHus, NpUBOAsWHKe kK popmyAae § 4, 0606wuTh
ee u Ha cayyait noaunomos [, (#) u f,(») paBHbIXx cTenenei,
MMEIOIIMX MppaUUOHAAbHbIE CTapiine KOI(PMUUUEHTD! ¢ PAUMOHAAD"
HBIM OTHOWIEHHEM 7. TOABKO B 9TOM CAydae pasHocTb [ (%) —
7f, (%) AoAxHA HauMHATbCSA C YAeHa, MpPagUOHAAbHBIE KO3 PH-
LUMEHT KOTOPOro COU3MEPHM CO CTAapIIUM KO3(P(PUUUEHTOM MNOAM-
HoMa [ ().

B o6wem cayzae, xoraa oTHOIWEHNe HPPAUMOHAADHBIX CTAPIIKX
KO9(PPUIUEHTOB NOAHHOMOB [ (Z) u [, (%) uppaynoHarbHO, TeOpem
NoAo6HBIX CKasaHHBIM He cywectByeT. KakoBa 6b1 uu 6biAa o (z),
TIOAOXHUTEAbHAs] M YObIBaroOWasi O HyAsl MPH Z—> 0O , MU COOTBET-
CTBEHHOM mnoa6ope koapduuuentoB [;(2) u [, (%) okasbiBaercs,
uro uncaa (%) u f(%) oramuaioTcs OT 6GAmmaHmHX LEAbIX
MeHblle, 'YeM Ha @ (%) OZHOBPEMEHHO, AMIID AAS KOHEYHOTO HYHCAA
LIeABIX 3HAYCHUE Z. )
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B sakatouenne samerum, uro, mpumensa gynxumo § 2 o ()

‘e . S
¥ TOAb3ysch ynoMmsaHyThim B § 1 ceo#ctBoM, uro lim <= = O,

N> e N
N

ecan S = 2 g2

1 '

, Tae crapumii koapduuument | (z) uppa-
© IMOHAAEH, MOXHO JOKasaTbh CyIIECTBOBaHHE PaBHOMEPHOCTH pac-
npeAeACHHUs B €AMHHYHOM KBajpaTe TOYEK, KOOPAUHATHI KOTOPBIX
apobupie zoau noaunomos [y (%) u f,(x). Eannrcteennoe ycaosue,
KOTOPOE TPU 3TOM NPUXOAUTCS HAAOKUTb Ha MOAHHOMSI [(Z) u fy(x)
COCTOMT B HEBO3SMOXKHOCTH IPH ILEABIX % H 7 ypaBHEHHS:

nf (%) + mfy (v) = C + f (x),

rae [ (%) — noAuHOM ¢ panuoHaAbHBIMH KO3 HuMeHTamu. SIcHO,
YTO €CAM yPaBHEHHE MOJZOOGHOro BHAA BO3MOXHO, TO TOYKH, KOOP-
AVIHATBI KOTOPDBIX PaBHbl ZPOGHBIM ZOAsAM noiuHomos [ (&) u f, (),
U He MOryT 6biTb PABHOMEPHO PACTPEAEAEHBbl MO MAOWIAAU €zH-
| HUYHOTO KBazpaTa. '

Orcioza caeayet, uto ecau moamsoMmsl [y (%) u f, (%) mogun-
HEeHbl CKa3aHHOMY YCAOBMIO, TO BCErZa MOXHO TNpH 3aJaHHOM
TIOAOXMTEABHOM € HafiTH Takoe LeAOe YHCAO 7, uToGhI uucaa [ (7)
‘U [,(%) orAnvaruch OT GAMMAHIIMX UEAbIX YHCEA MeHblIe, 4YeM
Ha € OJHOBPEMEHHO.

Sur la théorie des inégalités simultanées de Diophant.
R. Kuzmin,
Je démontre ici le théoréme suivant:
_étant donné les polynomes f; (%), f,(%),... fx (2), qui s’annulent
pour =0, on peut désigner une constante positive ¢, dependant
de degrés des polynomes donnés, qui a la propriété:
pour chaque valeur du paramétre >, on peut satisfaire aux
inégalités:
c

‘fl(x>—y1!<';?"
c
tG'

’fz(“’)"‘%|<':7;... Ifs (@) — i | <

Ici z, ¥;, ¥5...Ys — sont des nombres entiéres; 0 <z <?; ¢ est
une constante positive.’
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Un théoréme tout & fait semblable existe pour les polynomes
a plusieures variables. '

La condition: f;(0)=f,(0)=... =% (0)=0
est necessaire par la nature de la question.

Tout cela est une consequence d’un théoréme assez précise
et générale sur la distribution des valeurs des polynomes suivant
le module un, que j’ai demontré en appliquant I'inégalité celebre
de Weyl et les séries trigonometriques au moyen d’une methode,
qui est une modification simplifiée de celle de M. Wmogradoff
(CRdelAc de Sc. U. S. S. R. 1927). -



00 yumBepcarbHBIX (BYHKOHSAX.
A. B. Kaumoposuu.

I'p. M. MuxTenroabuom 6biA [OCTABAEH CAeAyOWIME
BONPOC: YTO MOXHO CKasaTh O KAaccCe (QYHKIMH JABYX mepe-
wmennnix F (2, f), ynusepcarbno#i aas Bcex ¢ynkuuit y=f ()
‘0aHO# NMepeMeHHOH ¥, kAacca < ¢ N0 KAaccupukaunn Baire’al).

[lpu pacecmorpenun aTOro BOmpoca Mbl NPHIIAH K CAeAyiO-
IIMM PE3yAbTaTaM: ,

1) ZArs  dynkunit kraccupukaymm Young’'a cymect-
ByeT QyHKUMs AByX nepemennbix Tuna ¢, (G)2), ynuBepearbHas
AAst BceX QyHKUHHA oaHOR nepemenHoff # Tuna (He Bbuue) g, (G).
3aecp (u Huxe) depes & o0603HaqaeTcs AOOE TUCAO HEPBOTO
MAH BTOPOTO YHCAOBOI'O KAacca.

2) He cymecrByer Qynkguu zByX NepeMeHHBIX &-TO KAacca
Baire’a, ynusepcarbHoft AAst Bcex (yHKUMH OAHOH NepeMeHHOMH
He BBILliE TOro Xe KAacca.

3aecp xe BaXHO OTMETHTb, 9TO MBI PAcCMaTPUBAEM M (QYHK-
UUH, JOMycKamluue HecOOCTBeHHble 3HAYEHHS + OO HAM — 0O,
JAst KOHeuHBIX QyHKUHME HEBOSMOXHOCTb CYLIECTBOBAaHUS YHHBEp-
carbubix @ynkumit F (7, f) B:060oux ykasaHHbIX cAydasx cpasy
BbiTeKaAa 6bl (OT NPOTUBHOrO) M3 PACCMOTPEHHs (YHKUHH
F (z, z)+1. "

B aaabuefimem Bce HamM NOCTPOeHHsi Mbl 6yAeM NPOU3BOAUTD

B kBagapare 0 <o <{1, 0L

1) Myuxyna F (x, ) nasbipaeTcs yEuBepcaAbH o Ara QYHKuu# oznoi
TepeMeHHOH OIPEAEACHHOTO KAacca, €cAM AAs KaxgoH ¢yukuum [ (&) sToro
KAacca CYIIECTBYET Takoe sHadenue t/ napamerpa t, uto F (z, t/)=f (z), u, o6parno,
Npy KaikAOM SHAUEHAM napamerTpa ¢ MOAYYaeTcs (QYHKUWA OT &, HpMHaJAEKaILass
YIOMSIHYTOMY KAaccy. :

) 3zece (U B JaAbHeiimeM) Mbl TOAb3YEMCH TEPMUHOAOTHEH I 0603HATCHHAMH
H. Hahn’a; cu. ero Theorie der reellen Funktionen [Berlin,

1921], crp. 328 w caea.
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- O603naunm uepes P COBOKYNMHOCTb Tex uHCEA #, KOTOPBIX

PasAOKEHUE [0 TPOMYHOH CHCTEMe MOMET ObITb HANHCAHO C IO~
a, a, a, .
moubio uudp 0 u 1, Tak gTo t=—§—+.—3;+ +? +..., rgea,=0

nan 1. Kak usBectHo, coBokynHocts P ecTb copepumiennas.
Pasobpem MOCAEZOBATEABHOCTD (@} na Geckoneunoe muoxe-

CTBO YaCTHYHDbIX; JAAS 3TOTO JZOCTATOYHO Pa3bHTb TakuM 06pa3oM

NOCAEAOBAaTEAbDHOCTb HATyPaAbHbIX 9YHCEA, HallpuMep, 1O CXeMe:

1, 3, 5 e, 2i—1, 0 -e..

2.1, 2.3 2.5 .......,2(21_1),

1) IR i .

271, 2778, 2 5 (2@_1),,,,,,_
Onpegerum Temepn Qyuxuun !, (), 1, (¢),...... creayomum

,06pazom:

Zl(t):%"l‘ gf 4—-%4—.....,12 ()-:—+ “°+

“Jo

OTHOCHTEADHO ITHX (QYHKUHMHA CIPABEAAMBO mekxyroxgee:

1) Dynxuun I, (¢), 1,(#),....nenpepoisust 8 P (u Bgorn P).

2) KakoBbl 6bl HH 6biau 4HCAZ Ay, Ay,.... (02 < 1), no
HMM Hafizercs B coBokynHoctu P Touka £, aas koropoit oaHO-
BPEMEHHO:

L=k, by (#)=Dg,...., L(I)=X,,..... :

3aMeTnM, YTO 3aMKHYTasi COBOKYIHOCTDb BIOAHE ONPEAEASETCS
HCYHCAMMBIM MHOXECTBOM UHCEA, HMEHHO, PacCTOAHHAMHM BCeX
PAaLMOHAABHBIX TOYEK JO ITOH COBOKYNHOCTH. |emepb, 6aaroaaps
DTOMy 3aMe4YaHHI0O U CBOACTBY QyHkuuii /, Mbl 63 Tpyaa nocrpoum
NAOCKYIO 3aMKHYTYIO COBOKyNHOCTb B, yHuBepcaibnyio ®) Aas
AMHEHHBIX 3aMKHYTbIX COBOKymHocTei%). =

) Awanoruuno !), naockas coeoxynHocTh E HasblBaeTct YHUBEpcaAb-
moit (H  Aysun) Arn AunefiHBIX COBOKyNMHOCTEH ONpPeJeACHHOro KAacca, €CAu
BCE BT COBOKYUHOCTH (M TOABKO OHH) HOAYYAIOTCH TPH CeueHmH CoBoKynmocTu E-
npsiMbimn ¢ =1/, @

Caezyer orosopuTp, uTo N0j CeueHUEM JBYMEPHOH COBOKYIIHOCTH {(x 15)l
nopamoi $=1?/ mB1 pasymeeM COBOKYNHOCTb T€X 3HaYe€HUHR &, IPH KOTOPHIX
Tqua-(x, #') mpuHazrexHT ZByMEPHON COBOKYNHOCTH.

4) Bnepsbie Taxoro poga cosoxynuocru nocrponrn T. Wazewski (Fund,

Math, &. IV, etp. 214) u W. Sierpinski (ibid, t. VIL, erp. 198).
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HCPCHYMBPYGM BCE€ pallHOHaAbHble HHCAA B MPOMEXKYTKE

J=(0,1): r;, vy, - 7,,-- -, u onpegernm coBokymHocTb E cae-
ayiomwum obpasom:
2) E=1 8<taP |z——r | > (t)>

k=1

Ara coeokynuocts B wu 6yzer wuckomoi. /JeficTBuTeAbHO,
npexae Bcero us HenpepniBHOCTH Qynkunit U, (§), I, (f),.. soiTekaer

samkuyTocTb E; Takum 06pasom, u Bce cedeHHus ee 6yAyT 3aMKHY-
THIMH.

Ilokaxem Temepp, uTo, KakOBa, 6bi HH GbIAQ AMHeHHAas 3aMKHY-
Tas COBOKYNHOCTD I B unrepBare J mo Heit Hafigercs Takoe f'eP,

YTO ceueHHeM COBOKynmHocTu E mpsmof t~t’ 6yJeT HMEHHO COBO-
t

kynuoctb B, ZIas kpaTkocTu Mbl 0603HaYMM 3TO cedeHHe uepes L.

INycrs aana coBoxymuocte F; moAoxum A, paBHBIM PacCTOSHUIO

TOuKM ¥, z0 cosokymHoctn K. [lo coficty 2) ¢ynkuunit !, uaii-

aercs takoe t'eP, uro I, (t)=A, (k=1, 2,...). Dro 3Hauenue ¢
rd

u 6yzer uckomnim, T.-e. E=E. B camowm geae, us onpeaerenus E
(cm.(2)) umeem, uto

E—H E(Jz—r, |ZZ1).

k=12

[lycts Touka v E; toraa paccrosuue ee Z0 mo601'fl TOUKH 7'},

t [ t

6byaer > X, u notomy #.eE, rak uro E (_ E. Hao6opor, ecan z¢E,
TO OHa He MOXeT MNpPUHAZAexaTb AONOAHMTEAbBHOMY K E mpome-
KYTKY, 160 uHaUe MOKHO GbIAO Gbl HAHTH PALMOHAABHYIO TOUKY ¥

AAsl KOTOpO#H paccTozmme OT F 6bir0 6bI 6o0ApIIE PACCTOAHHUSA

OT %y HTaK, E( E, u B pesyabrare: E E,
[3amernM, 4TO U mycTas coBOKymHOCTb MOKET GbITb NOAY-
HeHa TAKHM Xe MyTeM, ecAu BbGpatb ¢ Tak, utobbt Bee I, (#')=1.]
Paso6pem nocaegosateavnocts dynkuuit I, (1), %, (), ... .na 6ec-
KOHEYHOe MHOMECTBO 9YacTHUHbIX, XOTA 6n mo cxeme (1):

L), ,@®),.....
3 1.(8), I, (t),.....

TToAbsysich aTuMEI MOCAEZ0BATEABHOCTAMK (PYHKUMEH, NOCTPOKM
paa cosokymuoctef E,, E,,.... Toudo Tax e, kax Mbl, HcXOan
H3 mocaegoBateabHoctd 4 (£), I, (¢),...., moctpouam coBokymn-
Hoctp E.
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Iycrs -tenepp E;, E,,....6yaeT npousBOAbHasZ MOCAEAO-
BaTEAbHOCTb 3aMKHYTBIX COBOKymHocTeli B npomexytke J. Tak
Xe, KaK M paHbille, Mbl y6eZUMCH, 9TO €CTb TAKHE YHCAA Ay, Agyee. .,
49TO AMIIb TOABKO ! yAOBAETBOPSET YCAOBHSM:

’ n—3 —

(4) l] (t)zAl’ l:}(t’)“'l:’,)"")
ceuenne coBokynHoctH E, npsamofi ¢=¢' ectp E,. Takxe cyme-
CTBYIOT TaKHE€ YHCAA Ay, Ag,...., UTO €CAH TOABKO

% N— N
(4) lz(t)""k2yls(t)_)‘u:""’
TO ceuenne coBokynHoctu E, npsamo#t t=¢%' ect» E,, urt. a. Ho,
no csofictey 2) ¢ymkuu# I, ly,...., mMpl mMoxeM HaliTH mNO
upcAaM Ay, Ay,....Takoe uucio ¥ B npomexyTke J, uTOGHI

OZHOBpPpeEeMEHHO yAOBAETBOPSIAUCH Bce ycAoBus (4), (4*) T A4

ITHM JoKa3aHa OCHOBHas .

Aemma I. CymecrByeT 10CcA€eA0BaTEABHOCTD MAO-
CXHX 3aMKHYTbiXx coBokynuoctei E;, E,,..., o6nra-
jJaoilas CAeAZyHOIHM CBOHCTBOM: Kémoga_ 6b1 HuU
6blAa MOCAEAOBAaTEABHOCTb AMHEHHDBIX 3aMKHY ThIX
cosokynuocTteit E;, E,,...., cymecTByeT Takoe
ancAao ¥, uTto ceuenusmu npamo# t=% coBorymnHoO-
crei E E,,.... m 6yayT MMEHHO COBOKYNHOCTH
E,, E,,..... ’

3ameuanue. B Tekcre Aemmbl MOxHO GbIAO OBl 3aMKHY-
Tble COBOKyNHOCTH 3aMEHHATb OTKPBITBIMH, €CAH TOADBKO,
BMECTO NOCTPOEHHBIX MPH €€ ZOKa3aTeAbCTBE MAOCKMX COBOKYIHO-
creii' E,, E,,...., Bastb ux aenoamenus CE,, CE,,.... a0
ocuosHoro ksagpara (0,1; 0,1).

F. Hausdor{f?® BBen B paccMoTpenme Tak HasblBaeMbie
38— @ynxuvu (cymmbr npoussegenufl) u od— pynxuuu (mpousse-
ZeHus cymm) oT nocaegosareabnoctu E,, E,,....E,,....coso-
KyNHOCTeH, B3ATHIX H3 Kakoro-HuGyZp kaacca coBokynHocred (E).
MOyuxuun nepBoro Tuna, HanpHMmep, onpeiersiorcs Tak. [lycrs
_ §aHO MMPOH3BOABHOE MHOKECTBO N PasAMYHBIX MOCAEAOBATEABHO-

creit v:(nl y Mo yeneny Ppyonns )'BOBpaCTalOLgHX HaTypPaAbHDBIX YUCEA.
Bsae mocaesoBateavnocts E;, I,,....cosokynuocrel us (£),
MNOAOKHM

G=% (E,, E,,....)= S E,E,, ....En....,

e\

) f. Hausdorff, Mengenlehre (Berlin. 1927), crp. 89.
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rAe CyMMHPOBaHHE PacClpOCTPAHEHO Ha BCe NOCAEAO0BATEABHOCTH
v u3 N. Anarornuno onpegersiorcss u 6d—@yHKUUH, C 3aMeHOfH
NpousBeAeHNH CyMMaM#, W Hao60pOT.

Us remmbr | (u sameuanus x Hefl) HeNOCPEACTBEHHO BBITEKAET

Aemma II. KakoBa 6bl Hu 6biAa d8S—@yHKUHUS HAHM
cd—¢ynxygusn ®(E,, E,,....), A% Kracca COBOKYyD-
HocTefl G, KOTOpble NOAYYAIOTCA C NOMOILbIO d3TOH 'f
PYHKUUM U3 AMHEHHBIX B3aMKHYTBHIX (OTKQBITBIX)
COBOKyNmHOCTeH, cyllecCTByYyeT YHUBEepCaAbHAA NAO-
ckas coBokynHoc¢tp (O, npeacraBAasieMas Tow xe '
PyHkgued OT HEeKOTOPOH MNMOCAEAOBATEABHOCTH
3aMKHYTBIX (OTKPBITHIX) MAOCKHX COBOKYHNHOCTE M.

JArs ZokasaTeAbCTBa AOCTATOYHO MOAOKHTb, HalpuUMeEp,

G:@(El, E2,....), ‘ : ) . |

v

rae E;, Bq,....—naockue samxnyTbie (OTKPDITBIE) COBOKYNHO-- o
S . o

CTH, O KOTOPBIX 6blAa pedbp B Aemme | (u-B 3amevannu k Heft).

Bmecro mnocaegosareavnoctn E;, E,,...., ouesmano, wmoxHO

OBINO 6Bl /HCXOJI,PITb u 13 At060# ee’'4aCTHUHOH MOCAEZOBATEADHOCTH.
Janree, kak siBctByer us paccyxsaenuii F. Hausdorff’ a®)
Ars kamaoro tuna Borel’esnix cosokymuocredt, D, uau B, cyue-
cTByeT Takas 55— wuam od — pynkuus P, ¢ nomowpro korTopoii
M3 BaMKHYTBIX, COOTBETCTBEHHO, OTKPBITBIX COBOKYMHOCTEH MOAY-
9al0TCA BCEe COBOKYMHOCTH (HE BbIIIE) BTOTO THUNA M TOAbKD OHHj ™ '
npu atom Tow me OyHxkuumedr P MOxHO MOAB3OBATHCA KAK AAA
AMHEHHDbIX, TAK M AAA MAOCKUX coBokymHocTedt. Toraa us aemmbr I
CA€ZyeT CyllecTBOBaHME MAOCKOf coBokynHoctd D tuna D, yan- )
BEpPCAAbHOH AASl AMHEHRHBIX COBOKyMHOCTe# (He Bbluie) aTOro THna ). i
91y - coBokynHocTh D) Mal CTPOMAM HA MOCAEZOBATEABHOCTH
cosokynuocteit E;, E,,..... Paso6bem Temepp nocaeaosatern-
socto E,, E,,..... Ha wacTuansie no cxeme (1):
E,E E ,....

E2: 6> 109>

¢y Ibid., crp. 85—90 u 177—178. .

") Tak Kak amaAuTHMYECKMe COBOKYMHOCTH MOT'YT GbITb MOAYYEHBI M3
-, 3aMKHYTHIX (MAM OTKPDITHIX) COBOKYMHOCTEH C MOMOIZbIO HEKOTOPOH 35 — QYHKUUM )
. fem,, manpumep, F. Hausdorff, loc. cit, crp. 93], To us aemmer II, mexay ;
IpOYHMM, BHITEKAET cYLeCTBOBAHNE MAOCKO aHAaAMTHUECKOH COBOKYNHOCTH, YHHEEpP-
caAbHOH Aas AuHelHbIX amaanTnuecxux cosokymHocTeil: Cp.: W. Sierpinski,

Fund. Math, t. VI, ctp. 201 u N. Lusin, Fund. Math, t. X, crp. 79. o
V 2Kypn. Jlenmnrp. ®us.-Mar. O-Ba, T. I, B, 2 (1929). . 2 i
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ECAM Mbl, HCXOZA U3 MepBOH YaCTHYHOH NMOCAEZ0BATEADHOCTH,
noctpoum coBokynsocts D, mcxoas us BTOpOH— D,, u T &,
TO MBI mpHAEM K CAeayiowefl remme (aHarormumofi remme I):

Aemma III. CymecTByeT nDOCAEZO0BAaTEABHOCTH
narockux coporynuocteit Dy, Dy,.... Tuma D, o6ara-
zalomas CAeAyOIHM CBORCTBOM: KakoBa 6bl HH
6blAa NTOCAEZO0BAaTEAbPHOCTDb AMHEHHBIX COBOKY I HO-
crei Dy, D,,....tuna (ue Bboime) D, cymecrtsyer
TaKOe YHCAO #/, 9TO AAS HHUX BCEX OZHOBPEMEHHO:

. 1!
(5) ‘ o Dn:Dn

 Tepeiizem Temepn

yTBepAACHUI:
Teopema I KakoBo 6m HuH 6bAi0 @ cymecTsyer

pynkuus AByx nepemennnx B (2, f) Tuna g, yuusep-

caAbHas AAS QYHKUWHE OZHOHR nepemeﬂkou y=f (%)
tTuna (He Bbiure) g,.

K JAOKa3aTEAbCTBY YyKa3aHHbIX BHadaAe

JokasateabcTBo. Pacnoroxus Bce pauroHaAbHblE GHCAA
B BHJE INOCAEJAOBaTEAbHOCTH: 7y, 7,, T

gyeeest sy, KakaoMy
PauMOHAADHOMY 4YHCAY 7, TOCTaBUM B COOTBETCTBHE COBOKYT- -

nocrs D, (u3 aemmbt III). Toroxum tenepp @ymxumo F (2, )

paBHOH TOuHOH HHAHe#l rpaHune Tex dYHCEA 7,, AAA KOTOPBIX

touka (%, t) ne npunagrexut D, . Ecau xe Touxa (%, t) npuHaz-~
Aewut Bcem D, To nmycTb F(w t) + oo,

ITokaxem npexzae Bcero, uTo npu AlOGOM BeELECTBEHHOM @t

(6) o 8 (F (x, ) >2p)= 11 D,
. <P

rae NPOM3BEJEHHME PACIPOCTPAHEHO HA TE 3HAUECHHA %, [IPH KOTO-
poix 7, < p.

[lycrp Touka (%), {;) NpHHAZAEKAT COBOKYNHOCTH B AEBO#H
wacty; 210 3Haumt, uro F(z,, %) >>¢ u, no onpegerenuio Qynk-
unn F, npu Beskom 7, <{p Touka (%, ) npunagrexur D, , a no-
TOMy NpHHAZAEKHUT M NPOH3BeAeHHIo, cTosimemy cnpasa. O6paTHo,

ecAn TOUKA (%o, t)e LD, 1. e, npu r,<p, (%, %) eD ,
Crp<lp

, F(xo, %), paBHas TOYHO# HHXHeH TpaHHUE Tex 7,, NPH KOTOprX

(%4, t,) ne mnpmmagremur D, , ne momer 6blTb MeHbIE P, T. €.
F(z,, t,)>>p u Touka (%,, f,) NPUHAZAEHHUT M COBOKYIHOCTH
B AeBoii wactH. Takum 06pasom, coorTHomenme (6) ZoKasaHO.
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Tax kax Bce cosokynmHocts D tuna ®,, To u ux npoussege- .
Hue 6yaer (He Bbime) 3TOro THma, Tak uto [coraacHo (6)] coso-
kynsoctu & (B (z, 8)2>p) 6yayr tuna (ue Boime) D, orkyaa,
Kak M3BECTHO, CAEJyeT 8), uro ¢yuxuus F(z, ?) 6yp,e'r THNA
(we Bbune) g,.

IMokamem Tenepn, uro ¢pyuxuus F(z, ) 6yaer ynusepcarbnoi
AAA QyHKpu# oaHOR mepemeHHo#t Thma (He. Bbimle) 9.5 ; OTCI0Ja
yse 6GyzeT, MexAy NPOYMM, BBITEKaTb, 4TO QyHkuuss B cama
6yAeT TOYHO THNA ¢, . )

Bosbmem arobyio @ynkumio [(#) rtuma (ue Bbume) g,. IToro-
UM

@ CD=E(f@)>r) (=1, 2,3,...);

. BCe 9TH COBOKynHOCTH 6yayr tuna (He sbime)D,. Torga, no
aemme Ill, nafizeTca takoe umcao ¥, uTO Ars BCex #* oaHOBpe-
MeHHO 6yaeT BblmOAHATbCs cootHomenne (5). B Takom cayuae,
'KaKoOBO 6bl HM GBIAO BeweCcTaeHHOE WHCAO p, B Buay (6) u (7),

EF (5, 0= 1D, = ILE((5)>n)=E () )

7n<|” i
‘OTKYAa M CAEAYET, YTO TOXAECTBEHHO
F(z, t')~f (x)

Teopema II. He cywecrByer pyHkuuu aByx mepe-
meunnmx F(z, ?) aro kaacca (mo xnaccudpukauuu
Baire‘a), yauBepcaAbHOR AA% OYHKUHE OZHOH me-
pemennoit y=f(x) (ue Boime) %-ro kracca.

- JAoxasarteapcrTno. [Ipegnoroxum nporusHOE, T. €. UTO
rakas ¢ynkuuss F (z, ) xnacca a cymecrsyer. Iloaaraem

fo(x)=F (x, z); pynxkuusa f, (%‘) 6yaer (umé Bbile) 0i-rO KAacca.
QueBnguo,

E(fo(2)>0) ) E(fo(@)=+) u &(fo(z) <0) ) E(f (#)=—o0).

CoOBOKYMHOCTH B AeBbIX uacTsX 0o60MX BKAIOUeHHH 6yayT THTa
B,,,, a B npapeix—runa D, 9. Tlo oano#t teopeme W. Sier-
t
8y H. Hahn, loc. cit, erp, 343
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pinski’ or01°) cymecTByroT Takue coBokymHoctn 4; u A,
tana D,y # %+1oaﬂospemeﬂﬂo, uTO: »

E(fo (@) >0) )4, ) E(fo (r)=+) n
:)g(fO(“')<0)_)Az_)g(fo(x)—'—‘°°)-

O6osnaunm uwepes A; AOMOAHEHME K CyMMe COBOKYMHOCTEH
4., 4, a0 OCHOBHOTO NPOMEXYTKa: A4,=C(4;+ 4,). dra coso-
KYNHOCTb, O9YeBHAHO, Takxe Oyaer Tuma D, u B, ozHospe-
menno. Onpeaeaum Teneps Qyuxumio f (%) caezyromum obpasom:

0 B A;+4,
fo(x)+1 ) BA3.

OueBuaHo, 4TO NPH BCAKOM & BBIIOAHSETCA HEPABEHCTBO
f@®)y#£1fo (). B rTom, uro ¢yukuus f(r) 6yaer (se BblmE) *-ro-~
KAacca, HETPYAHO y6eautbes '), ycraHoBUB, 4TO coabxynndcm
E(f @) >p) n E(f(x)>q), 6yayr, coorserTcrBenHo, Tuma (me
soime) D, w B,,,. Hanpumep, mpu p>0, cosokynHocTp
E(f(2) >p) Ay € (fo ()Z2p—1)—muna D, ; npu p L0, copo-
Kynuocts & (f(x) >p)=A,+ 4, + & (f0 () >p—1) — Takxe THnNa
D

fx)=

a+1*
Hrak, mbr nmocrponan ¢ymxguio [ () (e Bbime) o-ro

KAacca, KOTOpas B KaXAOH TOYKE OTAMYACTCH OT (YHKIHH
fo (¥). Myuxuus f () 6rarogaps »ToMy 6GyaeT - OTAHUATHCH
or Beakoit ¢ymxumn F(z, #), npu Awbom mecrosusom ¥, mo
kpafineif mepe, B Touke z=t' u mostomy f () He MomeT GBITH
noryueHa us pyukuuu F(z, {) au npm xakom 3sHaveHwum mnapa-
MeTpa f, BONPeK: aonymleHHto, uto ¢@ynkuus K (¥, §) sBasercs
YHUBEPCAAbHOR aAs ¢yukuwmit (He Bbime) 0-ro KAacca., ITO n’po-
THBOPEYHE U AOKA3bIBAET TEOPEMY. :

Bameuanue I. Ecan mpi, B3 Qynkumo F(z, t) cyuie-
CTBOBAaHWE KOTOPOH YCTaHABAMBAETCA B TEOpeMe I, noromum:
fo(x)=F (2, z), T0 ata Qynxuus 6yaer tuna (ne Bvume) g, Oue-
BUAHO, 9TO ee M306paxeHue [COBOKYNMHOCTb Touek (%, fo ()] 6yaet
uMeTh O6ILyI0 TOYKy C usobpameHneM Bcskoft Qymxumu ()
tutia (ne Bbuue) g,. Hanpotus, me cymecrtsyer ¢yukuuu fo ()
(se Bbume) 0-ro kaacca, uzobpamenue KOTOPOH HeO6XOAMMO mepe-

°) Ibid., crp. 346 u 343,
1) W. Sierpinski, Fund. Math,, t. V[, erp. 1, 2.
‘) H. Hahn, loc. cit.,, crp. 349.
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R V
cexaroch 6bl C M306pameHneM KaxaoR Apyroi Gynkuuu (He Bbimre)
o-ro kaacca. JleHCTBUTEADHO, MOCTPOEHMs, BBIIOAHEHHBIE INpH
aokasaTeAbcTBe TeopeMmbl Il, mosBoAsiOT AAm kKamao# QyHKUHU
fo(z) (ue Bblme) %-TO KAacca OMPeAEAMTb Takyw OyHKuuio [ (x)
takme (He Bble) %-rO KAacca, KoTOpas MpH KamAOM 3HaueHHH
OTAMYHA OT NepBOfl.

Bameuanune Il Teopeme Il (mpu o> 1) moxno 66100 611 MPH-
JaTb M HECKOAbKO 6oaee o6uiylo- QOpMy, 3aMeHUB (DYHKUUH
a-ro kAacca (moykraccumkaumn Baire’a) ¢ynkuusmu Tuna g,
n'G, oanoBpemenHO (10 Kraccupukanun Young' a).

Sur les fonctions universelles.
Par L. V. Kantorovitch.

Le but de cet article est de démontrer deux théorémes
suivants: '

Th.I. Quel que soitle nombre fini ou transfiniax,
il existe une fonction de deux variables E(z, ¢) du
type g, (suivant les notations de M. .H. Hahn), uni-
‘verselle pour les fonctions f(#) d’une variable =
qui sont g, au plus

Cela veut dire qu'en fixant le paramétre ¢, dans la fonction
F(z, %), on obtiendra toutes les fonctions d'une variable du
type g, au plus et ces fonctions seulement. :

Th. II. 1] n’existe aucune fonction F(r, ¢) de
classe & (de Baire), universelle pour les fonctions
d’une variable # des classes .

Bien entendu, on admet pour les fonctlons en question les
valeurs +oo et — co aussi.

La démonstration repose sur ce lemme:

On peut construire une suite d’ensembles
plans (D}, dutype D,, jouissant de la propriété
suivante: quelle que soit la suite d’ensembles
linéaires {D,}, du type D, au plus, on les obtiendra °
tous simultanément, en coupant les ensembles D,
par la mé&me droite, convenablement choisie, pa-
ralléle a 1’axe d’abscisses. ‘



Sur les valeurs limites des fonctions, réguliéres
A lintérieur d’un cercle.
Par V. Smirnoff.

1. Soit f(¢) une fonction, réguliére 3 l'intérieur du cercle
K (]2]|<1). Larticle présent concerne quelques questions sur la
connexion des proprietés de f(2) a Dintérieur de K et de ses
valeurs limites sur la circonférence C(|#|=1) du cercle K. Nous
prenons comme point de départ une classe des fonctions, étudiée ..
par M. F. Riesz dans son mémoire: ,Ueber die Randwerte ana-
lytischer Funktionen®“ (Math. Zeitschr. Bd. 18 Heft /,, p.p. )
et nous exposons tout d’abord les propriétés connues des fon-
ctions de cette classe, ce qui est indispensable pour la suite.

Nous dirons que f (z)_u(re ") +1v (re cP), réguliére & l'intérieur
du cerle K, appartient a la classe H,, ol 3>>0, si les inté-

grales: on

17 (re®) [ dp,

0
croissant avec 7, restent bornées, quand r->1.
Si [ (¢) appartient a H,, elle adment presque partout, suivant
les chemins non tangents, les valeurs limites f (€%), et on a:

3

"d4>=f 7%

(1) lim f |7 (re")

ot M est une partie mésurable arbitraire de l’mtervalle (0,2w),
outre cela I'égalité:

(2) : lim f | £ (re?) —F () P dp=0
a lieu. ’

Supposons que f (2) prosséde une infinité de zéros: 0, %y, -

a Pintérieur de K. Ces zéros doivent former un produit infini con- -
vergent

-]
nEl I 7~,n
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et la fonction:
2
-

(3) b(2)= i o, ——=—, (%, éntant conjugué de o)

n=1 S l—a, 2
que nous nommons ,fonction de Blaschke®, satisfait a la
condition [b(¢)|<<1 a Pintérieur de K et posséde presque par-
tout les valeurs limites égales en module a l'unité. La fonction
de départ f(2) peut étre mise sous forme:

(4) f(e)=b(2)-g(2),

ol ¢(¢) ne posséde pas de zéros a lintérieur de K et appartient
aussi a Ha' Nous nommons le procédé décrit, qui fournit la for-
mule (4), ,dégagement de la fonction de Blaschke de f(2)“.
Si f(2) possede un nombre fini de zeros, le produit (3) est
aussi fini.

Si f(s) appartient 2 H,, il suit de la formule (2), qu'elle est
représentable par son intégrale de Cauchy:

) f (2)=2}7 fe (ew) -d (")

e?
U

et par l'intégrale de Poisson:

(6) f(re®)=— j f (%) L—n do.

1 —2rcos(0—q) + r?

2. Exposons mamtenant les deux théorémes qui nous semblent
importanies pour la théorie des fonctions.
Théoréme I. Si f(¢) appartient a une classe H (5>0)

et si|f(e")], ou A>3, est une fonction sommable, f(¢)
appartient aussi a la classe H .

En faisant le dégagement de la fonctlon de Blaschke, nous
pouvons écrire la formule (4). La fonction | g (e ) | est évidemment
sommable, et il suffit de démontrer, que la fonction ¢ (&) appar-
tient a la classe H' . I résulte de la, qu’en démontrant le théoréme,

nous pouvons supposer, que f(¢) ne posséde pas de zéros a 'inte-
1

rieur de K. En remplaceant ensuite f(¢) par [f (¢)] , on voit, qu'on
peut prendre 3=1 et, par suite, A > 1, sans nuire a la généralité.
Or, si f(2) appartient & H;, la formule (6) a lieu, et les fon-
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ctions harmoniques u(re®) et v ('reie) s’expriment par les inté-
grale de Poisson. En appliquant & ces intégrales l'inégalité bien
connue de Holder, on obtient:

2r 2r 2 2n .
[lu@e) fde < [u(@)['dp et [o(e™ [de < [[0(c®) "do,
0 0 _ 0 0

d’otr il suit, que f(2) appartient a la classe I{) .

Théoréme II. Si f(¢) s'éxprime par une intégrale du
type de Cauchy

g r= g [ e,

$(¢¥) étant une fonction sommable de ®©, ou par une
intégrale dutype de Cauchy-Stietjes:

$ (%) étant une fonction a variation bornée, f(2)
appartient a H pour valeurs arbitraires de 5<1.

En examinant la formule (7), il suffit évidemment de consi-
dérer le cas, ot  (¢) est une fonction réele sommable, sati-
sfaisant a 'inégalité: ¢(e"“'°),>zm>0, m étant un certain nombre
positif. La fonction % (re”) s’éxprime d’ailleurs par l'intégrale de
Poisson et satisfait a Iinégalité: # (r¢)>>m >0. Il en resulte,
que f(¢) est distincte de zéro a l'intérieur du cercle K et que
les intégrales: :

2r

9) : [ | (re’®) | do

restent bornées, quand 7> 1. Dans le cas considéré, la valeur de
ces intégrales, égale 4 274 (0), est indépendante de 7. Il ne reste
qu’a démontrer, que les intégrales:

2%

(10) [loeem Pap  (0<b<<1)
0

sont bornées. . ' .
Introduisons le module R (re”) et 'argument $(re”) de f(2).

On peut poser, que -
™

™ ¢ F
—5 < I’(re'?)<7.
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Considérons la fonction:
3 on . ; 5 ol
[F(e)’=u_(re")+iv_(re*)= R cos 5P+ R sindP
] 0

réguliére a Vintérieur de K. La valeur de 3 (0 <<3<C1) étant fixée
arbitrairement, on a 'inégalité: cos8®>>%>>0, k£ étant un certain
nombre positif. Il en resulte, que

1
3 ua (rew)’

3 N

¢) | <R’ <
et les intégrales (10) restent évidemmenti inférieures a —2,; . (0),
quand r>1, C. Q. F. D,

Dans le cas de la formule (8), il faut séparer les parties
réeles et imaginaires de F'(p) et représenter les deux fonctions
obtenums sous forme des différences des deux fonctions croissantes.
La fonction #(re™) sera encore positive, les intégrales (9) restront
bornées et la démonstration, exposée ci-dessus, aura lieu.

3. Indiquons maintenant quelques conséquences immédites des
théorémes démontrés.

. Si f(#) est représentable par unintégrale du
type de Cauchy ou de Cauchy-Stietjes, et si ses
valeurs limites sont sommables, elle est aussi
représentable par son propre intégrale de Cau-
chy [formule (5)]. Il résulte de l3, entre autres, que si f(2),
est représentable par son intégrale de Cauchy, elle appartient
a H,, et se trouve représentable par lintégrale de Poisson. ¥}

. Si une serie conjuguée d'une série de Fourier-
Lebesgue, n'est pas une série de Fourier-Lebesgue
sa somme généralisée repesénte une fonction,
non sommable dans le sens de Lebesgue. Nous nom-
mons ,série de Fourier-Lebesgue® une série de Fourie d’une fon-
ction sommable. ~

En faisant Pintégration partielle dans la formule (8) et en
tenant compte de l'existence des valeurs limites f(¢'¥), on arrive
immédiatement au résultat connu **): la série, qu'on obtient en
différentiant membre i membre une série de Fourier d'une

*) Ce résultat a été obtenupar M.G.Fichtenholz a I'aide du théoréme
de linicité des fonctions analytiques Fundamenta Mathematicae, t. XIII. 1929.

%) Plessner. Theorie der konjugierten trigonometrischen Reihen. Gies-
sen 1923.
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fonction a variation bornée, ainsi que la série conjuguée, sont
sommables a 'aide de la méthode de Poisson.

Pour terminer ce paragraphe nous remarquons encore un fait,
li€¢ au théoréme ll. Ce théoréme met en évidence, que dans le
cas, ol l'on a les formules (7) ou (8), f(#) appartient a toutes
les classes, IIa pour 3<1. L’affirmation inverse est incorrecte et

peut &tre réfutée par I'exemple:

e O Ikt

n=1

Cette fonction appartient a toutes les H, pour 3<'1, mais elle

ne s’exprime pas a I'aide des formules (7) ou (8), car les coéffi-
cients de sa sériec de Maclaurin ne sont pas bornés.

4. Nous avons a faire quelques remarques complémentaires
concernant les fonctions f (2), représentables par les intégrales du
type de Cauchy (7). Ecrivons la relation (7) sous forme:

’ 2r

T, im,

1 F= [ O g
e —z
0

ot 7 (¢) et ™, () sont des fonctions réelles sommables. Intro-
duisons maintenant une notion nouvelle, indispensable pour la suite.
Soit A () une fonction réelle sommable dans [I'intervalle (0,27).
Si la série trigonométrique, conjuguée de sa série de Fourier, est
aussi une série de Fourier d’une fonction sommable, nous dési-
gnons cette derniére fonction par A (@) et nous disons, que la
fonction % (®) posséde la fonction conjuguée X (p). Remarquons les
deux faits évidents. Pour qu’une intégrale du type de Cauchy:

1 V(p)——m(so) o
i | e, A

— Z
[
représente le nombre 0 & lintérieur de K, il faut et il suffit,
que 4(®) soit la fonction conjuguée de () et que les séries de
Fourier de ces deux fonctions ne contiennent pas de termes
constants. Outre cela, si la formule (11) a lieu, pour que la fon-
ction f(2) soit représentable par les son propre iutégrale de
Cauchy [la formule (5)], il faut et il suffit que les fonctions T, (9)
et T, (¢) pcssédent les fonctions conjuguées.
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Reprenons les fonctions f'(¢), représentables par la formule (11).
En introduisant la fonction absolument continue:

¢

m (@)= [m, (x) + im, ()] d ()

0

et en posant: ™(2r)=«-27?, nous pouvons Ecrire la formule (11)

sous forme:
2n ’ 2

1 ’ — ¢ 7o 1 ) (\?P) - ] « {5 ¥
f(z)szMd(g-):W/ —u-%*‘—md(e(g)
0 0 '

(e —=z) — z)

, (@) et w,(p) étant des fonctions absolument continues et peri-
odiques.
Envisageons une fonction primitive de f ()

2r
) 1 w, (9) + 0, (¢ '
F(z)::mf 1) +50,(0) g7y,
e —2
0
Il est évident, que cette fonction est aussi représentable par son
propre intégrale de Cauchy, car les fonctions absolument conti-
nues ©; (p) et w,(p) possédent les fonctions conjuguées *); mais
le numérateur ©, (¢)+i0,(p) peut étre distinct des valeurs limi-
tes F (¢"%). Quand méme, en tout cas, on a la formule::

2r
_ 1 {u(9) +iw,(e)~ F(®) ;5 4o
0= WJ B d ()
4]

4

s'est-a-dire il existe une telle fonction o (9), réele,
sommable et possédant la fonction conjuguée s (o),
que la fonction

F (%) +6 () —io (9)

est absolument continue et periodique. Il est aisé
de voir, que cette ccndition est non seulement
nécessaire, mais aussi suffisante, pour que la fon-
ction f(#) s'exprime par une intégrale du type de
Cauchy.

#) Il est aisé de démontrer, que I7(z) appartient a toutes les classes H,
pour 3 > 0.
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Remarquons, que la continuité absolue des valeurs limites
mémes est la condition nécessaire, pour que f(2) s’exprime par
son propre intégrale de Cauchy [Formule (5)] ¥).
Considérons un exemple d’une fonclion f(¢), oi l'on a la for-
mule (11), tandis que la formule (5) n’a pas lieu:

7

FO= 217 * ‘

lgn

n=2

« . kX ,
Dans ce cas les valeurs limites F (¢”) ne sont pas bornées et

sont représentables par la série:

«

Ec_“ﬁ@_ts_in_“:{
;. nlg(n—1)

n=3

uniformement convergente partout, sauf le voisinage ©=0. Qutre
cela on a:

m (@)~ D m(e)=0.

lgn
n=2 g

Il en résulte, que =0 et

___l_ m‘ 1 cos @ __cosZcp wz cos RQ | 1
T (P)=5 zz(n"—l)lgn T g2 21g3 " " ng(n~1)—
n=

n=.
sin CP. sin 2¢

R 1 [ . sin nQ 1
——lg(”+1)j]+zllg2 +2lg3+2—3 n [lg(%—1)+

1 -
LRPICES) J}'

5. Dans ce paragraphe nous établirons la formule, qui fournit
une représentation paramétrique de toutes les fonctions réguliéres,
appartenant a la classe Ha pour une valeur positive de 3. Faisons
d’abord une remarque préliminaire. En se servant du théoréme de
Harnack sur une suite croissante des fonctions harmoniques et du
théoréme de Gauss sur la valeur moyenne d'une fonction harmo-
nique, il est aisé de démontrer que, pour que la fonction f(¢)
appartienne & une classe H , il faut et il suffit qu’il existe une

fonction harmonique a l'intérieur de K dont toutes les valeurs

*) F. U. M. Riesz. IV Congr. Des Math. Scandin. 2 Stockholm 1916.
#**) Voir M. G. Fichtenholz 1. c -
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a intérieur de K ne soient pas inférieures aux valeurs correspon-
dant de lf(z)lO 1l en résulte immédiatement que si 'on fait une
représentation ccnforme du cercle K sur soi méme, toutes les
fonctions d’une classe /7 seront transformées en fonctions de la
méme classe.

Passons maintenant au probléme sur la représentation analy-
thue des fonctions posmves Il est connu que si f(¢) appartient

, les fonctions [f(ew)[ et lg|f(€¥)| sont sommables*)
Inversement, si I'on a une fonction p(p) >0 et si les fonc-

tions [p (Cp)]0 et lgp (¢) sont sommables, il existe une infinité de
fonctions appartenant a la classe H dont les valeurs limites sont

égales, en niodule, presque partout a p (@), et I'une d’elles est
supérieure en module 3 toutes les auires a I'intérieur de K. Nous
posons d’ailleurs que la multiplication de la fonction par un fac-
teur, égal en module 2 Punité, est sans importance. M. Szego
dans son mémoire ,Ueber die Randwerte der analytischen
Funktionen® (Math. Ann. Bd. 84, Heft 3/4. 1921) a établi la
forme de la foncfion maximale mentionnée a l'aide de la théorie
des formes de Toeplitz Nous le ferons sans nous en servir et
ncus donnerons la formule générale pour toutes fonctions mentlon-
nées ci-dessus, appartenant a la classe H

Considérons d’abord le cas particulier ou 3=1 et p(p)=1. La
fonction f(2) appartenant a H, et ses valeurs limites étant éga-
les en module a 'unité, on a

2r

fO=35 | F&)ae -
0

et [ (0)| < 1. En faisant la représentation conforme du cercle X
sur soi-méme, nous pouvons placer le point arbitraire au com-
mencement, la fonction f(¢) appartenant toujours a H,. Donc, on
a |[f(9)| <1 a lintérieur de K, d’ailleurs il est aisé de voir que
Pégalité ne peut avoir lieu, que dans le cas, ou f(¢*) se réduit
- presque partout & une certaine constante. Dans ce cas, la fonc-
tion [ (2), représentable par son intégrale de Cauchy, se ré-
duit 2 la m&me constante. '

%) F. Riegsz Acta Hungaricae Universit. Francisco-Joseph t. I fasc. Ii_
1922/23.
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Supposens maintenant que 5=1 et p () > m>0 et demon-

trons que la fonction maximale cherchée est de la forme
- 21:

(12) D ()= exp-w- | Ig p(2) ~-z— dz. *)

D (#¢) appartient év1demment a la classe H;. En remarquant
que o5 est sommable et en tenant compte de l'inégalité de Jen-

sen, nmous avons:
2r

2= »

R R 1 1
JID (re )Id@<§fmdx,
1]

—1

0

c'est-a-dire, D (2) appartient aussi a la classe H; . Remarquons,
outre cela, que si la fonction f(2) posséde des zéros a lintérieur
de K, en dégageant la fonction de Blaschke b(2) conformé-
_ ment a la formule (4), on obtient la fonction g(¢), possédant
presque parfout les valeurs limites du module: |f (€%)], mais su-
périeure en module a f(¢) a l'iniérieur de K. Il en résulte qu’'en
formant la fonction maximale nous pouvons supposer, dans la
suite, que [(#), appartenant a H, et possédant presque partout
lés valeurs limites du module »(9), n'admet point de zéros.

a l'intérieur de K. La fonction ‘/ f (¢) D~ (¢) appartient aussi
a Hy, et posséde presque partout les valeurs limites, égales en
module 3 l'unité. En vertu des considérations précédentes il s’en-
suit que |f(2)|<<|D(#)|; dailleurs Pégalité ne peut avoir lieu
que dans le cas ol [ (¢)=c¢-D(2) et |¢|=1. Par conséquent D ()
est en effet la fonction maximale unique. En conservant la condi-
tion =1, nous posons maintenant simplement p (@) >0, les fonc-
ticns p(p) et lgp(p) étant sommables. Introduisons la fonction
P (9), égale a p(®), si p(p) =>m et a m, si p(p)<m. Formons

? de.

D (o)=emp o= j lgp. (’”>e

—z
Les fonctions D (2) et D; (¢) appartiennent a H,. La fonc-~

tion ‘/f (2), D;l (¢), appartenant aussi a H;, posséde presque

r . ) . &
*) Nous désignerons par exp.x lexpression € .
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partout les valeurs limites ne surpassant pas en module 'unité
On en conclut, comme dans le cas ol »(9)=1, que:

FED ()]1<1,

c’est-a-dire

; : - Y
lf(5)|<\_3px'%j lgl’m (%) ! dx-(z=re ).
0

1 —2rcos(e—0)+ 71

En passant a la limite, quand m tend vers zéro, on cbtient:
IFf@<IDE)],

la fonction D(2) étant définie par la formule (12). Il ne reste
qu'a considérer le cas, cl I'égalité a lieu. Le quotient f (2): D (2)
est une fonction bornée appartenant 3 H;, et, comme nous
I'avons démontré ci-dessus, 'égalité ne peut avoir Jieu que dans.
le cas, ou f(2)=cD(2) et |c|=1. _
L’expressicn générale des fonctions, possédant les valeurs li--

mites du module donnees: p (@), peut.étre mise, sous forme d'un
produit des trois fonctions:

13) f@)=D(2)b(2) 5 (o),

ou D (¢) est la fonction maximale établie, b (¢) est celle de Blasch-
ke et 6(¢) tend presque partout en module vers lunité, est
inférieure, en module, i 'unité et n’admet pas de zéros a l'inté-
rieur de K. Considérons la fcnction réguliére lgo(2). Sa partie
réelle est la fonction harmonique négative a l'intérieur de K. Une

telle foncticn peut éire mise sous forme de l'intégrale de Pois-
son-Stieltjes: ¥)
. 2r

( 1 1—r
210(5)l=7,;/ T % eos (z—8) 1+ 7 %0 (@),
0

¢ (#) étant une fonction décroissante, possédant presque partout
la derivée, égale a zéro. La fonction méme ¢ (¢) doit &tre de la forme:

o

(14) s =ean g [ j 2 ap @)

0

Inversement, si 'cn prend une fcncticn arbitraire ¢ (x), satisfai-
sant aux conditions indiquées, la fonction: ¢ (¢) 3ou1ra des pro-
priétés demandées.

*) Voir M. G. Fichtenholz L c. p.
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Il résulte de ce que nous venons de dire que toutes les fonc-
tions de la classe H; sont de la forme (13); d’ailleurs les para-
meétres indépendants sont: 1) la fonction p (¢), qui entre dans la
formule (12); 2) les zéros a@;, @, ... qui entrent dans l'expres-
sicn de la fonction b(¢); 3) la fonction ¢ (), qui entre dans la
formule (14). Enongons encore une fois les conditions, qui doivent
étre satisfaites par ces paramétres: 1) la fonction p () est non
négative, les fonctions p(z) et lgp(#) étant sommables; 2) le
nombre des zéros o, est fini ou infini, dans le dernier cas le

produit II |a | étant convergent; 3) la fonction ¢ (%) est décrois-
n=l ’

sante et. posséde presque partout la dérivée égale a zéro. La
représentation paramétrique de toutes les fonctions de la classe
I‘I5 sera la méme, a une seule difference, que la condition,
que p (%) soit commable, doit &tre remplacée par la condition
que [p(x)] soit sommable.

6. La représentation paramétrique établie des fonctions appar-
tenant & une classe Ha’ se trouve étroitement liée a la question
sur la représentation paramétrique d’'une classe des fonctions,
régulieres a lintérieur de K et satisfaisant a la condition que
les integrales:

' 2ﬁ+ i
as) [lgiftre?)|dg

Y

restent bornées, quand 71, le symbole i;a étant égal a lg «
si @21, et a zéro, si a<1. Nommons cette classe ,classe des
fonction (A)“. Il est ccnnu, que si f (¢) appartient a la classe con-
sidérée et posséde une infinité de zéros @,, @&,, ..., le produit

infini II|e, | doit étre convergent *) et cn peut dégager de f(2)
n=1

la fonction de Blaschke et écrire la formule (4).

i est aisé de démontrer, que la condition, que les intégra-
les (15) soient bornées, est équivalente a la condition analogue
concernant les intégrales:

2

[ g |7 re™) || dp.

0

¥) Ostrowski. Acta Hungaricae. Universit. Francisco-Joseph. t. I fasc.II,

1922—1923.
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I suit de la immédiatement que, si la fonction f(¢) appar-
tient a la classe (A), la fonction g(¢), qui entre dans la for-
mule (4), jouit de la méme propriété, c’est-a-dire que les inté-
grales:,

i

[Nglg e || do
[¥]

restent bornées. Or, on sait *) que le méme propriété des inté-
grales:

[ 1w e | dgp

nous fournit ‘la condltlon nécessaire et suffisante, pour que la

fonction harmonique u(re ) soit repre,sentuble par lmtegrale de
Poisson-Stieltjes: o
» 2

o dey 1 ' 1—r »
u(re )_"ﬁ—j [T oreoso—a) 57 dw (2),

0

o (x) étant une founction a variation bbmée. Donc, g(2) est dela
forme:

16) g(e)=cexp- -f e ~do (),

ol 0(x) est une fonction réelle & variation bornée. Inversement,
si g(2) s’exprime par la fcrmule (16), g(2) et f(¢) appartiennent
a la classe (A), et, par suite, la représentation paramétrique des
fonctions de la classe (A) est:

17) f(z)= b(z) exp - Ff—~~~»—-— do (z),

ou b(z) est une fonction de Blaschke et ® (%) une fonction
arbitraire a variation bornée: Représentons © (z) sous ferme d’une
différence de deux fonctions décroissantes:

(18) & (2) =0, () — 0, (7).

*M. G. Fichtenholz 1. e
Xyp#. Jlenunrp. ¢n3.-Mat. O.ga 7. 11, B. 2 (1929). 3



34 V. JJ Smirnoff
La formule (17) nous fournit 'expression:

(19) fio)= 14,

ou les fonctions
2%

fi@)=b@emp- g [ 552 dwy @
[
0

et  fy(e)=exp- —j e 4 dt.) (@),

sont inférieures en mcdule a l'unité et f;(#) ne posséde pas de
zéros a lintérieur du cercle K. Inversement, si f(2) peut &tre
représentée sous forme d'un quotient (19) aux propriétés indi-
quées de f,(2) et [,(2), il est aisé de voir que f(#) appartient
a la classe (A). Donc, la condition nécessaire et suffisante pour
que [ (¢) appartienne a la classe (A) est fournie par la possi-
bilité de la représentation (19) aux prcprielés mentionnies de
fi1 (@) et f,(¢). Cest le théoréme connu de M. M. F. et N. Ne-
vanlinna (Acta Soc. Sc. Fennicae, t. 4. 1922 p.p. 1—46). *

‘Remarquons, pour terminer cet article, qu’il existe une infi-
nité de représentation d’'une fonction a variation bornée sous la
forme (18). Si 'on prend la fonction w, (z) égale a la variation
totale de ®w(2) dans lintervalle (o, ), la fonction f,(?) dans la
formule (19) sera la fonction maximale en module a l'inté-
rieur du cercle K.

§ 7. En se servant des résullats des paragraphes précédents,
on démontre aisement le théoréme suivant, indiqué par M. Zyg-
mund dans son mémoire ,Sur les fonctions con]uguees (Funda-

menta Mathematicae t. XII 1929):

Soit ¢ (#) une fonction positive telle que

Z>+eo. Si les valeurs f(e®¥) d’une fonction f(#) hclomorphe
pour |#]|< 1 sont intégrables de pulssance 3>0 et side plus les
mtegrales

b ()
x

>+ o~ pour

(o 1517 e 1 dp

*) Nos bibliothéques ne possédant pas le journal indiqué, je n’ai pas eu,
a mon regret, le moyen de lire le mémoire et j'ignore la méthode de la démon-
stration dont ces auteurs se sont servi.
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restent bornées pour r>1, alors les mtegrales
2w

[ 1F(re®) [ do
8
restent aussi bornées.

"Il suit inmmédiatement des c<nditions du théoréme que la
fonction f(#) appartient a la classe (4). Supposons d’abord
qu’elle ne posséde pas de zéros a lintérieure du cercle |z <<1.
Elle peut étre mise d’ailleurs sous la forme

. 2n
(20) f@)=exp. 5z [ j: do (),

0

@ (x) étant une fonction réelle a variaticn bornée. En posant

b2
. 1 1—mr .
u(re?)=Ig|f ()| == ,f 1—2r ccm(q:.-—a:)-;u-1 do(z),
o ,

eomme il est bien connu, on a
r
) o (@)=lim [u(re?) do.
N o o .

Désignons par !_i_ (re?) la fonction, égale a u (re'®), si u (re'?) >0,
el égale a zerosi # (re®) < 0, et introduisons d'une facon analogue
la foncticn u (re'?). Envisageons la fonction

w, (x)_h f u (re’) do.
0

Conformement au théoréme connu de M. de la Vallée—Poussin
la fonction non décroissante ©, () est absolument continue.
Introduisons encore la fonction non croissante

0y (Z)=0 (x) — ®; ()=lim [ u (re") do
7] b

et en dégageons le terme absclument contnu et le terme singulier.
La fonclion o () s’écrira ainsi sous la forme d’une somme des
trois fonctions. En remplagant dans la fcrmule (20) © (2) par cette

somme on aura
e

(21) f(o)=eap. — o Iq(x) oy dx exp. 5— J- e"j—_i dw, (1),
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ou ®3(x) est une fonction non croissante, possédant presque
partout une derivée égale & zéro. et €1 en vertu des condi-
tions du théoréme, est une fonction sommable. Il résulte de la
formule (21) que la fonction f(#) appartient a la classe H,, ¢.q.f.d

Supposcns maintenant, que la fonction f(¢), posséde des

zéros et dégageons la fonction de Blaschke b(2),'de sorte que
£()=b(8)- (@),

En se servant du méme théoréme de M. de la Vallée Poussia,
on aura

27 2n
+ . T
(22) lim [ 1g | £ (re®) | dp = | 1g [ 9 (c)|do,
r>1 0 o
et l'inégalité. | b(2)|<<1 (Je|<<1) donne
B . 2 + io 2r + i .
(29) lim [1g [ g (e dp> [1g [ 9 (¢) | do.
™% 0

Désignons par b,(2) le produit des In premiers facteurs du
produit infini (3), qui représente b(2), et introduisons la fonction

f(2)
b, (%) °

9,(2)=

1l est évident, que | b, (2)| <1 pour || <1 et quelb,, (re™) |»1
uniformement par rapport & @, quand 7 >1. L’intégral

21:+ .
[1g |f ()| do
) a
é&tant une fonction croissante de 7, il en résulte, que:
iz | . 2 + .
lim J.lg I g, (re’®) i do=lim | lg lf(re"")!dq),
71 0 r>1 0 ! »
ou, d’aprés la formule (22),

. 2n+‘ el - ol
l:—r:}(-)‘.lg | 9, e ')‘-d@:;lg ’g(re )‘ ‘e,

d’ou il vient
2m o ) 2n +
1z 19, (re*?) ‘ de L f lg !g () | do (r<71),

1}
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et, en passant a la limite,

]‘Kl; z'(p) ‘ do.

Ceite égalité, jointe a la relation (23) donne
2,

hm" lg lq(re )|dcp jlg |q(e

Donc; en se servant de nouveau du théoréme de M. de la
Vallée Poussin, mentionné ci-dessus, on voit, que la fonction

g(8), ainsi que la fonction f(2)=b(2) g¢(2), appartlennent a la
classe H,. ,

0 mpeaeAbHBIX 3BaueHAAX (QYHEKOUH, peryAspHBIX nny’rpnv
Kpyra.

B. H. Cmupnos.

Asrop uccreayer kaacco dymxuui H (3>>0) taxux, aro f(#)
peryaspHa B kpyre | 2| <1, u unrerpanrbi
2n

f 17 @e) ' do

/7 - ¢
ecraioTcs orpanudeHHbiMu npu ¥ > 1. B ocnoBe nccaegoBanus Ha-
XOAATCS CAEAYIOWIUE ABE TEOPEMDI:
1) ecau f(2) npumaaremur nekoropomy kaaccy H (5>0)
L 5
ulf(e)] (A>3 ecrb cyummpyemas ¢yukumus, to [ (¢) npu-
‘HBAAERHT H KAACCY H) ;

2) ecan f(¢) mzobpamaercs unrterparom TtHna Kowwm wHAim
Koumn-CruabtHeca no okpyxnocta [#|=1, TO OHa NpHHAZAEKHUT
Bcem xaaccam f npm <1,

11



Die Umkehrung einer ganzen transzendenten Funktion
einer Matrix.

Auszug aus einem Briefe von Prof. D-r L. Schlesinger
an D-r J. Lappo-Danilewski.

...... Da Sie Sich naturgemiss auch mit der Frage nach dem
Logarithmus einer Matrix beschaftigt haben, so mochte ich Ihnen
ein Verfahren schildern, durch das es gelingt, iiberhaupt die
inverse Funktion einer ganzen transzendenten (oder auch rationa-
len) Funktion fiir eine Matrix zu definieren.

Es sei u=F (#) e'ne ganze Funktion von 2 und ==L (u) ihre
inverse. Ich bezeichne mit z,, »,,... die Wurzeln der Gleichung
E'(2)=0. falls solche _existieren, und mit %, den Picardschen
Ausnahmewert, den F () fiir keinen endlichen Wert von 2 annimmt,
falls ein solcher vcrhanden ist. Es sei dann U eine Matrix von
n? Elementen, deren charakteristische Wurzeln von den Werten
uy, E(x), F(x,),.... verschieden sind, und es werde die charak-
teristische Funktion von U _

Det (U—r D=k (ry=(—1)" (r = )1 r ~r)*. . (r—r,)
gesetzt, wo die 7, 7,,... ¥, alle ven einander verschieden sein
mogen. Ich konstruiere eine ganze raticnale Funkt'cn ¢ (4} von w,
fir die die Differenz u—F [g (u)]=h (u)-f (u) wird, wo f (#) eine
ganze transzendenie Funkticn bedeutet. Setzt man dann fiir # die
Matrix U ein, so wird zufclge des Cay‘eySFhen Satzes i1 (U)=0,
wir erhalten also

U—E g ()=

d. h. es ist ¢ (U) mit L (U) identisch. Um nun zu der ganzen
raticnalen Funktion g (#) zu gelangen, hat man wie folgt zu ver-
fahren: Zufclge der iiber die Wurzeln 7; gemachten Vorausset-
zung ist die inverse Funkticn L (u) in der Umgebuug eines jeden
Punktes #=r; holomorph, also in der Form

@)y, . LW =Lrp)te, (n—rpj e (—rp24 L.
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entwickelbar. Wir bezeichnen die ganze rationale Funktion, die
entsteht, wenn wir in der Reihe (1) nur die A ersten Glieder bei-
behalten, mit £, (#), dann ist also in der Umgebung ven w=r;

@. ... L) — F =P P(—rp),

wo, wie auch stets im Folgenden, P eine gewdhnliche, nach po-
sitiven ganzen Potenzen fcrtschreitende Reihe bedeuten soll. Wir
trennen nun von dem rationalen Bruch Fy () /% (#) den auf den

Faktor (u— ;)" des Nenners beziiglichen Teil ab, setzen also
o (w) Ay (fu;) BL (u)
i ™ ke

wo Ay (#) und By, (u) ganze rationale Funktionen bedeuten, dann
folgt aus (2) und (3), dass in der Umgebung von % = 7},

(u rk) M ’

3) .

Ay () b (u)

L () — = (w—rp™* Pu—ry

) (w—r)"*
ist. Setzen wir also

V Ay ()b ()
_\ ( ,

L__l (e — rk)

¢ ()

so gilt in der Umgebung eines jeden Wertes u=r, die Ent-
wicklung

4. . ... L‘(u)zf/(u)ﬁ—\(u—r-a)xv Fi —»¢)),

also, wenn wir auf beiden Seiten dieser Glei hing die F —Funk-
ticn nehmen,

~E gy @)+ @—r) Pu—r)]

und indem wir jetzt im zweiten Gliede nach dem Taylorschen
Satze entwickeln

u=E[g w)]+@—r)* P@u—r).

Also ist der Quotient # — E [g (w)]/h (#) in der Umgebung
eines jeden endlichen © — Wertes holomorgh, somit eine ganze
transzendente Funktion f (#) von #, d. h. wir haben in der Tat

erreicht, dass _ 7
u—E g (@}=h(w)-f (u)

wird. Nach der Gleichung (4) ist ¢ (ry)=L (r;) und damit ist die
Mehrdeutigkeit der Matrizenfunktion ¢ (U)=1 (U) in Evidenz
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gesezt; die Werte L (ry) sind die Wurzeln der zu der Matrix
L (U) gehérigen charakteristischen Gleichung.

Die Anwendung dieses Verfahrens auf den Fall wo I/ (z) die
Exponentialfunktion ist, liefert die Definiticn des Logarithmus
einer Matrix; die Fille, wo E () mit 2% oder allgemeiner mit
x™, m eine positive ganze Zahl, iibereinstimmt, sind nach der
hier dargelegten Methode schon frither behandelt worden, man
vergleiche z. B. M. Bécher, Einfithrung in die hoéhere Algebra,
1910, S. 320 ff und Dickson-Bodewig, Hohere Algebra, 1929,
S. 107 ff.

Giessen, 18 Juli 1929.

Obpamenne peAoil TpamcueHACHTHOH (PyHKEHH OT
MaTPHAOLL.
Hserewenne us nuch;a npod. A. Ulresunrepa x M. A. Aanno—,Z[anp;Aechomy.
IMyers U=E (X) ectb ueAas TpaucueHACHTHAaA (QYHKUUA Ma-

Tpuytt X. ABTop Zaer o6wuii MerToj mnocrpoeHus o6paTHON QyHK-
yuin X=L (U).



Théorie des matrices satisfaisantes & des systémes
d’équations différentielles linéaires 2 coefflclents ra-
tionnels arbitraires.

Par M. J. A. Lappo-Danilevski.

Mémoire premier.

§ 1.

Dans nos deux mémoires précédents ') nous avons donné la
résolution ‘aigorithmique compléie des problémes réguliers de
Poincaré et de Riemann, ce qui constitue le fondement de la
théorie algorithmique des matrices réguliéres—ou, si 'on veut,—
des systémes d’équations linéaires a intégrales réguliéres.

En abordant maintenant une étude analogue des systémes
d’équations linéaires a ccefficients rationnels arbitraires, nous re-
warquons, qu'un tel systéme, par une transformation convenable
de la variable indépendante:

J_%x+B
=T
se réduit toujours a la forme
Y v~ ¥o”
(1) e e s e e e e e d.l}: Z St
J=1 r=1 (‘B_aj)

[

ou les éléments 1ij}kl des ms substitutions différentielles, ainsi
que les paramétres a;, définissant la configuration des points sin-
guliers & distance finie, sont indépendants de z.

Le systéme rédut (1) est évidemment caractérisé par la pro-
priété, que toutes ses intégrales sont réguliéres au point a
Vinfini. ;

Une matrice intégrale Y (2) du systéme (1) sera nommée
.matrice a définition rationnelle® du rang s-1 aux

') Journal de la Société Mathématique de Léningrad t. II fascic. 1 (1928)
pop. 94—120 et 121—154.
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wSubstitutions différentielles® Uj_(l);. . .,L'E.(s) aux points
simguliers a; (j=1, 2,---m),

Une matrice a4 définition rationnelle du rang zéro est évidem-.
ment une matrice réguliére. Si la matrice Y (z) se réduit a la
matrice idenlique au point b, elle sera dite normale a ce
point,

La matrice Y (z) subit du c6té gauche les ,substitutions
intégrales V, quand # décrit les circuits, entournant les
points singuliers respectivement a,. Le groupe, généré par les
substitutions ¥, est un groupe de monodromie du systéme (1).

Supposons, que les substitutiocns différentielles U,(r), ainsi que
les points singuliers a, sont donnés. Les problémes fondamen-
taux correspondant de la théorie des matrices a- définition ration-
nelle sont:

(4) la construction dune représentation,géné-
rale ) d'une matrice a définition rationnelle Y (2),
déterminée par les conditions initiales au point
ordinaire, et la construction des expressions ana-
lytiques explicites de ses substitutions intégra-
les V.. Clest évidemment le ,probléme irrégulier de Poincaré®
sur lintégration du systime (1) et sur Ja détermination analytique
de son groupe de monodromie.

(ByLa,décomposition® dunematrice a définition
rationnelle, c'est-a-dire le dégagement de la matrice irré-
guliere Y (z) une matrice réguliere X (zx), iouissant de la pro-
priété, que la deuxiéme ccmposante: X(x) Y (%) soit unifcrme
dans tout le plan de la variable complexe, de scrte que la ma-
trice X (%) caractérise la ramificaticn de la matrice ¥ (2),

() Lacaractéristigue analytique compléte des
singularités dune matrice a définition ration-
nelle, concernant non seulement sa ramitization, mais aussi les
singularités essentielles uniformes d= la composante unifcrme

-1 - o se . .
X(x) Y (x). Une telle caractéristique sera atteinte par lintio-
. . . . . e (1)
duction des ,substitutions caractéristiques® Wj a
tout point singulier a; (f=1,----,m). La premiére de ces sub-

) Une représentation d’'une matrice Y (2) sera dite générale, si elle re-
présente cette matrice dans tout le domaine de son existence par rzpport a .
Les représentations qui ne jouissent pas de cette propriété seront dites 1o-
cales.
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stitutions est la ,substitution exposante® liée a la sub-
stitution intégrale, par la relation

2miw,

© V=™
et -les autres — W'j(m,' ‘e TV,.(S) n’exercent aucune influence sur la
ramification. »

Le probléme classique de Riemann dans la classe des matri-
ces considérées concerne la construction d’une matrice a défini-
tion rationnelle, les substitutions intégrales et la configuration
des points singuliers étant supposé données. Ce probléme ren-
ferme une indétermination essentielle, car il ne peut s’agir évi-
demment que de la construction d’une composante réguliére X (),
la composante uniforme restant complétement
indéterminée.

Ncus levons cette indétermination en considérant notre pro-
bléme:

(D)sur la constructiond'unematrice a définition
rationnelle possédant les singularités compléte-
men{ caractérisées, ce qui se réduit & la détermination

e . . . (v} o e L.
.des subsiitutions différentielles U} , les substitutions caractéri-

stiques T'Vj(')) et la configuration des points singuliers a; étant
supposé données 1),

En se servant de notre méthode du czlcul des séries des
compositions des substitutions linéaires [I'MR §§ 4—8]%), nous
donnons dans le mémcire présent la résolution algoiithmique des
problémes (A4), (B), (0) et (D). Cette résolution ne suppose
aucune restriction, concernant les problémes (4) et (B), tandis
que la résclution des problémes (0) et (D) n’est valable, qu'ala
conditicn, que les substitutions différentielles, cu respectivement
caractéristiques. se trouvent dans un voisinage du systéme des
substitutions nulles 9).

Le probleme (4), sur lintégration du systéme (1), a été traité
jusmu’a présent dans le sers de la construciion des représen-

) 1l est évident qu’en vertu de la relation (2), la résolution du probléme
{1’; nous fournit en méme temps les solutions du probléme clzssique de Riemann.

?} Nous abrégerons zinsi les citations de nos deux mémoires mentionnés
ci-dessus.

%) L’examen de ce cas particulier est d'ailleurs indispensable pour consi-
dérer le cas général.
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tations locales (von Koch) ou des représeniations asymptotiques.

(Pcincaré) des matrices en question. Les représentations géné-
rales de ces matrices, ainsi que les expressions analytiques
explicites pour les substitutions intégrales correspondant, man-
quent encore *).

Quant aux problémes (B), (C) et (D), a notre connaissance,.
ils n'ont méme pas été posés.

§ 2.

En abordant la résolution du probléme (4) de Poincaré, nous
introduisons le systéme des fonctions:

(3) Lb (aj:’.”, a";"‘a}); jh...j\’zl’...’ My Ty ooy, ¥ o=
=1,---,  v=1,12 3,

définies par les relations de récurrence:

7 7,1
" " _ L, (a, -, a | ) dr
Lb (a. 3" % a_ W)— v, y
71 Jy ) (x—a; )
. v
b

ou b est un point, distinct des points @, -, ¢, .
Ces fonctions présentent une généralisation 1mmedlate d'hyper-
logarithmes:

1 1 .
Lb (a’j,"") aj_,lx)ILb (aj}, R ajvl z)

{TMR § 9] et peuvent &tre mises sous forme de leurs combi-
naisons linéaires a coeffitients rationnels, comme nous le verrons
plus. loin [§ 3].

Toute fonction (3) peut &tre traitée comme une fonction uni-
forme sur la surface universelle de la superposition & (a,,- - -,a_,00),
aux points de la ramificaticn du type logarithmique a,,---, a,, .

Désignons par b, le point superposé b sur la surface
© (a;," - -, @,, ) qu'on cbtient, en suivant un lacet (¢, entournant
dans le sens positif le point g; et n’entournant ancun d'autres

‘) La connexion des représentations locales, des représentations asympte-~ -
tiques et de nos représentations générales sera esquissée dans le § 6.
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points singuliers. Les valeurs des fonctions (3) au point b, seront
fournies par les intégrales:

T r dr 7y 7y
L(a'|b)=P (a'|b)=| — ; eyl b)) =
(5) b (a.h | J') J (afl l ) (z— a")"r ’ Ll’ (ajl’ ! aj\, ‘ .7')
(aj) Ju .

r 7, Lb(ai‘t"'! a?: V_l'x)dx
=P @, d =]

Ji Jy . T,

w'—“j.,)

(aj)

Les paramétres P, (a:, . aj_‘j\'l b), ne dépendant que de la
configuraticn des points singuliers- ay,---, a_ et du pcint b, sont
4 leur tour les combinaisons linéaires des paramétres de la con-
figuraticn:

1 1
b (ail’ ’ aﬁ,) ‘P]. (aj1 ’ , aj‘, | b) ) .

En se servant des fcnciions (3) et des paramétres (5), on
démontre le théoréme I sur la représentation générale d’une ma-
trice normale a définition rationnelle et le théoréme II, qui four-
nit les expressions analytiques explicites des substitutions inté-
grales de la matrice indiquée. '

Théoréme L. La matrice a définition rationnelle
possédant les substitutions différentielles
U;D,-w, q.(s) aux points @ (j=1,---, m) et normale au
point b est une fonction entiére des substitutions
différentielles, représentable par le dévelop-
pement:

v o
{6) o, U(:)SL) z \=I+
a a

0 (1...m) (1...5)

(r1) (¥, 2 ’

+ R A

E; 2 E Ul U L. a2
v=1 fi...§y T1...7,

L. .. i v . G), v v
*) Nous écrivonsici P, (&, ,---,a ' b) au lieu de P, (a. ,---,a ") pour
i Iy LI Jv
conserver la symétrie des notations, car nous rencontrons dans la suite les pzra-
\ (r) 71 r 4. o e .
métres de la forme Q,_ (aj ye ey a’.” | b), dépendant des deux indices j =
B t v

=1,-.:, m et r=1,.--, s,
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Ce développement est uniformement conver-
gent par rapport a z et représente la matrice con-
sidérée dans tout domaine fini de la surface de
la superposition & (v,..,a,,), ne contenant a l'in-
térieur et sur le contour aucun des points singu-
liers a;,.., a,. .

Théoréme Il. La substitution 1nlegrale au point
@, de la matrice (6) est une fonction entiére des
substitutions différentielles, représentée par le
développement:

(s) (8)
R ol ol
(N V;:Q, :1,) _'(f:’:) bi=1+
a ,a
1 m
0 (1,..m) (1.
\ (7l) (ry) Ty
3N 2 U B (@ B
=l greed, :

La démonstration est complétement analogue a celle des
théorémes correspondants de la théorie des matrlces réguliéres
(I'MR, §§ 10—11). |

Considérons encore la matrice inverse par rapport a la mat-
rice (6) Elle satisfait évidemment au systéme adjoint par rapport
au systéme (1): '

EZ_Z\ U'”Y

j=1 r=1 (m—-a )’

et se réduit a I pour #=0. On démontre i l'aide d’'une méthode
complétement analogue, que cette matnce est de méme une
fonction entriére des substitutions U

(s) ) | -1
Ul""Um ’
® o w0 nle \1s
v U,
(l] 7"7am
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cu les coefficients sont définis par les relations linéaires:
v
£ Ty "x-i-l 7v . 1
E L, (@, e | 2) L, (afz'-;lf’ g, | ©)=01)

La série (8) nous fournit la représentation générale de la
matrice normale inverse dans le méme sens, que la série (6)
Quand la variable £ décrit un circuit, entournant le pomt a, _l;.

matrice inverse (8) subit une substitution intégrale VJ. du c6té
droit. Cette substitution est une fonction entiére des substitu-
tions différentielles:
o (1. (
- \ 1) ry) "y
v ——1+'§‘ ‘ 2 o’ oy P @' ..a| b,
‘—‘ Jie J, Frens

ot les coefficients scnt defmls par les formules:

21’@ SR AR P (2 o Loa 1 b) =0,
x==0
En multipliant du c6té gauche le develOppement (6) par une
matrice C indépendant de #, on obtient la représentation giné-
rale d’'une metrice arbitraire & définition rationnelle, définie pay
une condition initiale au point ordinaire arbitraire. Les substtu-
tions intégrales de cette matrice seront obtenues & l'aide de la
transformation des séries (7) par la matrice C.
Si le systéme des substitutions différentielles est commutatif
les développements (6) et (7) donnent les expressions

/U, U,
'10 q) -------- x =
a0 "\ o)L
2,2,

1 1 1
~1 <_“;_”L> §oE T [(w——a,-) - (b—a,--)"‘]
J=1
. 1
y_ 2"

On arrive ainsi a la conclusion suivante:
Sile systéme des substitutions différentielles
d un systeme d’équations différentielles aux co-

”') Voir TME § 9, remarque a la formale (19).
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efficients rationnels est commutatif, les inté-
grales de ce systéme sont représentables tou
jours sous la forme finie (10).

Les formules (6) et (7) fournissent évidemment la résolution
algorithmique compléte du probléme (4) de Poincaré pour syste-
mes d’équations différentielles linéaires "a coefficients rationnels

‘arbitraires.

§ 3

Abordons maintenant la résolution du probléme (B) sur la
décomposition d’une matrice a définition rationnelle [§ 1].

En se servant de notre résolution algorithmique du probléme
régulier de Riemann et du probléme irrégul’er de Poincaré,
nous pouvons énoncer le principe général de la décomposition:

Théoréme IMI. La matrice a définition ration-
nelle. normale au point b et possédant les substi-

'8)

tutions différentielles U U’ et les substituti-

cns intégrales ¥, aux pi)lnts‘]aj, peut étre mise
sous forme d'une composition dune matrice régu-
liecre (composante réguliére) et dune matrice uni-
- forme dans tout le plan de la variable complexe &

(composante uniforme):

{8) LA3)
U]’ U,
11 o ..1......”. s o
( b U(,). (1)
P Tm
a ...a
1! Y Ton
(s) (s)
..U,
—® r,..rT, x\ a |
%\ a a ) O] (RS
L O | T U,..U,
\a a
1°? T

Les substitutions différentielles de la compo-
sante réguliére sont des fonctions analytiques
multiformes des substitutions différentielles de
la matrice 3 définition rationnelle considérée:

1
(12) T= H"’( gV, ;T,.zwm),

Ayy. ., A

complétement déterminées par les algorithmes
du théoréme Il [§ 2] et des théorémes Ill ou IV de
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la théorie des matrices réguliéres [TMR §§ 22
et 23]%). o

Il est évident, que si les substitutions 7, sont définies par les
T T

expressions (12) la matrice réguliére q)b <a1 ve oo a,,.
. m

ft‘) posséde
La

1 rety
les substitutions intégrales précisemment V; aux points a.
matrice:

{8) i8)
Up-..Un
(13) Gl .y
oo,
a ,..,a
1 'm
(8) (8) |
u.). U,
T ,.T.| \! !
PSP S R N PO .
Z(Db al am a:) (Db (1) |z
1ot m PP m
a L., a
1°? ’ .

est. par suite, uniforme dans tout le plan de la variable com-
plexe z et ne posséde d’autres points singuliers que les points
B yey T2 Les points @ ,.., fournissent, en général, les
smgulantes essentielles de la composante uniforme, tandis que le
point o est un pdle cu un point ordinaire.

En multipliant du cé6té gzuche les deux parties de la relaticn
(11) par une matrice, indépendant de #, on obtient la formule
de la décomposition pour une matrice arbitraire a définition

rationnelle.

Si les substitutions différentielles U;T) de la matrice a défi-
nition rationnelle se trouvent dans un voisinage du systéme des
substitutions nulles, les substiiuticns différentielles (12) de sa
composzante régulidre, ainsi que sa composznte uniforme (13),
peuvent étre mises sous forme des séries des compositions des
substitutions U;r).

En effet, conformement au théoréme Il les substitutions

J 2ne

. 1 - (—1) ‘—‘ .
(14) - W= lgV, = ‘> —1I)
v_-l

*) On prend les diterminations des logarithmes dans la formule (12) d'une
telle fagon, que lss différences de leurs nombres caractéristiques ne soient pas
enti¢res [/"MR § 26].

Wypn. Jlenunrp. ®u3.-Mar. O-sa . II, 8, 2 (1929). 4
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sont les fonctions holomcrphes des subst'tutions UJ(.') dans un
voisinage indiqué. En considérent les substitutions (14) comme
les substitutions exposantes d’une composante réguliére, d’aprés
le théoréme Il de la thécrie des martices régulieres [TMR § 22],
on conclut, que les substitutions différentielles

’ H3) W1-~:Wm\'\
T;=H, ( a: a, |

de cette composante sont aussi des fcnctions holomorphes des

oy A7) Ci, . I
substitutions U': dans un voisinage du systéme des substitutions
nulles: 3

oo (loe.m) (1...8) ) )
. _ \ . 1 7, Ty " Tyl N
(15) 1}--2 2 : E Uj‘... U.,” b, (@', ... 4 bi.
v=1 i'...jv FooeaTy
La composante réguliére:
r, L ..r

X:(Db <

i

10 m i
la;)
~ali,..»,ﬂm{~« :

ansi que la mairice inverse éiant des fonctions entiéres des
substituticns T1 yeos T, suit de la formule (13), que la com-

posante uniforme est de méme une fonction holomorphe des.
- 3 r . . e - ’
substitutions Uf 'dans un voisinage indigué:
B {
‘(/ UT(’)- . ’UTS)
[ "1
16 G | y _mlz |=L+
(16) bKU(’)"' g
v m
a,.,8,1/

Y
)

.. 7 g1 T LS N

Pour calculer les coefficients £, (a,* ,...,a;’ l z etD(a’,. .,a’ kbl

1 v 1 iyt

nous remarquons que la composante réguliére doit satisfaire au

sysiéme:
m

dX _ O X[”.
= D
j=1 J
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Par suite la composante uniforme est la matrice intégrale du
systéme:
m (T)

. m agr ey
Sy L%
bl

— (L—a) 47-; az:——a_?'i

se réduisant a I pour v =b.

En tenant comgte des représentations (15) et en identifiant
le systtme (17) par une série de la forme (16), conformement
aux conditions initiales mentiionnées, on obtient les relations:

7

2

(18) B @lo= |-

T
(x«—-aj') 1

b

W

T
m D’F (ajl | &) ‘ , .
— —'—}dx; B,@.., 6" | &)=
1 v

r—a
~. h=1 A
¥ v—1
E, (a ! ..y O xZ " .
b (fl’ P Tv—1 I 2) U "y v -
= p— —z —— D, (..., q; | B)+
] z Iy h=1 h !

r. Ty 7241 7y ]
1
Y D@ 4 D) By, )| w)]} dz
x=y~1 '
Les fonctions E, (ai1 yees a}.:] z), comme coefficients du dé-
. . 1 - .

veloppement de la composante uniforme, générale par rapport
a %, dcivent étre uniformes dans tout le plan de la variable
complexe z. Pour qu’il soit ainsi, il faut et il suffit, que I'on ait:

(i d i s 7y . .
J - B yees e, | x)-dz=0; (j=1.,.., m),

(a))
ce qui donne les relations:
’ dx
(19) D; (a | = 5 ;
‘ (x—aj) 1
(aj) '
v B r Ty—1 ‘m)
r - r A, .00 G,
1 v 1 b A Jv—1 -
D, | b= e / { —
(@)
m 1

IR S NOEA DRI

h=1 x=v~—1
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Les formules (18) et (19) nous fournissent évidemment. les

relations de récurrence, qui déterminent consécutivement tous les
r : 7y 3 Ty

. 1
coefficients E, (a,,.., @, | @) et D, (a, ,... a [6) comme fon-
. 1 3 v

ctions rationnelles de #, a;,.., a_, b.

1w ?

On arrive -ainsi a la formule de la décomposition:

A5 )
o

........

(20) @, oo
alv-""a
_:‘ (1. ﬁm)
=[I+2 T, T, L, (a;,.., a |:v)]
=l . Iy
= (1...m) (‘--"3) (r) (ry) | ™ .
[I+},4 > X U7, E(“f’ “/»'“’)]’
R S NTT MRS

ou les substitutions 7',.., T, sont défin‘es par les développe-

ments (15) et le calcul-des coefficients E, (.Tl rvl z) et

D; (a ey a | b) n ex:ge que d’ opérations ratlonnelles Les formu-

Ies (]5) et (20\ nous fournissent les expressions analy-
tiques explicites pour resoudre le probléme sur la deccm-
position. :

Les substituticns mtegrales de la matrice (20) secnront évi-
demment sous forme: ;

U U
- ool )=
ah !am
o (1 m)

Dans le cas, ot le systéme des substitutions différentielles
est commutatif, on a
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et les expressions des composantes réguliére et uniforme sont:

8) 1)

. g Tir- U
® (Tl,..,Tm x>~—ﬁ(w_a’>1 .G "1.)””(1.)1' B
(] - —a. > : -
al, ' am j=1 b a.? b Ui,.-,Um | a

-Nay,..,a,

s o 1 1.

-~ 7 L o — _

= ﬁ e f:_, r—1 (”"‘aj)y ! (b‘"“j), l:!
Jj=t

ce qui suit immédiatement de la formule (10). ‘
1l suit de la formule (20) que le calcul des -coefficients
) A A e . T
L, (aj*,..,aj_ | ) de la série entiére (6', qui fournit la représen-
o ) N
tation générale d’'une matrice normale aux substitutions différen-
tielles données, se fait exclusivement -a 1'aide des

opérations hyperlogarithmiques et rationnelles.
En effet, en développant le coté droit de la formule (20) suivant

o T (r) : - L s
les compositions des substitutions UJ(. et en comparant la série
obtenue a la série (6), on arrive aux identités:

(22) L, (aj:,.., a, |@)=E, (_aji,.., a, | )+

vk (...m
*22 2 2 ' D, (a;:,..,a;: | &)...

»)\-:_-l w=l h;"”hy- 1< w<.. <'Ap_1< IS

r;i} " - .
. th_ e <aix+1 a, | o) E,(q ’x:;_.l’ ajv| z) L, (ah‘ res Gy | 2)

p—=1

qui donnent les représentations, déja mentionnées [§ 2], des
. 4 v : ) .. o o
fonctions L, (a;*,.., aj:[ z) sous forme des combinaisons linéaires
“1
d’hyperlcgarithmes aux coefficients rationnels '), En faisant dans

') Les identités (22) sont au ford les formules du calcul intégral et peuvent
ére déduites immédiatement des relations de récurrence (4), indépendamment
du théoréme sur la décomposition. Une telle démonstration exige quand méme
les caleuls un peu trop longs.
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les relations (22) z=Db, [§ 2], on obtient les formules analogues

pour les coefficients P, (4;',..,a; | b) des séries (7):

) i 2 r,
{23) : Pj <ajl e O [b)=
(1...m)
. "y Ty AY
__S Z 2 Dh1 (aj‘...,a’.’tl 1 b)...
p._l h P % 1S <oe <2 < .
. \ b—1
71{-1
; p
...th_(aJ 1 b)P(a ,..,akp_).
p.-—l

Cette remarque fournit un supplement essen-
“tiel aux théorémes I et II: elle réduit les calculs
pour obtenir la représentation générale d’une
matrice intégrale et d’un groupe de monodromie
d’un systéme irrégulier—aux opérations ration-
nelles prés-—aux calculs, qui sont nécessaires
pour résoudre les mémes problémes relative-
ment & un systéme régulier. '

§ 4
Avant d'aborder la résolution du probléme () sur la caracté-
ristique 2nalytique compléte des singularités des matrices a défi-
nition rationnelle, nous avons a considérer les matrices élém e n-
taires a définilion rationnelle, ne possédant qu'un seul point
singulier a distance finie. Une telle matrice satisfait au systéme

. ‘ 3 @)
Y_< 10
dr (v —a)" "

r=l

(24)

1l est aisé¢ de voir, que si les différences des nombres caracté-
ristiques distincts de la substitution U ne sont pas entiéres,
le systéme (24) admet une matrice intégrale de la forme:

U(ﬂ)
M -

e : X ‘A (M 3
(25) 9 Lr(]) X :(\Z-—a’) L]-(' Z C (’D——(&)p J s
p==
\a /
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. . . () cpe .
ol les matrices ¢~ sont définies par les relations de récur-
rence:

. . op—=1 . .
n ») ) D) @ =g+
U( Um—p 0(p_0(p U( :?01 (JTP ot ’
d—
qg=0
, st p<s
126)
Do A N @,
; v J; ) ) -
v —p =" v"= N M -,
g=p—si1
si p_=s
0)
t ¢ =L

On- démontre sans peine que la série (25) représente la mat-
rice intégrale considérée dans tout le domaine de son existence.
En conservant la terminologie de la théorie des matrices réguliéres,
cette matrice peut étre nommée ,matrice élémentaire
métacanonique® car dans un voisinage du point 3 linfini
on a le développement de la forme:

")

71\

T

@ 1 A .
+C! R !-*,)

a?

[I+ (}'(‘) !
,.

En profitant 'analogie des équations (26) aux équations (29)
de la théorie des matrices régulidres [TMR. § 12] et en se ser-
vant des mémes méthodes, on établit, que les équations (26)
peuvent &tre satisfaites par les séries des compositions des substi-

tutions T, ..., U", qui représentent les matrices C*? sous forme
des fonctions holomorphes des substitutions indiquées dans un
voisinage du systéme des substitutions nulles. La matrice

- - 1
(z—a)?

< ()
+N ¢ =G (@)
=t

#) I est inutile d’insister que la matrice considérée est métacancnique
précisément par rapport au point & Vinfini, car comme rous le verrons plus loin,
elle est en méme temps métacanonique par rapport au point = a. D'une telle
propriété jouit la matrice réguliére élémentaire métacanonique:

G(Z- oc) =(x— a)v.
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se trouve aus:i une fonction holomorphe des substitutions

m )
v ,..., U

dans le méme voisinage.
D’un autre c6té, cette matiice satisfait au systéme:

aG o Gun g

dz ™ o a\’ r—a

et se réduit a £ pour z=00. En identifiant ce dernier systéme
par une séric des compositions de la forme: ‘

e R e e o
G@H=L+> MU ..U E_@,. . d |2,
v=l ry..7,
on_voit que les coefficients B (@ ,...,a"™ |2) sont définis par

les relations de récurrence (18), ou l'on pose:

b=co; D (0" |w)=1 si 7 =1; D(a" | )=

=0, i r >1; D(a" ,..., a"{0)=0, 5 v>>2
=1, (a étant remplacé par a).

En falsant les calculs d’aprés les relations de récurrem,e indi-
quées, on arrive aux expressions '

_Y(Vl ,)

7 s R

Ew (@s..05a’ ':L‘):—— TN Tt
(x — a} '

(F oree 7)) i
ot les constantes numériques Y ! sont définies par les

relations de récurrence:

("‘) 1 (9'1)
T E— s Ly =0, 8 =l
r
7 VT ye, . . ., "= .
1 P— XREL ! i r .
27) [ rl+...+r‘~v’s ;>1’
(rl.'“fv ]) (w.)..-.a'\)
~ (Tl' r;) ——77 - __5{ 31‘ y =1
r - 71 cot T —v 4 0
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H en résulte, que la matrice métacanonique 